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Sezndmime se s riznymi zpisoby vyuky uciva o vlastnostech uhli v kruZnici za podpory
dynamické geometrie. V piiloze jsou poskytnuty piislusné pomucky - soubory vytvorené
v Cabri geometrii. Text je zpracovan jen jako zdkladni informace. Nerad bych omezoval
tvotivost ucitele. Proto pfedpokldddam, Ze detailni postup uzivatel ptizplisobi svému stylu
vyuky a konkrétnim ciliim. Mize si také upravit i jednotlivé pomucky (soubory v programu
Cabri), aby lépe vyhovovaly jeho konkrétnim potfebdm. K souborim lze naptiklad vytvorit
pracovni listy pro samostatnou praci zaki.

Zameérné jsem do textu nevloZil hypertextové odkazy na pomticky. Doporucuji vytisknout text
a pouzit jej jako pravodce pii praci pfimo s pomickami.

Metodika je provadéna za piedpokladu, Ze nemame k dispozici interaktivni tabuli. Pri
pouziti interaktivni tabule postupujeme analogicky. Postup se vSak zjednodus$i, protoze
nemusime uZivat tlacitka oznacend S a popisy ttvarl s dal$imi zdpisy provddime piimo na
tabuli.

1. Odvozeni véty o obvodovych tihlech klasickou metodou
Vétu 1ze zformulovat takto:

Véta 1. Vliibovolné kruznici jsou obvodové uhly prislusné témui oblouku AB navzdjem
shodné a jejich velikost je rovna poloviné velikosti odpovidajiciho stredového tihlu.

Pfi oznaceni podle obr. 1 plati
w=20. (D)

Soubor 01 EUKLID.fig slouzi k odvozeni vztahu (1)
klasickym zptsobem, ktery je zndm jiz z Eukleidovych
Zakladi (Zaklady, véta I11.20 veetné diikazu).

Situaci po otevieni souboru zndzoriuje obr. 1.
Klepnutim na tlac¢itka oznaCend pismeny ¢ a ©
zobrazujeme (resp. skryvame) aktudlni velikosti
obvodového a stiedového thlu. Uchopem kruZnice k
ménime jeji velikost. Pohybovanim body A, B 1ze ménit
polohu a velikost ob louku AB. Obr. 1

Pti pohybovani bodem V po

oblouku sledujeme hodnoty @ a ® pro ruzné oblouky AB a
dospéjeme k hypotéze, Ze plati rovnost (1), kterou miiZeme na
monitoru zobrazit pomoci tlac¢itka T. Hypotézu dokdZeme nejprve pro
situaci, kdy stfed O lezi na jednom zramen uhlu. Nastavime bod
V naptiklad do polohy zndzornéné na obr. 2. Spole¢né se studenty

zjistime, Ze plati |AO|:|BO|:|VO|=r, kde r je polomér dané




kruznice'. Odtud |4VAO|=|LAVO|=(p a podle véty o vnéjSim udhlu aplikované na

trojihelnik AOV plati (1). Neznaji-li Z4ci vétu o vnéjSim thlu
trojihelniku, mohou provést vypocet:
180" —w=|£A0V|=180" - (| LVAO| +|£4V0|) =180° =29 = w=2¢p.

Ostatni mozZzné situace prevedeme na superpozici dvou situaci piedchozich. Postup zde
popiSeme jen pro nepiijemnou situaci, kterou pfedstavuje obr. 3.

Klepnutim na tlacitko OV nejprve zobrazime piimku OV.
Dile pak pohybem koncovych bodl vektorovych ovladaci ve
sméru naznaceném Sipkami vektor premistime pod pivodni
obrazek jeho dvé kopie, z nichZz kazda je upravena tak, aby
piestavovala praveé jednu ze situaci pfedchoziho typu. Kopie
umistime, aby byly kruZnice vedle sebe” (obr. 4). Tlagitkem
S nakonec zobrazime pismena, kterd jsou skryta v levé horni
Casti obrazovky. Tato pismena mulze zdk pfemistovat a
doplnit jimi sprdvné oznaCeni na dolnich dvou obrazcich
(obr. 5).
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Obr. 4

! Pro vét3i nazornost miizeme pomoci tlagitka S zobrazit symboly, ze kterych pismena ,r* pfemistime k Gse¢kdm
OA, OBaOV.

% Poznamenejme, e posunutim koncovych bodii ovladatt doprava aZ na doraz, splynou ob& kopie do jediné
kruznice, kterou 1ze tichopem za jeji stfed pfemistit nahoru tak, aby se kryla s ptivodn{ kruZnici. Tim se vizudlné
presvédcime, Ze superpozice obou dil¢ich obrazkt vede k ptivodnimu obrazci.



Po tomto doplnéni (obr. 5) mize zak sestavit dikaz:

=20
W, =2¢€

AN O=0,—0, = w0=2e-0)=2¢p.

Pokud poklddame uvedeny
postup za piili§ zdlouhavy,
muZzeme tladitko S zruSit,
dopsat chybéjici oznaceni
v dolnich obrazcich (uZijte
prostiedi ,,Nazvy‘) a soubor
uloZit pod vhodnym oznace-
nim. Takto upravenou po-
mucku lze vyuZivat napiiklad
k ndzorné demonstraci ucite-
lova vykladu.

Pro tuplné ovéteni vztahu (1)

by Zici méli analogicky n

prozkoumat jeSté¢ zbyvajici

ti z péti situaci znazornénych Obr. 6
na obr. 6.



2. Tétivovy ¢tyiahelnik.

Vyuziti téchto pomiicek poddvam jako ndvod na moZnou frontdlni praci s zdky. Pomiicku si
muze ucitel rizn¢ upravit. Napiiklad pro samostatnou praci zaki doplnénim pracovniho listu.
Nejprve odvodime vétu o dhlech tétivového Ctyidhelniku.

Na obr. 7 vidime situaci po otevieni souboru 02 TETIVCTYR.fig . Pomoci tlacitek 1 a 2
zobrazime trojuhelnik AOB a jeho vnitini thly pfi strané AB (obr. 8). PoZadujeme utvofit

hypotézu o vzdjemné velikosti téchto Ghld. Zéci by méli objevit, Ze r=|0A|=|0B]| a odtud
|£0AB| = |LOBA|. Tlacitkem S miiZeme zobrazovat a skryvat symboly potiebné k oznacova-

ni a psani zapist, které 1ze mysi pfemistovat. Z nich napiiklad vybereme dvé pismena ,,r*
a pouzijeme k oznaceni délek usecek OB, OA.

Nl =
o I =20 QSN | 587

Obr. 7 Obr. 8

Pomoci tlacitek 3 az 7 analogicky zobrazime usecky OC,
OD a uhly ve vzniklych trojihelnicich. Ujasnime si, Ze
uhly vyznacené stejnou barvou jsou stejné velké (obr. 9).
Velikosti téchto whli oznacime pocatecnimi pismeny
piisluSnych barev (z —zelena, h — hnéd4, 7 — Zluta ¢ — Cernd)
a hledame souvislost s velikostmi Ghld «, B, 7, 6. Postupné
zjistime

a+y=(z+h)+(EZ+)=(h+2)+(z+7)=B+0.

Vyuzijeme jes$té podminku a+ S+ y+0=2x a vysledky
shrneme do vztahu

Obr. 9

a+y=p+0=mn, (2)

ktery jsme odvodili za predpokladu, Ze stfed O kruZznice ctyfuhelniku opsané je ve
Ctyfihelniku obsaZzen. Abychom vztah dokdzali i pro ostatni mozné situace, soubor bez
ukladédni zavieme a znovu jej otevieme. Nastavime situaci, kdy je bod O vné Ctyfuhelniku a
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cely postup zopakujeme. Pfi pocdatecnim nastaveni podle obr. 10 je zdvérecnd situace
znazornéna obrazkem 11 a plati

a+y=z+h)+(EZ-E)=(h+)+(z-¢)=p+0.

Obr. 10

Vysledek shrneme do véty:

Véta 2. V tétivovém ctyithelniku je soucet velikosti protilehlych thla roven 7.

3. Véta o obvodovych uhlech jako diisledek vlastnosti tétivového
¢tyrahelniku.
<AVB =50,0"
<AVB =50,0"

L7 ||avs ||<0|
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Obr. 12 Obr. 13

Na obr. 12 vidime situaci po otevieni souboru 03 OBVUHLY 2.fig. Pfi pohybu bodu V po
oblouku ziistava aktudlni hodnota thlu AVB stile stejna. Pii zménach polohy bodil A, B se
méni. Pfijde nékdo z Z4kl na to, pro¢ tomu tak je? Pokud ne, zobrazime pomoci tlacitek U a €
trojihelnik ABU s vrcholem U na protilehlém oblouku AB. Po této ndpovéde by se méli Zaci
dovtipit, Ze je v tétivovém Ctyithelniku AUBYV velikost uhlu AVB nezavisla na poloze bodu V
uvnitt horniho oblouku AB, nebot’ plati |AVB| =T—€.



Déle pomoci tlacitek V, AVB, g, AUB nastavime situaci na obr. 14 a ptfedchozi postup
zopakujeme pro zaménéné oblouky. (Od pohybu bodu U po dolnim oblouku AB se sledova-

nim hodnot velikosti thlu AUB az k situaci na obr. 15 a rovnici |A UB| =7T—¢Q.)

<AUB=130,0"°
galrmlr
o

<AUB =130,0"
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Obr. 14 Obr. 15

Zbyva nam dokdzat platnost vztahu (1). K vytvofeni hypotézy w=2¢ a 6 =2& muzeme
pouZzit nastaveni podle obr. 16.

<AVB = 50,0 °
- <AOB = 100,1 ° y
<AUB =130,0°

Obr. 16 Obr. 17

Pro vlastni dikaz vztahu (1) upravime obrazek podle
obr. 17 a vyzveme Ziky, aby nalezli takové polohy
bodli Va U, které by umoznily snadno vyjadfit @
pomoci ¢ (resp. 0 pomoci €). Jednu z mozZnosti
zname z obr. 6 (a), je vSak moZné, Ze Zaky napadne
zvolit U a V ve stiedech obloukii (viz obr. 18).

Poznamka. Postup byl motivovan bavorskou
gymnazidlni u€ebnici Ernst (1971).




4. Odvozeni véty 1 s vyuzitim vlastnosti os tétiv

Osa OC tétivy AV na obr. 19 rozd€luje oblouk AV na
dva (osové soumérné a proto) shodné oblouky AC a
CV. Analogicky osa OD tétivy BV rozdéluje oblouk
BV na dva shodné oblouky BD a DV. Z téchto fakt
plyne, Ze velikost 6 thlu COD je polovinou velikosti
toho z Ghli AOB, ktery obsahuje bod V a proto je pro
dany oblouk AB konstantni. Oblouk AVB ma velikost
20, atak pii oznaceni podle obr. 19 plati

W+25 =27 3)

V dané roving jsou thly kolmic ke dvéma rtiznobéZzkam Obr. 19
shodné s thly téchto rtiznobézek. Odtud a z obr. 19 do-

stdvame |LBVM| =0 a ¢p+90 =1, resp.
20+20=2x. 4)

Tim je véta o obvodovych thlech dokdzana, nebot’ z rovnosti (3) a (4) plyne (1).
Poznamenejme jesté, Ze vztah (4) plyne téZ z podminky pro soucet velikosti vnitinich dhla
ctyfuhelniku POQV, kde P, Q jsou stiedy tétiv AV a BV (a tedy 1 paty kolmic ze stiedu
kruZnice na tyto tétivy).

K demonstraci uvedeného postupu miZeme pouZit soubor 04 OSY TETIV. Situaci po jeho
otevieni predstavuje obr. 20. Pohybem koncového bodu vektorového ovladace ménime
polohu bodu A, B. Tlacitka oznacend pismeny ¢ a o skryvaji nebo zobrazuji aktudlni velikosti
obvodového a stfedového uhlu. Pomoci tlacitek 1 az 6 postupné zobrazujeme nebo skryvdme
osy OC a OD, barevné vyznaéeni obloukti CV, DV, AC a BD, dhly velikosti  a struény
zapis vysSe uvedeného vypoctu. Piipadné Upravy pomiicky a rozpracovani metodiky jejiho
pouZiti pfenechdvam uZivateli.

9=59,0°
®=1181"

Obr. 20

Poznamka. K tomuto postupu mne inspiroval Lietzmann (1935) a bavorskda gymnazidlni
ucebnice Kratz (1973), vniZ je vSak vyklad poddn jako dusledek véty o skldddni dvou
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osovych soumérnosti s navzdjem rtiznobéznymi osami. (Viz téz Kufina (2002).) Walther
Lietzmann byl vyznamny némecky didaktik matematiky v prvni poloviné 20. stoleti.
Promoval v roce 1904 u Davida Hilberta. Od roku 1919 az do svého odchodu do dichodu
(vroce 1946) byl feditelem gymnazia v Gottingen (dneSni Gymnédzium Felixe Kleina). Od
roku 1920 byl odbornym asistentem a od roku 1934 ¢estnym profesorem exaktnich véd na
univerzité¢ v Gottingen. Byl hodné zapojen do programu Felixe Kleina - reformy vyucovani
matematiky na stfednich Skoldch. Napsal nckolik péknych matematickych publikaci pro
sttedoSkoldky. Jeho Pythagorova véta z roku 1911 je dodnes svézim dilkem, které okouzli
¢tendfe i po 100 letech. Rusky pifeklad obou Lietzmannovych publikaci je volné ke stazeni
z elektronické knihovny math.ru: http://www.math.ru/lib/

5. Véta o uhlech tétiv

Nasledujici v€tu 3 budeme nazyvat veta o ihlech tétiv. Predstavuje zobecnéni véty o
obvodovych udhlech. V nékterych zemich se na stfednich Skolach pouziva jako efektivnéjsi
nastroj k feSeni uloh, v nichZ se vyskytuji thly v kruznici. Ukdzeme si nejprve jeji klasicky
dikaz, jak jej uvedl Hadamard (1906) a jak se i dnes vSeobecné uvadi. Vyhody vyuZiti véty
ukdZeme v feSenych ulohdch odstavce 7. Odstavec 8 ptfedstavuje vétu o obvodovych thlech
jako specidlni ptipad véty o thlech tétiv a v odstavci 9 se sezndmime s vétou o dhlech secen,

ktera je zobecnénim véty 3.

Velikost stifedového thlu, ktery prislusi oblouku AB, budeme nazyvat dhlova velikost
oblouku AB a znacit w,,.

Véta 3. Maji-li dvé rlznobéZzné tétivy kruZnice spole¢ny bod, pak velikost dhlu jimi
sevieného je aritmetickym primérem uhlovych velikosti pfislusnych oblouki tétivami
ohranicenych.

Pti oznaceni podle obr. 21 a) to znamend, Ze plati

_ Wy + Dcp

: (&)

resp.
s T Op =20 (6)




Diikaz. Necht se tétivy AC a BD protinaji v bod¢ V a sviraji thel CVD velikosti ¢, obr.

21 b), ktery je soucasn¢ vnéjSim thlem trojihelniku AVD. Podle véty o vnéjSim dhlu (a pii
oznaeni podle obrizku) plati a+d=¢, tedy i 2a+20=2¢. Odtud po substituci

20=0w,, a 20=0,

> Kterd plyne z véty o obvodovych tuhlech, dostdvame vztah (6), resp.
(5.

6. Odvozeni véty o thlech tétiv ze symetrie kruznice

Na obr. 22 vidime soubor 05 KRUHOVY PAS fig’ po otevieni. Soubor je pomocny. Slouzi
k ndzorné demonstraci zndmych (a pro dal$i uvahy potfebnych) vlastnosti rovnobé&znych
tétiv:

Rovnobézné tétivy kruznice maji spoleénou osu soumérnosti, ktera prochazi stifedem
kruznice. Podle této osy o je tedy soumérna i kruznice k. Odtud pak plyne soumérnost (a
tedy shodnost) obloukii mezi tétivami (tzn. ¢ervenych obloukii na obrazku).

m m=1,36cm

n=1.36cm

i

Obr. 22

Tlacitka m, n slouzi ke zobrazeni a skryti aktudlnich délek obloukl. Pomoci vektorového
ovladace ménime spole¢ny smér tétiv pii zachovani jejich rovnobéznosti. Secnu 1ze posouvat
po uchopeni za bod 1 (resp. za bod 2). Pii jakychkoliv zménéach polohy a sméru tétiv zak
pozoruje, ze délky obloukii mezi tétivami si jsou pokazdé rovny. Na otdzku ,,Pro¢?* by mél
piijit na zdiivodnéni pomoci osové soumérnosti.

3 . P " S . e . N
Termin kruhovy pds uzivdm pro oznaceni rovinného dttvaru ohrani¢eného kruZnici a jejimi dvéma

rovnobéznymi tétivami. Je to rovinnd analogie tzv. kulové vrstvy (t€lesa ohrani¢eného kulovou plochou a dvéma
rovnobéznymi rovinami, které ji protinaji).



Oblouk CD: m= 1.652 cm
Oblouk AB: 1= 3.348 cim

C my+ = 5,00 cm

CD

=
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;

Obr. 23

=[] & 8

Na obr. 23 vidime soubor 06 OBLOUKY 1.fig po otevieni. Soubor slouzi k prizkumu
situace se dvéma riiznobéZznymi tétivami. resp. k vytvotreni hypotézy, 7e

Soucet délek obloukiit AB a CD se neméni pri posouvani seny AC za predpokladu, Ze
tétivy AC a BD stale maji spole¢ny bod V (to znamena Ze priisecik se¢en AC a BD nelezi
vné kruhu ohrani¢eném danou kruznici). Totéz plati i pro posouvani seény BD.

Nejprve zkoumame délky obloukil pro rizné polohy tétiv pfi pevné nastaveném thlu ¢.

Bodem V'lze pohybovat a s nim se posouvaji i tétivy. Jejich dhel nastavujeme pohybem bodu
na pulkruZznici ovladade umisténého vpravo dole. Pomoci kruhového ovladace nad nim
ota¢ime seénami kolem bodu V (uchopte koncovy bod vektoru ovlada¢e). Ctyfi tladitka
v prostiednim sloupci zobrazuji a skryvaji aktudlni délky m, n obloukii CD, AB, soucet téchto
délek a velikost @ zelené vyznaCeného tuhlu tétiv (ve stupnich i v radidnech). Tlacitko r

zobrazuje aktudlni velikost poloméru a tlacitko 2re zobrazi aktudlni hodnotu vyrazu 2re.

Na zdklad¢ experimentli dojdeme k hypotéze, Ze soucet délek obloukli AB a CD nezavisi pfi
pevné nastaveném poloméru kruznice a thlu ¢ na poloze tétiv (pokud ovSem prisecik secen

AC a BD nelezi vn¢ kruhu). PouZitim tladitka 2r¢o muizZeme prozradit, Ze plati

m+n=2r@, (7)
neboli

r@,, + 1@, =2r.
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Vydélenim posledni rovnice polomérem r dostaneme vztah (6). K demonstraci platnosti
vztahu (6) miZeme pouZit soubor 06 UHLY 1.fig (obr. 24), ktery je prakticky stejny jako
soubor 06 OBLOUKY 1.fig. Jediny rozdil je vtom, Ze misto délek obloukli zobrazuje
velikosti dhla. Tlac¢itka AB a CD navic umoziuji zobrazovat a skryvat velikosti stfedovych
thla obloukd.

p— o

Wep =

®ap=32.27

®yp T = 80,07
@=40,0°

7

K vlastnimu ditkkazu vztahu (7) pouZijeme soubor 07 OBLOUKY 2.fig. Po jeho otevieni
vidime situaci na obr. 25%. Podle zobrazeného pokynu uchopime bod V, jehoZ poloha je
vazana na dseCku BD, a pohybujeme jim napiiklad smérem vzhiiru. Béhem pohybu se
vykresluji modfe vyznacené oblouky trajektorie bodi C, A (obr. 26). Tlacitkem T zobrazime
oznaceni A, a C, pocatecnich poloh bodli A a C. ProtoZe jsou oblouky AA, a CC, shodné,

zkratila se pohybem délka piivodniho oblouku CD o tutéz hodnotu, o jakou se délka oblouku
AB prodlouzila. Obréicené, pti pohybu bodu Vopaénym smérem, se délka oblouku AB
zkracuje a délka oblouku CD prodluzuje opét o stejnou hodnotu.

Pohybujte bodem 7

Polybujte bodem I Oblouk CD: m=1,21 ecm

Oblouk CD: m=2.07 cm Oblouk AB- 17=2.74 cm

&
Oblouk 48: 7=1,88 cm o m~+n= 3,95 cm
C m+n= 395 cm
D
D
o]
o] L= [o]
Lo
Obr. 25 Obr. 26

* Poznamenejme, Ze uchopenim za bod D posouvdme obé& seény a uchopenim kterékoliv ze Zlutych piimek —
secen — otdcime prislusnou se¢nou kolem pruseciku V.
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Sttidavym posouvanim uvedeného typu (viz obr. 27 a obr. 28) lze pfemistit tétivy kruznice k.
D D Ar N D m c

D ——— B

. N
e

2, 2

M{ ®) |

/B N I

’ ) 5
£t (i
(c) ¥ HK

Obr. 28

=

Obr. 27

Béhem posouvani zistdvd soucet délek obloukli zachovan. Kdyz oznacCime
My, My, My, a m,, délky obloukdt AB, CD, KL a MN a stfedové dhly piisluSné obloukiim

AB> "7°CD>
v daném pofadi @,,, @, ¢ a @, plati

Myp+Mepy =My, +My =10, + 1Oy =TP+TP=> D,y + Oy = 2.

Tim je odvozen vztah (6) a tedy i véta 3. Uvedeny postup je jednoduchy a Zici se mohou
pomoci dynamické pomicky nazorné presvédCit o spravnosti tvrzeni, Ze AC a BD lze
z kterékoliv polohy pfemistit do primértt KM a LN. Matematik by ovSem poZadoval piesnéjsi
dukaz. Ukdzeme si tedy jeste¢ formalni diikaz a ponechdme na tvaze ucitele, zda je potfebné
jej Zaktim uvadet.

Budeme uvaZzovat libovolné umisténi tétiv AC a BD, které se protinaji pod thlem ¢ v bodé

Va vsouladu s obr. 26 (a), (b) oznatime KM a LN praméry kruznice k takové, ze KM je
rovnobézny s AC a LN rovnobézny s BD. Pfi diikkazu rozlisime tyto situace:

1. Necht’ se tétivy KM a BD protinaji, viz obr. 27 (b). Pak miZeme vySe zminénym
posouvanim nahradit dvojici t&tiv {AC,BD} dvojici {KM,BD}, aniz by se zménil soudet
délek odpovidajicich obloukl (a tim i soucet pfislusnych stfedovych thll). Analogicky pak
nahradime dvojici t&tiv {KM,BD} dvojici {KM,LN}, jak zndzorfiuje obr. 27 (c), a
dospéjeme k platnosti vztahu (2).

JestliZe se protinaji tétivy LN a AC, provedeme diikaz
analogicky.

N M

2.Necht {AC,BD}{KM,LN}=¢.
Oznaémew ,, =0, a @ ,, =06,, obr. 29. Ze shodnosti

obloukti LB, ND a obloukt MC, KA plyne, Ze soucet velikosti
sttedovych uhli piislusnych obloukiim LB a MC je roven
souctu velikosti sttedovych dhlt piislusnych obloukiim ND a

KA. Plati tedy I3 L
(0 +@ 45)+(6, + @) =(9+3,) +(9+) Obr. 29
a odtud plyne (2).
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Poznamka. Soubor 06 UHLY 2.fig je variantou souboru 06 OBLOUKY 2.fig. Rozdil je jen
v tom, Ze misto s délkami pracujeme s thlovymi velikostmi oblouki. Jeho uZiti je analogické
- viz obr. 25a a obr. 26a. Necht’ si je promysli uZivatel.

Pohybujte bodem 7

Pohybujte bodem V7
G)CD = 36-? °

D (I)AB = 33.3 ©
Wyp T Wep = 70,07

e p=35.0°

Obr. 25a Obr. 26a

7. Ukazky vyuziti véty o tétivach

Piiklad 1. Na obr. 30 jsou na ciferniku hodin sestrojeny tfi piimky, které ohranicuji
trojihelnik ABC. Urcete velikosti vnitinich thld «, f a ¥ trojihelniku.

Reseni. Cifernik rozd&luje hrani¢ni kruZnici na 12 shodnych obloukii. Kazdému z nich
piislusi sttedovy thel 30°. Dané p¥imky vytinaji na hraniéni kruZnici ciferniku oblouky,
jejichZ dhlové velikosti (tzn. stfedové thly piislusné oblouktim) oznac¢ime podle obr. 31.
Uzitim vztahu (6) dostdvdme 2a = @+ ®,=30" +90°, 28 = @,+ &= 60" +30°

a 2y=w+w,=30"+120". Odtud =60, f=45" a y=75".

- 13-



Priklad 2. V tétivovém ¢tyithelniku ABCD jsou pismeny K, L, M, N oznaceny po fadé¢ stiedy
téch obloukit AB, BC, CD, DA, jejichZ vnitini body neobsahuji vrcholy ¢tyfihelniku (obr. 32).
Dokazte, Ze plati KM L LN.

ReSeni. Uzitim vztahu (6) a pii oznadeni podle
obr. 32 dostdvame

(0+®,)+(@,+w,)=2|ZKVN]|.

Odtud plyne |ZKVN|= 90",
nebot’ 2(@, + , + @, + @,) = 360".

Piiklad 3. Ozna¢me [ stfed kruZnice vepsané
danému trojuhelniku ABC a D # C prusecik osy
uhlu ACB s kruznici opsanou trojihelniku.

Dokazte, Ze |DA| = |DI |

ReSeni. PH oznaceni podle obr. 33 ma vztah (6)
pro tétivy AF a CD tvar 2¢ = @+ @,. Analogicky

pro tétivy AD a AF plati o+@,=2¢.

Z poslednich dvou vztahli plyne ¢=¢, a tak je
trojuhelnik AID rovnoramenny: |DA| = |DI |

Pozn. Povsimneéte si zrakové iluze na obr. 33, kde
se useCka DI jevi delsi nez AD. Zméfenim se vSak
muiZeme piesveédcit, Ze jsou obé tsecky shodné . Obr. 33

8. Véta o obvodovych uhlech jako disledek véty o ahlech tétiv

Véta o obvodovych thlech je vétou o uhlech tétiv pro C =D, tzn. pro V € k. Knédzorné

demonstraci mizeme vyuzit soubor 08 OBVUHEL.fig. Na obr. 34 vidime situaci na monito-
ru po otevieni souboru. Bod V pfesuneme podle uvedeného pokynu do bodu D a pomoci
tlacitek C, D muzeme piipadné skryt oznaceni bodi C, D. Tlacitky 1 az 5 postupné zobrazime
jednotlivé fadky zapisu odvozeni vztahu (1). Kone¢nou situaci ukazuje obr. 35.
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Piesurite bod 77 do bodu D. Piesunte bod 77 do bodu 1.

c=D=V
mep="0

T = Mg = Mgt Mep
rey=2rg

®=2¢

9. Véta o uhlech secen

Véta 4. Uhel, jehoZ obé ramena protinaji danou kruZnici a jehoz vrchol leZi vné kruZnice,
ma velikost rovnu poloviné z absolutni hodnoty rozdilu dhlovych velikosti obloukl vytatych
thlem na kruZnici.

Diikaz plyne z obrazkl 36 a 37, které zaroven znazoriuji obrazek na monitoru po otevieni
souboru 09 SECNY .fig (obr. 36) a po pouZiti tlaéitek U, Ay a ¢D (obr. 37). UvaZované seény
p, q vytinaji na kruznici k tétivy AC a BD. Jestlize sestrojime v bodé¢ D seCnu DAy
rovnob&Znou s p, jsou oblouky DC a ApA shodné. Jsou proto shodné i thly DOC a AjOA a
plati

W =Wy =Wy, =0y 5= 20.

0

Obr. 36 Obr. 37
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K souboru jesté¢ poznamenejme, Ze kazdou z piimek p, g lze otidcet (ichopem za piimku)
kolem bodu Va tim meénit velikost thlu ¢. Po uchopeni za bod D mizZzeme obé piimky
soucasn¢ posouvat.

Véta o uhlech seCen vznikne sloucenim véty 4 a véty 3. Abychom
ji mohli zformulovat, zavedeme orientované oblouky a jejich

thlové velikosti. Orientovany oblouk AB kruZnice kbudeme a

definovat jako trajektorii pohybu po kruZznici k v kladném smyslu

otac¢eni z A do B. RozliSujeme tedy potradi krajnich bodl oblouku. @

Bod A je pocitecni a B koncovy bod oblouku. Orientované ’ B
oblouky zde budeme zna¢it tu¢nou kurzivou. Uhlovou velikosti 4

oblouku AB rozumime velikost jeho orientovaného thlu AOB (O
je stfed kruZnice k). Na obr. 38 je modie vyznacen oblouk BA a Cer-.
ven¢ oblouk AB, w,, a @,; jsou jejich zdkladni Gdhlové velikosti. Obr. 38

Véta 5 (Véta o dhlech secen). Jestlize se pfimky, na kterych lezi tétivy AC a BD kruznice
k protinaji vbodé¢ V, pak je velikost orientovaného dhlu AVB aritmetickym pramérem
thlovych velikosti orientovanych obloukii AB a CD.

Obrazek 39 ilustruje nazorné slouceni vSech tif situaci, pro néz plati:

@, + Wy =20, +2k7 (ke Z). (8)

Obr. 39

Tuénymi pismeny znacime velikosti orientovanych twhli. KaZzdy orientovany uhel ma
nekonecné¢ mnoho velikosti, kazdé dvé znich se 1i§i o celistvy ndsobek Cisla 27 (resp.

ndsobek 360°, pokud mé&ffme ve stupnich). Proto se na pravé strané vyrazu (8) vyskytuje ¢len
2kx. (Pro zdkladni velikosti muiZeme polozit k=0.) KdyZ pocitime s velikostmi
neorientovanych ihll, nabyva vztah (8) tvar

W, — Op =20 pro situace a) a c),
resp. tvar
W+ @ =20 pro situaci b).
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