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Seznámíme se s r�znými zp�soby výuky u�iva o vlastnostech úhl� v kružnici za podpory 
dynamické geometrie. V p�íloze jsou poskytnuty p�íslušné pom�cky - soubory vytvo�ené 
v Cabri geometrii. Text je zpracován jen jako základní informace. Nerad bych omezoval 
tvo�ivost u�itele. Proto p�edpokládám, že detailní postup uživatel p�izp�sobí svému stylu 
výuky a konkrétním cíl�m. M�že si také upravit i jednotlivé pom�cky (soubory v programu 
Cabri), aby lépe vyhovovaly jeho konkrétním pot�ebám. K soubor�m lze nap�íklad vytvo�it 
pracovní listy pro samostatnou práci žák�.  
Zám�rn� jsem do textu nevložil hypertextové odkazy na pom�cky. Doporu�uji vytisknout text 
a použít jej jako pr�vodce p�i práci p�ímo s pom�ckami. 
Metodika je provád�na za p�edpokladu, že nemáme k dispozici interaktivní tabuli. P�i 
použití interaktivní tabule postupujeme analogicky. Postup se však zjednoduší, protože 
nemusíme užívat tla�ítka ozna�ená S a popisy útvar� s dalšími zápisy provádíme p�ímo na 
tabuli. 
 
1. Odvození v�ty o obvodových úhlech klasickou metodou 
 
V�tu lze zformulovat takto: 
 
V�ta 1. V libovolné kružnici jsou obvodové úhly p�íslušné témuž oblouku AB navzájem 
shodné a jejich velikost je rovna polovin� velikosti odpovídajícího st�edového úhlu.  
 
P�i ozna�ení podle obr. 1 platí 
 
                        2 .ω ϕ=                                   (1) 
 
Soubor 01 EUKLID.fig slouží k odvození vztahu (1) 
klasickým zp�sobem, který je znám již z Eukleidových 
Základ� (Základy, v�ta III.20 v�etn� d�kazu). 
Situaci po otev�ení souboru znázor�uje obr. 1. 
Klepnutím na tla�ítka ozna�ená písmeny � a � 
zobrazujeme (resp. skrýváme) aktuální velikosti 
obvodového a st�edového úhlu.  Úchopem kružnice k 
m�níme její velikost. Pohybováním body A, B lze m�nit 

polohu a velikost ob louku AB.                           Obr. 1 
P�i pohybování bodem V po  
oblouku sledujeme  hodnoty � a �  pro r�zné oblouky AB a 
dosp�jeme k hypotéze, že platí rovnost (1), kterou m�žeme na 
monitoru zobrazit pomocí tla�ítka T. Hypotézu dokážeme nejprve pro 
situaci, kdy st�ed O leží na jednom z ramen úhlu. Nastavíme bod 
V nap�íklad do polohy znázorn�né na obr. 2.  Spole�n� se studenty 
zjistíme, že platí ,AO BO VO r= = =  kde r je polom�r dané 

            Obr. 2                  
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kružnice1. Odtud VAO AVO ϕ∠ = ∠ =  a podle v�ty o vn�jším úhlu aplikované na 

trojúhelník AOV  platí (1). Neznají-li žáci v�tu o vn�jším úhlu 
trojúhelníku, mohou provést výpo�et: 
               ( )0 0 0180 180 180 2 2 .AOV VAO AVOω ϕ ω ϕ− = ∠ = − ∠ + ∠ = − � =  

 
Ostatní možné situace p�evedeme na superpozici dvou situací p�edchozích. Postup zde 
popíšeme jen pro nep�íjemnou situaci, kterou p�edstavuje obr. 3.  
 
Klepnutím na tla�ítko OV nejprve zobrazíme p�ímku  OV. 
Dále pak pohybem koncových bod� vektorových ovlada�� ve 
sm�ru nazna�eném šipkami vektor� p�emístíme pod p�vodní 
obrázek jeho dv� kopie, z nichž každá je upravena tak, aby 
p�estavovala práv� jednu ze situací p�edchozího typu. Kopie 
umístíme, aby byly kružnice vedle sebe2 (obr. 4). Tla�ítkem 
S nakonec zobrazíme písmena, která jsou skryta v levé horní 
�ásti obrazovky. Tato písmena m�že žák p�emís	ovat a 
doplnit jimi správné ozna�ení na dolních dvou obrazcích 
(obr. 5).                                                                                                                                
 
                                                                                                                             Obr. 3 
 
 

 
Obr. 4 

                                                 
1 Pro v�tší názornost m�žeme pomocí tla�ítka S zobrazit symboly, ze kterých písmena „r“ p�emístíme k úse�kám 
OA, OB a OV. 
2 Poznamenejme, že posunutím koncových bod� ovlada�� doprava až na doraz, splynou ob� kopie do jediné 
kružnice, kterou lze úchopem za její st�ed p�emístit nahoru tak, aby se kryla s p�vodní kružnicí. Tím se vizuáln� 
p�esv�d�íme, že superpozice obou díl�ích obrázk� vede k p�vodnímu obrazci. 
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Po tomto dopln�ní (obr. 5) m�že žák sestavit d�kaz: 
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Obr. 5 

 

Pokud pokládáme uvedený 
postup za p�íliš zdlouhavý, 
m�žeme tla�ítko S  zrušit, 
dopsat chyb�jící ozna�ení 
v dolních obrázcích (užijte 
prost�edí „Názvy“) a soubor 
uložit pod vhodným ozna�e-
ním.  Takto upravenou po-
m�cku lze využívat nap�íklad 
k názorné demonstraci u�ite-
lova výkladu.  

Pro úplné ov��ení vztahu (1) 
by žáci m�li analogicky 
prozkoumat ješt� zbývající  
t�i z p�ti situací znázorn�ných                                                       Obr. 6 
na obr. 6.  
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2. T�tivový �ty�úhelník. 
 
Využití t�chto pom�cek podávám jako návod na možnou frontální práci s žáky. Pom�cku si 
m�že u�itel r�zn� upravit. Nap�íklad pro samostatnou práci žák� dopln�ním pracovního listu. 
Nejprve odvodíme v�tu o úhlech t�tivového �ty�úhelníku.  
 Na obr. 7 vidíme situaci po otev�ení souboru 02 TETIVCTYR.fig . Pomocí tla�ítek 1 a 2 
zobrazíme trojúhelník AOB a jeho vnit�ní úhly p�i stran� AB (obr. 8). Požadujeme utvo�it 
hypotézu o vzájemné velikosti t�chto úhl�. Žáci by m�li objevit, že r OA OB= =  a odtud 

.OAB OBA∠ = ∠  Tla�ítkem S m�žeme zobrazovat a skrývat symboly pot�ebné k ozna�ová-

ní a psaní zápis�, které lze myší p�emis	ovat.  Z nich nap�íklad vybereme dv� písmena „r“ 
a použijeme k ozna�ení délek úse�ek OB, OA. 

 
                              Obr. 7                                                                        Obr. 8 
 
Pomocí tla�ítek 3 až 7 analogicky zobrazíme úse�ky OC, 
OD a úhly ve vzniklých trojúhelnících. Ujasníme si, že 
úhly vyzna�ené stejnou barvou jsou stejn� velké (obr. 9). 
Velikosti t�chto úhl� ozna�íme po�áte�ními písmeny 
p�íslušných barev (z –zelená, h – hn�dá, ž – žlutá � – �erná) 
a hledáme souvislost s velikostmi úhl� , , , .α β γ δ  Postupn� 
zjistíme 
 

( ) ( ) ( ) ( ) .z h ž � h ž z �α γ β δ+ = + + + = + + + = +  
 
Využijeme ješt� podmínku 2α β γ δ π+ + + =  a výsledky 
shrneme do vztahu 
                                                                                                                      Obr. 9 
 
                                                           ,α γ β δ π+ = + =                                              (2) 
 
který jsme odvodili za p�edpokladu, že  st�ed O kružnice �ty�úhelníku opsané je ve 
�ty�úhelníku obsažen. Abychom vztah dokázali i pro ostatní možné situace, soubor bez 
ukládání zav�eme a znovu jej otev�eme. Nastavíme situaci, kdy je bod O vn� �ty�úhelníku  a 
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celý postup zopakujeme. P�i po�áte�ním nastavení podle obr. 10 je záv�re�ná situace 
znázorn�na obrázkem 11 a platí 
 

( ) ( ) ( ) ( ) .z h ž � h ž z �α γ β δ+ = + + − = + + − = +  
        

                       Obr. 10                                                                     Obr. 11 
 
Výsledek shrneme do v�ty: 
 
V�ta 2.   V t�tivovém �ty�úhelníku je sou�et velikostí protilehlých úhl� roven .π  
 
 
 
3. V�ta o obvodových úhlech jako d�sledek vlastností t�tivového          
    �ty�úhelníku.  

 

                              Obr. 12                                                             Obr. 13 
 
Na obr. 12 vidíme situaci po otev�ení souboru 03 OBVUHLY 2.fig. P�i pohybu bodu V po 
oblouku z�stává aktuální hodnota úhlu AVB stále stejná. P�i zm�nách polohy bod� A, B se 
m�ní. P�ijde n�kdo z žák� na to, pro� tomu tak je? Pokud ne, zobrazíme pomocí tla�ítek U a 
 
trojúhelník ABU s vrcholem U na protilehlém oblouku AB. Po této nápov�d� by se m�li žáci 
dovtípit, že je v t�tivovém �ty�úhelníku AUBV velikost úhlu AVB nezávislá na poloze bodu V 
uvnit� horního oblouku AB, nebo	 platí AVB π ε= − . 
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Dále pomocí tla�ítek V, AVB, 
, AUB nastavíme situaci na obr. 14 a p�edchozí postup 
zopakujeme pro zam�n�né oblouky. (Od pohybu bodu U po dolním oblouku AB se sledová-
ním hodnot velikosti úhlu AUB až k situaci na obr. 15 a rovnici AUB π ϕ= − .) 

 
 

   
                      Obr. 14                                                                        Obr. 15 
 
 
Zbývá nám dokázat platnost vztahu (1). K vytvo�ení hypotézy 2   a  2ω ϕ δ ε= =  m�žeme 
použít nastavení podle obr. 16.  

 

 
                       Obr. 16                                                                Obr. 17 
 
Pro vlastní d�kaz vztahu (1) upravíme obrázek podle 
obr. 17 a vyzveme žáky, aby nalezli takové polohy 
bod� V a U, které by umožnily snadno vyjád�it ω  
pomocí ϕ  (resp. δ  pomocí ε ).  Jednu z možností 
známe z obr. 6 (a), je však možné, že žáky napadne 
zvolit U a V ve st�edech oblouk� (viz obr. 18). 
 
Poznámka.  Postup byl motivován bavorskou 
gymnaziální u�ebnicí Ernst (1971). 
 
 
 
                                                                                                                 Obr. 18     
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4. Odvození v�ty 1 s využitím vlastností os t�tiv 
 
Osa OC t�tivy AV na obr. 19 rozd�luje oblouk AV na 
dva (osov� soum�rné a proto) shodné oblouky AC a 
CV.  Analogicky osa OD t�tivy BV rozd�luje oblouk 
BV na dva shodné oblouky BD a DV.  Z t�chto fakt� 
plyne, že velikost δ  úhlu COD je polovinou velikosti 
toho z úhl� AOB, který obsahuje bod V a proto je pro 
daný oblouk AB konstantní. Oblouk AVB má velikost 
2 ,δ  a tak p�i ozna�ení podle obr. 19 platí 
 
                          2 2 .ω δ π+ =                                (3) 
 
V dané rovin� jsou úhly kolmic ke dv�ma r�znob�žkám                       Obr. 19          
shodné s úhly t�chto r�znob�žek. Odtud a z obr. 19 do- 
stáváme BVM δ∠ =  a ,ϕ δ π+ =  resp. 

 
                                                        2 2 2 .ϕ δ π+ =                                                           (4) 
 
Tím je v�ta o obvodových úhlech dokázána, nebo	 z rovností (3) a (4) plyne (1). 
 Poznamenejme ješt�, že vztah (4) plyne též z podmínky pro sou�et velikostí vnit�ních úhl� 
�ty�úhelníku POQV, kde P, Q jsou st�edy t�tiv AV a BV (a tedy i paty kolmic ze st�edu 
kružnice na tyto t�tivy). 
 
K demonstraci uvedeného postupu m�žeme použít soubor 04 OSY T�TIV. Situaci po jeho 
otev�ení p�edstavuje obr. 20. Pohybem koncového bodu vektorového ovlada�e m�níme 
polohu bod� A, B. Tla�ítka ozna�ená písmeny � a � skrývají nebo zobrazují aktuální velikosti 
obvodového a st�edového úhlu. Pomocí tla�ítek 1 až 6 postupn� zobrazujeme nebo skrýváme  
osy OC a OD, barevné vyzna�ení oblouk� CV, DV, AC a BD, úhly velikosti δ  a stru�ný 
zápis výše uvedeného výpo�tu. P�ípadné úpravy pom�cky a rozpracování metodiky jejího 
použití p�enechávám uživateli. 
 

 
                                                             Obr. 20 
 
Poznámka. K tomuto postupu mne inspiroval Lietzmann (1935) a bavorská gymnaziální 
u�ebnice  Kratz  (1973), v níž je však výklad podán jako d�sledek v�ty o skládání dvou 
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osových soum�rností s navzájem r�znob�žnými osami. (Viz též Ku�ina (2002).) Walther 
Lietzmann byl významný n�mecký didaktik matematiky v první polovin� 20. století. 
Promoval v roce 1904 u Davida Hilberta. Od roku 1919 až do svého odchodu do d�chodu 
(v roce 1946) byl �editelem gymnázia v Göttingen (dnešní Gymnázium Felixe Kleina). Od 
roku 1920 byl odborným asistentem a od roku 1934 �estným profesorem exaktních v�d na 
univerzit� v Göttingen. Byl hodn� zapojen do programu Felixe Kleina - reformy vyu�ování 
matematiky na st�edních školách. Napsal n�kolik p�kných matematických publikací pro 
st�edoškoláky. Jeho Pythagorova v�ta z roku 1911 je dodnes sv�žím dílkem, které okouzlí 
�tená�e i po 100 letech. Ruský p�eklad obou Lietzmannových publikací je voln� ke stažení 
z elektronické knihovny math.ru:   http://www.math.ru/lib/ 
  
 
5. V�ta o úhlech t�tiv 
 
Následující v�tu 3 budeme nazývat v�ta o úhlech t�tiv. P�edstavuje zobecn�ní v�ty o 
obvodových úhlech. V n�kterých zemích se na st�edních školách používá jako efektivn�jší 
nástroj k �ešení úloh, v nichž se vyskytují úhly v kružnici. Ukážeme si nejprve její klasický 
d�kaz, jak jej uvedl Hadamard (1906) a jak se i dnes všeobecn� uvádí. Výhody využití v�ty 
ukážeme v �ešených úlohách odstavce 7.  Odstavec 8 p�edstavuje v�tu o obvodových úhlech 
jako speciální p�ípad v�ty o úhlech t�tiv a v odstavci 9 se seznámíme s v�tou o úhlech se�en, 
která je zobecn�ním v�ty 3.  
 
Velikost st�edového úhlu, který p�ísluší oblouku AB, budeme nazývat úhlová velikost 
oblouku AB a zna�it .ABω  
 
V�ta 3.  Mají-li dv� r�znob�žné t�tivy kružnice spole�ný bod, pak velikost úhlu jimi 
sev�eného je aritmetickým pr�m�rem úhlových velikostí p�íslušných oblouk� t�tivami 
ohrani�ených.  
 
P�i ozna�ení podle obr. 21 a)  to znamená, že platí 
 

                                                           ,
2

AB CDω ωϕ +=                                                              (5) 

 
resp. 
                                                           2 .AB CDω ω ϕ+ =                                                             (6) 

                                                                        Obr. 21 
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D�kaz.  Nech	 se t�tivy AC a BD protínají v bod� V a svírají úhel CVD velikosti ϕ , obr. 
21 b), který je sou�asn� vn�jším úhlem trojúhelníku AVD. Podle v�ty o vn�jším úhlu (a p�i 
ozna�ení podle obrázku) platí ,α δ ϕ+ =  tedy i 2 2 2 .α δ ϕ+ =  Odtud po substituci 
2   a  2AB CDα ω δ ω= = , která plyne z v�ty o obvodových úhlech, dostáváme vztah (6), resp. 
(5). 
 
 
6. Odvození v�ty o úhlech t�tiv ze symetrie kružnice 
 
Na obr. 22 vidíme soubor 05 KRUHOVÝ PÁS.fig3 po otev�ení. Soubor je pomocný. Slouží 
k názorné demonstraci známých (a pro další úvahy pot�ebných) vlastností  rovnob�žných 
t�tiv:  
Rovnob�žné t�tivy kružnice mají spole�nou osu soum�rnosti, která prochází st�edem 
kružnice. Podle této osy o je tedy soum�rná i kružnice k. Odtud pak plyne soum�rnost (a 
tedy shodnost) oblouk� mezi t�tivami (tzn. �ervených oblouk� na obrázku).  

 
                                                                   Obr. 22 
 
Tla�ítka m, n slouží ke zobrazení a skrytí aktuálních délek oblouk�. Pomocí vektorového 
ovlada�e m�níme spole�ný sm�r t�tiv p�i zachování jejich rovnob�žnosti. Se�nu lze posouvat 
po uchopení za bod 1 (resp. za bod 2).  P�i jakýchkoliv zm�nách polohy a sm�ru t�tiv žák 
pozoruje, že délky oblouk� mezi t�tivami si jsou pokaždé rovny. Na otázku „Pro�?“ by m�l 
p�ijít na zd�vodn�ní pomocí osové soum�rnosti.   

                                                 
3 Termín kruhový pás užívám pro ozna�ení rovinného útvaru ohrani�eného kružnicí a jejími dv�ma 
rovnob�žnými t�tivami. Je to rovinná analogie tzv. kulové vrstvy (t�lesa ohrani�eného kulovou plochou a dv�ma 
rovnob�žnými rovinami, které ji protínají). 
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Obr. 23 

 
Na obr. 23 vidíme soubor 06 OBLOUKY 1.fig  po otev�ení. Soubor slouží k pr�zkumu 
situace se dv�ma r�znob�žnými t�tivami. resp. k vytvo�ení hypotézy, že  
 
Sou�et délek oblouk� AB a CD se nem�ní p�i posouvání se�ny AC za p�edpokladu, že 
t�tivy AC a BD stále mají spole�ný bod V (to znamená že pr�se�ík se�en AC a BD neleží 
vn� kruhu ohrani�eném danou kružnicí). Totéž platí i pro posouvání se�ny BD.  
 
Nejprve zkoumáme délky oblouk� pro r�zné polohy t�tiv p�i pevn� nastaveném úhlu .ϕ   
Bodem V lze pohybovat a s ním se posouvají i t�tivy. Jejich úhel nastavujeme pohybem bodu 
na p�lkružnici ovlada�e umíst�ného vpravo dole. Pomocí kruhového ovlada�e nad ním 
otá�íme se�nami kolem bodu V (uchopte koncový bod vektoru ovlada�e).  �ty�i tla�ítka 
v prost�edním sloupci zobrazují a skrývají aktuální délky m, n oblouk� CD, AB, sou�et t�chto 
délek a velikost ϕ  zelen� vyzna�eného úhlu t�tiv (ve stupních i v radiánech). Tla�ítko r 
zobrazuje aktuální velikost polom�ru a tla�ítko  2r�  zobrazí aktuální hodnotu výrazu 2 .rϕ  
Na základ� experiment� dojdeme k hypotéze, že sou�et délek oblouk� AB a CD nezávisí p�i 
pevn� nastaveném polom�ru kružnice a úhlu ϕ  na poloze t�tiv (pokud ovšem pr�se�ík se�en 
AC a BD neleží vn� kruhu). Použitím tla�ítka 2r�  m�žeme prozradit, že platí 
 
                                                                2 ,m n rϕ+ =                                                         (7) 
neboli  
                                                               
                                                            2 .AB CDr r rω ω ϕ+ =                                              
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Vyd�lením poslední rovnice polom�rem r dostaneme vztah (6). K demonstraci platnosti 
vztahu (6) m�žeme použít soubor 06 ÚHLY 1.fig  (obr. 24),  který je prakticky stejný jako 
soubor 06 OBLOUKY 1.fig. Jediný rozdíl je v tom, že místo délek oblouk� zobrazuje 
velikosti úhl�. Tla�ítka AB a CD navíc umož�ují zobrazovat a skrývat velikosti st�edových 
úhl� oblouk�. 

                                                                    Obr. 24 
 
 
 
 
K vlastnímu d�kazu vztahu (7) použijeme soubor 07 OBLOUKY 2.fig. Po jeho otev�ení 
vidíme situaci na obr. 254. Podle zobrazeného pokynu uchopíme bod V, jehož poloha je 
vázána na úse�ku BD,  a pohybujeme jím nap�íklad  sm�rem vzh�ru. B�hem pohybu se 
vykreslují mod�e vyzna�ené oblouky trajektorie bod� C, A (obr. 26). Tla�ítkem T zobrazíme 
ozna�ení 0A  a 0C  po�áte�ních poloh bod� A a C.  Protože jsou oblouky 0AA  a 0CC  shodné, 
zkrátila se pohybem délka p�vodního oblouku CD o tutéž hodnotu, o jakou se délka oblouku 
AB prodloužila. Obrácen�, p�i pohybu bodu V opa�ným sm�rem, se  délka oblouku AB 
zkracuje a délka oblouku CD prodlužuje op�t o stejnou hodnotu.  

 
                            Obr. 25                                                             Obr. 26 
 

                                                 
4 Poznamenejme, že uchopením za bod D posouváme ob� se�ny a uchopením kterékoliv ze žlutých p�ímek – 
se�en – otá�íme p�íslušnou se�nou kolem pr�se�íku V. 
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St�ídavým posouváním uvedeného typu (viz obr. 27 a obr. 28) lze p�emístit t�tivy kružnice k.  

 
                                            Obr. 27 
 
                                                                                                                       Obr. 28 
 
B�hem posouvání z�stává sou�et délek oblouk� zachován. Když ozna�íme 

, ,  a  AB CD KL MNm m m m  délky oblouk� AB, CD, KL a MN a st�edové úhly p�íslušné oblouk�m 
v daném po�adí , ,  a ,AB CDω ω ϕ ϕ  platí 
 

2 .AB CD KL MN AB CD AB CDm m m m r r r rω ω ϕ ϕ ω ω ϕ+ = + � + = + � + =  
 
Tím je odvozen vztah (6) a tedy i v�ta 3. Uvedený postup je jednoduchý a žáci se mohou 
pomocí dynamické pom�cky názorn� p�esv�d�it o správnosti tvrzení, že AC a BD lze 
z kterékoliv polohy p�emístit do pr�m�r� KM a LN. Matematik by ovšem požadoval p�esn�jší 
d�kaz. Ukážeme si tedy ješt� formální d�kaz a ponecháme na úvaze u�itele, zda je pot�ebné 
jej žák�m uvád�t. 
 
Budeme uvažovat libovolné umíst�ní t�tiv AC a BD, které se protínají pod úhlem ϕ  v bod� 
V a v souladu s obr. 26 (a), (b) ozna�íme KM a LN pr�m�ry kružnice k takové, že KM je 
rovnob�žný s AC a LN rovnob�žný s BD.  P�i d�kazu rozlišíme tyto situace: 
 
1. Nech	 se t�tivy KM a BD protínají, viz obr. 27 (b). Pak m�žeme výše zmín�ným 
posouváním nahradit dvojici t�tiv { },AC BD  dvojicí { },KM BD , aniž by se zm�nil sou�et 

délek odpovídajících oblouk� (a tím i sou�et p�íslušných st�edových úhl�). Analogicky pak 
nahradíme dvojici t�tiv { },KM BD  dvojicí { }, ,KM LN  jak znázor�uje obr. 27 (c), a 

dosp�jeme k platnosti vztahu (2). 
Jestliže se protínají t�tivy LN  a AC, provedeme d�kaz 
analogicky. 
 
2. Nech	  { } { }, , .AC BD KM LN φ∩ =   

Ozna�me 1 LAω δ=  a 2 ,DMω δ=  obr. 29. Ze shodnosti 
oblouk� LB, ND a oblouk� MC, KA plyne, že sou�et velikostí 
st�edových úhl� p�íslušných oblouk�m LB a MC je roven 
sou�tu velikostí st�edových úhl� p�íslušných oblouk�m ND a 
KA. Platí tedy 
 
                  ( )1 2 2 1(  ) ( ) ( )AB CDδ ω δ ω ϕ δ ϕ δ+ + + = + + +                               Obr. 29 

a odtud plyne (2). 
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Poznámka. Soubor 06 ÚHLY 2.fig  je variantou souboru 06 OBLOUKY 2.fig. Rozdíl je jen 
v tom, že místo s délkami pracujeme s úhlovými velikostmi oblouk�. Jeho užití je analogické  
- viz obr. 25a  a  obr. 26a. Nech	 si je promyslí uživatel. 

 
                            Obr. 25a                                                                Obr. 26a 
 
 
7. Ukázky využití v�ty o t�tivách 
 
P�íklad 1. Na obr. 30 jsou na ciferníku hodin sestrojeny t�i p�ímky, které ohrani�ují 
trojúhelník  ABC.  Ur�ete velikosti vnit�ních úhl� ,α β  a γ  trojúhelníku. 
 

�ešení.  Ciferník rozd�luje hrani�ní kružnici na 12 shodných oblouk�. Každému z nich 
p�ísluší st�edový úhel 030 .  Dané p�ímky vytínají na hrani�ní kružnici ciferníku oblouky, 
jejichž úhlové velikosti (tzn. st�edové úhly p�íslušné oblouk�m) ozna�íme podle obr. 31. 
Užitím vztahu (6) dostáváme 0 0 0 0

1 4 2 52 30 90 , 2 60 30  α ω ω β ω ω= + = + = + = +  

a 0 0
3 62 30 120 .γ ω ω= + = +  Odtud 0 0 060 , 45   a 75 .α β γ= = =  

 

                           Obr. 30                                                                     Obr. 31 
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P�íklad 2. V t�tivovém �ty�úhelníku ABCD jsou písmeny K, L, M, N ozna�eny po �ad� st�edy 
t�ch oblouk� AB, BC, CD, DA, jejichž vnit�ní body neobsahují vrcholy �ty�úhelníku (obr. 32). 
Dokažte, že platí .KM LN⊥  
 
�ešení.  Užitím vztahu (6) a p�i ozna�ení podle 
obr. 32 dostáváme 
 

1 4 2 3( ) ( ) 2 . KVNω ω ω ω+ + + = ∠  

 
Odtud plyne 0= 90 ,KVN∠  

nebo	 0
1 2 3 42( ) 360 . ω ω ω ω+ + + =                                                               

                                                                                                         
                                                                                                                                                  
                                                                                        
 
                                                                                                                    Obr. 32 
 
 
 
 
 
 
 
P�íklad 3. Ozna�me I st�ed kružnice vepsané 
danému trojúhelníku ABC a D C≠  pr�se�ík osy 
úhlu  ACB s kružnicí opsanou trojúhelníku. 
 Dokažte, že .DA DI=  

  
�ešení.  P�i ozna�ení podle obr. 33 má vztah (6) 
pro t�tivy AF a CD tvar 1 32 .ϕ ω ω= +  Analogicky 
pro t�tivy AD a AF platí 1 3 2 .ω ω ε+ =  
Z posledních dvou vztah� plyne ,ϕ ε=  a tak je 
trojúhelník AID rovnoramenný: .DA DI=  

Pozn. Povšimn�te si zrakové iluze na obr. 33, kde 
se úse�ka DI  jeví delší než AD. Zm��ením se však   
m�žeme p�esv�d�it, že jsou ob� úse�ky shodné .                                     Obr. 33 
 

 
 
8. V�ta o obvodových úhlech jako d�sledek v�ty o úhlech t�tiv 
 
V�ta o obvodových úhlech je v�tou o úhlech t�tiv pro ,C D=  tzn. pro .V k∈  K názorné 
demonstraci m�žeme využít soubor 08 OBVUHEL.fig. Na obr. 34 vidíme situaci na monito-
ru po otev�ení souboru. Bod V p�esuneme podle uvedeného pokynu do bodu D a pomocí 
tla�ítek C, D m�žeme p�ípadn� skrýt ozna�ení bod� C, D. Tla�ítky 1 až 5 postupn� zobrazíme 
jednotlivé �ádky zápisu odvození vztahu (1). Kone�nou situaci ukazuje obr. 35. 
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                               Obr. 34                                                               Obr. 35 
 
 
9. V�ta o úhlech se�en 
 
 
V�ta 4.    Úhel, jehož ob� ramena protínají danou kružnici a jehož vrchol leží vn� kružnice, 
má velikost rovnu polovin� z absolutní hodnoty rozdílu úhlových velikostí oblouk� vy	atých  
úhlem na kružnici. 
 
D�kaz plyne z obrázk� 36 a 37, které zárove� znázor�ují obrázek na monitoru po otev�ení 
souboru 09 SE�NY.fig  (obr. 36) a po použití tla�ítek U, A0 a �D (obr. 37). Uvažované se�ny 
p, q vytínají na kružnici k t�tivy AC a BD. Jestliže sestrojíme v bod� D se�nu  DA0 
rovnob�žnou s p, jsou oblouky DC a A0A shodné. Jsou proto shodné i úhly DOC a A0OA a 
platí 
 
                                             

0 0
2 .AB DC AB AA A Bω ω ω ω ω ϕ− = − = =  

 

 
                   Obr. 36                                                                  Obr. 37 
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K souboru ješt� poznamenejme, že každou z p�ímek p, q lze otá�et (úchopem za p�ímku) 
kolem bodu V a tím m�nit velikost úhlu ϕ . Po uchopení za bod D m�žeme ob� p�ímky 
sou�asn� posouvat. 
 
V�ta o úhlech se�en vznikne slou�ením v�ty 4 a v�ty 3. Abychom 
ji mohli zformulovat, zavedeme orientované oblouky a jejich 
úhlové velikosti. Orientovaný oblouk AB kružnice k budeme 
definovat jako trajektorii pohybu po kružnici k v kladném smyslu 
otá�ení z A do B. Rozlišujeme tedy po�adí krajních bod� oblouku. 
Bod A je po�áte�ní a B koncový bod oblouku. Orientované 
oblouky zde budeme zna�it tu�nou kurzívou. Úhlovou velikostí 
oblouku AB rozumíme velikost jeho orientovaného úhlu AOB (O 
je st�ed kružnice k). Na obr. 38 je mod�e vyzna�en oblouk BA a �er-.  
ven� oblouk AB,  ωωωωBA  a   ωωωωAB   jsou jejich základní úhlové velikosti.                   Obr. 38 
 
V�ta 5 (V�ta o úhlech se�en).  Jestliže se p�ímky, na kterých leží t�tivy AC a BD kružnice 
k protínají v bod� V, pak je velikost orientovaného úhlu AVB aritmetickým pr�m�rem 
úhlových velikostí orientovaných oblouk� AB a CD. 
 
Obrázek 39 ilustruje  názorn� slou�ení všech t�í situací, pro n�ž platí: 
 
                                 2 2 ( ).AB CD AVB k k Zπ+ = + ∈ω ω ϕω ω ϕω ω ϕω ω ϕ                                                       (8) 
 

 
 
                                                   Obr. 39 
 
Tu�nými písmeny zna�íme velikosti orientovaných úhl�. Každý orientovaný úhel má 
nekone�n� mnoho velikostí, každé dv� z nich se liší o celistvý násobek �ísla 2π  (resp. 
násobek 0360 , pokud m��íme ve stupních). Proto se na pravé stran� výrazu (8) vyskytuje �len 
2 .kπ  (Pro základní velikosti m�žeme položit 0.k = ) Když po�ítáme s velikostmi 
neorientovaných úhl�, nabývá vztah (8) tvar  
 
                            2AB DCω ω ϕ− =                           pro situace  a)  a   c), 
resp. tvar 
                           2AB DCω ω ϕ+ =                            pro situaci  b). 
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