
A F I N N Í   B O D O V Ý  P R O S T O R

Základními geometrickými pojmy jsou bod, přímka, rovina. Na základní škole se zavádějí pomocí názorné představy t.j. na modelech těchto pojmů v souvislosti s jejich základními vlastnostmi, např. dvěma různými body prochází jediná přímka. Na střední škole se tyto pojmy považují za známé. Jedním z cílů vysokoškolského kurzu geometrie je poskytnout přehled o možnostech přesného budování pojmu prostoru, ve kterém jsou základními prvky body. To lze provést axiomatickou metodou. Předpokládáme, že se s axiomatickou metodou studenti 1. ročníku seznámili v algebře. Byl zaveden pojem vektoru jako prvku vektorového prostoru V nad tělesem T, přičemž jsou stanoveny dvě relace, t.j. operace sčítání vektorů a násobení vektoru prvky z tělesa T, které splňují jisté vlastnosti (axiomy). Protože se základní vlastnosti vektorových prostorů používají v celém dalším textu, připomeneme, velmi stručně, bez důkazů a komentáře, nejdůležitější pojmy. Vzhledem k potřebám geometrie konkretizujeme těleso T na těleso reálných čísel R.

1. Vektorový prostor nad tělesem reálných čísel.

Definice 1.1.  

Vektorovým prostorem nad tělesem reálných čísel je neprázdná množina prvků V, na které jsou definovány operace

a) sčítání dvojic prvků tak, že ke každé dvojici prvků  u, v  ( V je jednoznačně přiřazen prvek u+v (V,

b) násobení prvků z V reálnými čísly tak, že každému u ( V a každému k ( R je jednoznačně přiřazen prvek ku ( V.

Uvedené operace musí splňovat tyto podmínky:

1) u + v = v + u, 
u,v (V,

2) ( u + v ) + w = u + ( v +u ),
u, v,w ( V,

3) existuje prvek o ( V  takový, že 
u + o = u 
pro každé    u( V,

4) ke každému u ( V existuje vektor (-u) ( V   tak, že    u + ( -u ) = o

5) k( u + v ) = ku + kv, 
u, v( V, k ( R

6) ( k + l ) u  =  ku + lu, 
u ( V , k, l ( R

7) k( l u )  = ( k l ) u,

u ( V, k, l ( R

8)  1 . u  =  u,


u ( V.

Prvky vektorového prostoru V se nazývají vektory. Vektor o se nazývá nulový vektor.

Pojem vektorového prostoru je definicí 1.1 zaveden axiomaticky. Jestliže abstraktní pojem vektoru a abstraktní relace sčítání a násobení reálným číslem nahradíme konkrétními prvky a relacemi, provedli jsme tzv. interpretaci. Jestliže tato interpretace splňuje axiomy definice 1.1, vytvořili jsme model prostoru V.

Např. těleso komplexních čísel je vektorovým prostorem vzhledem k obvyklým operacím sčítání a násobení reálným číslem.

Definice 1.2.
Lineární kombinací vektorů u1 ,u2 , ... un ( V rozumíme každý vektor



,

kde k1, k2  ,.., kn ( R. Lineární kombinace se nazývá triviální, jestliže ki = 0 pro všechna i = 1, 2, ..., n. Je-li aspoň jedno 

 nazývá se netriviální.

Definice 1.3.

Vektory u1,u2,...,un ( V se nazývají lineárně závislé, jestliže existují čísla  c1,c2,...,cn ( R, z nichž aspoň jedno je různé od nuly, a platí



.

Je-li podmínka splněna pouze když všechna  ci =  0, jsou vektory  u1,...,un  lineárně nezávislé.

Věta 1.1.

Nechť vektory u1,u2,...,un  ( V

jsou lineárně nezávislé a nechť vektory u1 ,u2,...,un , u , jsou lineárně závislé. Pak vektor  u  je lineární kombinací vektorů u1 , u2 , ..., un, koeficienty této kombinace jsou určeny jednoznačně.

Definice 1.4.

Neprázdnou podmnožinu W vektorového prostoru V nazveme podprostorem prostoru V, jestliže W samotná je vektorovým prostorem ve smyslu definice 1.1. Označení W

 V.

Věta 1.2.

Neprázdná podmnožina W vektorového prostoru V je podprostorem ve V, právě když pro každé dva prvky u,v  W a každé k R je u + v W, ku W.

Definice 1.5.

Nechť jsou dva vektorové podprostory prostoru V.

Spojením těchto podprostorů rozumíme množinu Vs všech vektorů u + v, kde u  V1, v  V2 . 

Označení V1 v V2 = Vs . Symbol  v  v tomto případě neoznačuje logické nebo.

Průnikem Vp  podprostorů V1 , V2  je množina všech vektorů, které náleží současně do V1 a V2, označení Vp = V1

 V2 .

Věta 1.3.

Spojení a průnik dvou vektorových podprostorů prostoru V jsou vektorové podprostory prostoru V.

Věta 1.4.

Množina všech lineárních kombinací konečného počtu vektorů u1 ,u2 ,...,uk V tvoří vektorový podprostor W prostoru V. Vektory u1 ,u2 ,...,uk  nazýváme generátory podprostoru W. Zapisujeme W = [{u1 ,u2 ,...,uk }].
Definice 1.6.

Vektorový prostor V je konečně generovaný, jestliže ve V existuje konečná množina generátorů.

Konečnou uspořádanou podmnožinu vektorů u1 ,u2 ,...,un V nazýváme bází prostoru V, jestliže jsou vektory u1 ,u2 ,...,un  lineárně nezávislé a každý vektor prostoru V je jejich lineární kombinací t.j. prostor V je generován nezávislými vektory u1 ,u2 ,...,un .

Věta 1.5.

Každý konečně generovaný netriviální vektorový prostor má alespoň jednu bázi. Každé dvě jeho báze mají stejný počet vektorů. Počet vektorů báze nazýváme dimenzí vektorového prostoru. Triviální vektorový prostor, obsahující pouze nulový vektor, má dimenzi nula.

Úmluva: v dalším textu vektorový prostor dimenze k značíme Vk
Věta 1.6.
Nechť   Vh ,    Vk  jsou podprostory vektorového prostoru    V .   Pro dimenzi s spojení Vs  a dimenzi p průniku Vp  těchto podprostorů platí

h + k = s + p.

Věta 1.7.
Nechť {e1 ,e2 ,...,en } tvoří bázi prostoru Vn . Každý vektor u Vn  je možno vyjádřit jediným způsobem jako lineární kombinaci vektorů báze



,

tzn. existuje jediná uspořádaná n-tice reálných čísel x1 ,x2 ,...,xn , která při dané bázi určuje vektor u. Tuto n-tici nazýváme souřadnicemi vektoru u při dané bázi, značíme 

u = (x1 ,x2 ,...,xn ).

          2. Definice afinního bodového prostoru.  

V předcházejícím odstavci jsme připoměli nejdůležitější pojmy a vztahy při axiomatickém zavedení vektorového prostoru V. Je přirozené očekávat, že pojem bodového prostoru, jehož základními prvky jsou body, vybudujeme od základu podobně. Axiomatické budování bodového prostoru vyžaduje značný přehled o relacích, které je třeba pro základní prvky definovat, např. o incidenci a uspořádání. Proto se s tímto pojetím seznámí studenti až v závěru kurzu geometrie.

V tomto skriptu využijeme pro přesné budování pojmu afinní bodový prostor axiomaticky zavedený pojem vektorového prostoru nad tělesem reálných čísel. Důvody lze snadno vysvětlit pomocí středoškolské představy o pojmu vektor.

Na střední škole se orientovanou úsečkou  AB  rozumí úsečka, jejíž krajní body mají určené pořadí. Bod A je počáteční bod, bod B je koncový bod.

Reálným k násobkem orientované úsečky AB rozumíme orientovanou úsečku AB', kde B' je bod polopřímky AB, je-li k reálné kladné číslo, resp. polopřímky opačné k AB, je-li k reálné záporné číslo, přičemž pro velikosti úseček AB' a AB platí  




                      |AB'| = |k||AB|.

Je-li k = 0, je orientovaná úsečka AB'  nulová.

Součet orientovaných úseček se společným počátkem se opírá o fyzikální zkušenost při skládání sil znázorněných orientovanými úsečkami, viz obr.

Jsou dány dvě orientované úsečky AB, AC, jejich součtem AB + AC nazveme orientovanou úsečku AM , jejíž koncový bod M je obrazem bodu A ve středové souměrnosti, která zobrazuje bod B do bodu C.

Dále se definuje (volný) vektor.

Všechny orientované úsečky, které mají týž směr (tzn. jsou souhlasně rovnoběžné) a touž velikost, reprezentují týž vektor. Nulové orientované úsečky reprezentují nulový vektor.

Každá orientovaná úsečka AB , která reprezentuje vektor v, je umístěním vektoru v. 

Zápis   v = AB.




.

Operace s (volnými) vektory se realizují pomocí jejich umístění.

Jestliže  u = AB , v = AC , pak u + v  je vektor, jehož jedním umístěním je AB + AC,
 ku je vektor, jehož jedním umístěním je 
k . AB.

Množina všech umístění téhož nenulového vektoru se skládá z orientovaných úseček XX', jejichž konec X' je obrazem počátku X v témž posunutí. Je-li vektor nulový, počátek všech umístění se zobrazí do konce umístění v identitě.

Zmíněná vlastnost všech umístění téhož vektoru zaručuje, že výsledek operací s volnými vektory nezáleží na tom, které umístění volných vektorů použijeme. Přitom lze snadno názorně ukázat, že operace s orientovanými úsečkami a také s vektory mají vlastnosti 1 až 8 z definice 1.1.

Při zavedení afinního bodového prostoru budeme vycházet z výše popsaných poznatků středoškolské geometrie o vztazích mezi orientovanými úsečkami, tedy orientovanými dvojicemi bodů a vektory (volnými). Tedy základními pojmy budou body, vektory a zobrazení, které přiřazuje každým dvěma bodům vektor. Pro studium vlastností bodového prostoru se pak využijí vlastnosti vektorového prostoru, které již byly přesně axiomaticky v algebře zavedeny a deduktivně odvozeny.

Za axiómy přijmeme dvě vlastnosti, které odpovídají reálné situaci známé ze středoškolské geometrie.

1) Zvolíme-li v bodovém prostoru pevně bod A a přiřadíme každému bodu X vektor, jehož umístění má počátek A a koncový bod X, dostaneme vzájemně jednoznačné zobrazení prostoru všech bodů na vektorový prostor.

2) Jsou-li A, B, C libovolné body, pak sečteme-li vektor AB s vektorem BC, dostaneme vektor   AC.

Definice 2.1.

Nechť Vn  je vektorový prostor dimenze n nad tělesem reálných čísel, An  neprázdná množina, jejíž prvky nazveme body. Budiž g zobrazení, které každé uspořádané dvojici bodů z An  přiřazuje vektor z Vn  tak, že platí:

1) pro každý bod A An  a vektor x Vn  existuje právě jeden bod B An  takový, že zobrazení g přiřazuje uspořádané dvojici bodů A, B vektor x ,což zapisujeme



        g(AB) = x
 nebo  AB

=  x 
nebo B -A = x,

2) pro každé tři body A,B,C An  platí:



                  

g (AB) + g (BC) = g (AC).

Množinu An  nazveme afinním bodovým prostorem, vektorový prostor Vn  zaměřením afinního bodového prostoru An . Dimenze zaměření Vn  určuje dimenzi n afinního bodového prostoru An .

Poznámka: Zápis axiomu 1) lze psát

                               B - A = x   

 
B = A + x = x + A. 





Tedy zobrazení g nahrazujeme relačním znaménkem  - .

Axiom 2) pak tvrdí





     (B - A)  +  (C - B)  =  C - A.

Vektor x, pro který platí 
B = A + x 
je body A, B určen jednoznačně, neboť je-li

A + x = A + y, 
pak podle 1) je
 x = y.

               3. Afinní bodové podprostory.

V definici 1.4 se vektorovým podprostorem rozumí podmnožina vektorového prostoru, která je sama vektorovým prostorem. Analogicky definujeme i afinní bodový podprostor.

Definice 3.1.

Neprázdnou podmnožinu Ak  afinního bodového prostoru An  nazveme podprostorem prostoru An , jestliže je Ak  afinním bodovým prostorem.

Věta 3.1.

Budiž A ( An  pevně zvolený bod, Vk  vektorový podprostor zaměření Vn  bodového prostoru An . Množina bodů X, pro které platí

 



                       X = A + x,




 (3.1)

 

kde x je libovolný vektor z podprostoru Vk , tvoří afinní bodový podprostor Ak  prostoru An . Označení Ak  (( An .

Důkaz.

Dokážeme, že  Ak  je afinním  bodovým prostorem  t.j. ověříme platnost axiomů z definice 2.1.

1) Budiž   {v1 ,v2 ,...,vk }    báze podprostoru Vk .

Pak ke každému vektoru x ( Vk ,








,

a k pevnému bodu  A  existuje bod  X,









který je jediný, neboť koeficienty xi  jsou určeny jednoznačně, dle věty 1.7.

2) Budiž X, Y, Z tři libovolné body, pak v bázi Vk  je














Levá strana rovnosti z axiomu  2)  definice 2.1 má tvar





g (XY) + g (YZ) = (Y - X) + (Z - Y) =







Některé afinní bodové podprostory mají tradičně speciální názvy, které připomeneme v následující definici.

Definice 3.2.

Afinní bodový podprostor dimenze (n - 1) prostoru An  nazýváme nadrovinou prostoru An . Podprostor dimenze 1 nazveme přímkou, podprostor dimenze 2 rovinou.

V prostoru A2  (tedy v rovině) je nadrovinou přímka, v A3  je nadrovinou rovina.

Je-li Vn  zaměření    bodového prostoru An , pak  každý netriviální    vektorový podprostor 

Vk ( 

 nazýváme k-směrem prostoru An .

Vektor, který určuje zaměření přímky, nazýváme směrovým vektorem přímky.

Z věty 3.1 plyne, že afinní bodový podprostor Ak 

 je určen bodem A Ak a zaměřením Vk . Následující věta upozorňuje, že za bod A lze volit libovolný bod podprostoru Ak .

Věta 3.2.

Afinní bodový podprostor Ak  prostoru An  je určen svým zaměřením Vk  a libovolným ze svých bodů A. Zapisujeme An = [A;Vk ].

Důkaz.

Stačí dokázat libovolnost při výběru bodu. Nechť Ak  je určen zaměřením  Vk  a bodem A resp. B. Máme dokázat  [A;Vk ] = [B;Vk ].

Protože   B Ak ,      pak   B = A + b,       kde b (Vk , odtud A = B - b.

Budiž libovolný bod X ( [A;Vk ], podle věty 3.1

X = A + x,    x ( Vk ,

dosazením z předchozího vztahu dostaneme

X = B - b + x.

Protože b Vk , x Vk , pak

- b + x Vk
a tedy 
X [B;Vk ].

Obdobně se dokáže: je-li    X [B;Vk ]  je také    X [A;Vk ].

Věta 3.3.

Podprostor  Ak  = [A;Vk ]  lze vyjádřit vektorově parametricky





               






(3.2)


kde {u1 ,u2 ,...,uk } je báze zaměření Vk , ti R, A libovolný bod z Ak ,  ti  nazýváme parametry. Říkáme, že podprostor Ak  je určen bodem A a zaměřením [{u1 ,u2 ,...,uk }], zapisujeme 

Ak = [A;u1 ,u2 ,...,uk ].

Důkaz.

Přímý důsledek věty 3.1 a věty 3.2.

Poznámka.

Z definice 3.2 a věty 3.3 vyplývají tato vektorově parametrická vyjádření podprostorů prostoru An

:

rovnice nadroviny   A n-1  =  [ A;u1 ,u2 ,...,un-1 ]




rovnice přímky A1 = [ A;u ]

    



         X = A + tu, 
kde u je směrový vektor přímky A1 ,

rovnice roviny  A2 = [A;u,v]




                X = A + t1 u + t2 v,     kde [{u,v}] je zaměření roviny A2 .

Pro k = n je  vztah  (3.2) vektorovým vyjádřením bodového prostoru An .

                 4. Afinní souřadnice bodů.

Z důkazu věty 3.1 je zřejmé: ke každému bodu X An  je při pevně zvoleném bodu A přiřazen jediný vektor x Vn . Tomuto vektoru je jednoznačně přiřazena uspořádaná n-tice reálných čísel (souřadnic) při dané bázi vektorového prostoru Vn . 

To nás opravňuje k zavedení pojmu afinních (lineárních) souřadnic bodů v prostoru An .

Definice 4.1.

Nechť P je pevně vybraný bod z An , {e1 ,e2 ,...,en } báze zaměření Vn . Afinní (lineární) soustavou souřadnic 

, nebo repérem 

 v An  rozumíme ( n + 1) - tici



 = { P;e1 ,e2 ,...,en },

kde P se nazývá počátek. Každému bodu X An  je v soustavě 

 jednoznačně přiřazena uspořádaná n-tice reálných čísel [x1 ,x2 ,...,xn ] taková, že





               

.




 (4.1)

Čísla x1 ,x2 ,...,xn  nazýváme souřadnice bodu X v soustavě souřadnic 

. Vektor r = X-P nazveme radiusvektorem bodu  X vzhledem k soustavě 

. Afinní bodový prostor An , ve kterém je zvolena soustava souřadnic 

 = {P;e1 ,e2 ,...,en } budeme dále zapisovat 

An = [ P;e1 ,e2 ,...,en ].

Poznámky.

1) Je-li soustava souřadnic 

 v prostoru An  zvolena, je zvykem zapisovat souřadnice bodu X v soustavě 

  





X = [ x1 ,x2 ,...,xn ],

i když z tohoto zápisu není zřejmá volba počátku P a báze {e1 ,e2 ,...,en } a ve skutečnosti nejde o rovnost.

2) Nechť v soustavě souřadnic 

 = { P;e1 ,e2 ,...,en } mají body X, Y souřadnice 

X  =   [x1 ,x2 ,...,xn ],   Y = [ y1 ,y2 ,...,yn ].  Nechť vektor  v = Y - X má v bázi {e1 ,e2 ,...,en } souřadnice  v = ( v1 ,v2 ,...,vn ). Pak vi = yi - xi , i = 1,2,...,n.  Proto též říkáme, že vektor v má uvedené souřadnice v soustavě 

.

3) Souřadnice

 bodu X jsou současně souřadnicemi jeho radiusvektoru r = X - P, protože počátek  P = [ 0,0,...,0 ].

4) Nechť bod  X = [x1 ,x2 ,...,xn ] a vektor  v = (v1 ,v2 ,...,vn ) určují bod Y = X + v. 

Pak Y =  [ y1 ,y2 ,...,yn ] tak, že  yi  = xi + vi , pro všechna   i = 1, 2,..., n.

Věta 4.1.

Budiž v bodovém prostoru An  dána soustava souřadnic 

. 

Podprostor Ak = [ A; u1 ,u2 ,...,uk ] prostoru An  lze určit parametrickými rovnicemi

x1 = a1 +  u11  t1 +  u21  t2 + ... +  uk1 tk
x2 = a2 +  u12  t1 +  u22  t2 + ... +  uk2 tk
                                            ........................................................



(4.2)


   

xn = an +  uin  t1 +  u2n  t2 + ... +  ukn  tk
resp.





j = 1, 2, ... , n,

kde bod A Ak  má souřadnice A  =  [a1 ,a2 ,...,an ], vektory báze zaměření souřadnice 

ui  = (ui1  , ui2  , ..., uin  ), i = 1, 2,..., k..

Důkaz.

Vztahy ( 4.2 ) jsou v souřadnicích rozepsaný vektorově parametrický vztah ( 3.2 ) z věty 3.3.

Poznámka.

Analogicky zapíšeme parametrické rovnice nadroviny, přímky atd. Je dobré si všimnout, že v rovnicích ( 4.2 ) se vyskytuje k parametrů ti , t.j. stejný počet jako ve tvaru ( 3.2 ), označující dimenzi prostoru Vk  a tedy také podprostoru Ak . Počet rovnic soustavy ( 4.2 ) je roven dimenzi prostoru An , ve kterém je dána soustava souřadnic. Proto např. parametrické rovnice přímky v prostoru A2  resp. A3  tvoří 2 resp. 3 rovnice s jedním parametrem, parametrické rovnice roviny v A3  3 rovnice se dvěma parametry atd.

Všimněme si parametrické rovnice přímky v An  dané bodem A = [ a1 ,a2 ,...,an ] a směrovým vektorem  u = ( u1 ,u2 ,...,un ):

x1 =  a1 + tu1
x2 =  a2 + tu2




                     ........... 





 (4.3)

xn =  an + tun
Vypočteme-li z každé rovnice  t,  pak za předpokladu  ui 

 0, i = 1, 2 ,..., n, lze psát ( 4.3 ) ve tvaru


    

              

 ,



 (4.4) který nazýváme kanonický tvar rovnice přímky. V případě, že některé z  ui = 0, např. u1 = 0, pak kanonický tvar zapisujeme jako soustavu


   
       



,

Kanonického tvaru rovnice přímky používáme zejména ve třírozměrném prostoru A3 . Přímka určená bodem A = [ a1 ,a2 ,a3 ] a směrovým vektorem u = ( u1 ,u2 ,u3 ) má kanonický tvar




kde libovolný bod přímky má souřadnice [ x , y ,z ],  u1 ,u2 ,u3  jsou nenulová.

Rovina v prostoru A4 , určená bodem  A  = [a1 ,a2 ,a3 ,a4 ] a zaměřením     V2 = [{ u , v}], kde u = ( u1 ,u2 ,u3 ,u4 ),     v = ( v1 ,v2 ,v3 ,v4 ), má parametrické rovnice





          x1  = a1  + t u1  + s v1 





          x2  = a2  + t u2  + s v2 





          x3  = a3  + t u3  + s v3 





          x4  = a4  + t u4  + s v4
Příklad.

Zjistěte, jaké bodové podprostory jsou určené parametrickými rovnicemi:


a)  x1 = 2 + t


 b) 
x = 1 + t + r + s


     x2 = t


     
x2 = 2 - t


     x3 = -3



x3 = 3 r - s


                                  


x4 = -5 + 2 r.

Řešení.

a) Přímka v A3  určená bodem [2, 0, -3] a směrovým vektorem    (1,1,0).

b) Třírozměrný prostor v A4 , určený bodem [1, 2, 0, -5]  a   zaměřením určeným vektory

    (1,-1, 0, 0), (1, 0, 3, 2),    (1, 0, -1, 0).

Zamysleme se ještě nad parametrickým vyjádřením (4.2) podprostoru Ak . Je zřejmé, že bod   M = [m1 , m2 ,..., mn ] náleží podprostoru Ak , jestliže soustava lineárních rovnic




                        



j = 1, 2,  ..., n

je jednoznačně řešitelná s neznámými t1 ,t2 ,...,tk . Jestliže si v soustavě (4.2) parametry t1 ,...,tk  pevně zvolíme, dostaneme na levé straně soustavy souřadnice jediného konkrétního bodu podprostoru Ak .

Afinní bodový podprostor Ak  je sám o sobě afinním bodovým prostorem. Jestliže je určen parametrickými rovnicemi ( 4.2 ), lze považovat {A ;u1 ,...,uk } za afinní souřadnicovou soustavu v tomto prostoru Ak . Každý bod X prostoru Ak  má nyní dvojí souřadnice. Jedny, podle ( 4.1 ),  X = [ x1 , x2 ,..., xn ] v afinní souřadnicové soustavě prostoru    

An = [ P; e1 , e2 ,..., en ] a  druhé X  =  [ t1 , t2 ,..., tk ]  v afinní souřadnicové  soustavě prostoru    

Ak = [ A ;u1 ,u2 ,..., uk ], podle ( 3.2 ). Soustava rovnic ( 4.2 ) stanovuje souvislost mezi těmito dvojími souřadnicemi bodů podprostoru Ak .

Uvažujme nyní afinní bodový prostor An  a napišme jeho parametrické rovnice. Jde vlastně o speciální případ rovnic ( 4.2 ), jestliže uvažujeme  k = n. Předpokládejme, že v An  jsou dány dvě soustavy souřadnic 

= {A; u1 ,u2 ,...,un }, 

= {P; e1 , e2 ,..., en }. Nechť v soustavě 

 má bod A souřadnice A = [ a1 , a2 ,..., an ], libovolný bod X An  souřadnice    

X  =  [ x1', x2',..., xn'], vektory ui mají v bázi { e1, e2, ..., en } souřadnice  ui = (ui1  ,...,uin  ). Nechť bod X má v soustavě 

1  souřadnice 

[ x1 , x2 ,..., xn ]. Pak podle ( 4.2 ) platí 








,

j = 1, 2, ...., 

 (4.6)

resp. v maticovém zápisu
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Označíme-li matice ve (4.7) písmeny 
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můžeme vztah (4.7) napsat ve tvaru
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Rovnice (4.6) resp. (4.7) udávají závislost mezi souřadnicemi xi , xi' téhož bodu ve dvou afinních soustavách souřadnic, říkáme, že určují transformaci nebo přechod od soustavy 

1  k soustavě 

 . 

Matice  
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  se nazývá matice přechodu od báze { e1, e2, ..., en } k bázi 

{ u1 ,u2 ,...,un }.

Cvičení.
1. Určete kanonický tvar rovnice přímky určené bodem    A = [ 1,2,0 ] a směrovým vektorem        u  =  ( 2, 0, 1 ).

Výsledek: 

 =  z,  y  =  2.

2. Určete parametrické rovnice třírozměrného prostoru v A4  určeného bodem A = [ 1,0,1,3 ] a zaměřením u = ( 2,3,4,5 ),    v  = ( -1,0,-1,0 ), w = ( 0,1,0,0 ).

Výsledek:  x1 = 1+2t1 - t2 ;        x2  =  3t1 + t3 ;
 x3 = 1 + 4t1 - t2 ;
       x4 = 3 + 5t1 .

          5. Určení afinního bodového podprostoru.

Ve větě  3.2  bylo dokázáno, že afinní bodový podprostor je určen libovolným svým bodem a zaměřením. Ze školské geometrie je známo, že např. jednorozměrná přímka je určena dvěma různými body, dvojrozměrná rovina třemi body neležícími v přímce. Lze tedy očekávat, že analogicky k rozměrný podprostor Ak  bude určen k + 1 body, které budou splňovat jistou podmínku. Abychom tuto podmínku mohli přesně stanovit, vyslovíme nejdříve definici lineární nezávislosti bodů.

Definice 5.1.

Skupina ( k+1 ) bodů Ao ,A1 ,...,Ak  z prostoru An  se nazývá lineárně závislá (nezávislá), jsou-li vektory   Ai - Ao , i  = 1, 2,..., k , lineárně závislé (nezávislé).

Věta 5.1.

Afinní bodový podprostor Ak  prostoru An  je určen jednoznačně ( k + 1 ) lineárně nezávislými body.

Důkaz.

Jsou-li body Ao , A1 ,..., Ak  lineárně nezávislé, jsou také vektory Ai - Ao , i = 1, 2,...,k, lineárně nezávislé a určují zaměření Vk  podprostoru Ak . Podprostor Ak  je tedy určen, podle věty 3. 2 , jedním z bodů (např. Ao ) a vektory Ai - Ao  tzn. 

Ak  = [ Ao ;  A1 - Ao , A2 - Ao ,...,Ak - Ao ].

Jednoznačnost plyne také z nezávislosti vektorů Ai - Ao , které generují jediný vektorový prostor Vk   t.j. zaměření prostoru Ak .

Z věty 5.1 vyplývá: nadrovina An-1    je určena n-ticí lineárně nezávislých bodů, přímka je určena dvěma různými body, rovina je určena třemi nezávislými body (t.j. body, které neleží v přímce).

Jestliže body B1 , B2 , B3 ,... leží na téže přímce, pak říkáme, že jsou kolineární. Jestliže body  C1 , C2 , C3 , C4 ,... leží v téže rovině, říkáme, že jsou komplanární.

Věta 5.2.

Vektorová parametrická rovnice podprostoru Ak , který je určen ( k + 1 ) lineárně nezávislými body Ao , A1 ,..., Ak , je

                                                 

                                   

(5.1)

 

kde X je libovolný bod podprostoru  Ak , parametry ti R.

Důkaz.

Plyne z věty  3. 3,  když položíme  ui = Ai  - Ao .

Z věty  5. 2  vyplývají vektorové parametrické rovnice těchto speciálních podprostorů:

přímka určená body  A, B



                                 X  =  A  +  t ( B-A ),




(5.2)
 

rovina určená body  A, B, C

X  =  A  +  t1 ( B -A ) + t2 ( C - A ),

nadrovina určená body Ao , A1 ,..., An-1


                  X = Ao + t1 ( A1 - Ao ) + t2 ( A2 - Ao ) + ... + tn-1 ( An-1 - Ao )

(5.3)





Předpokládejme, že v prostoru  An  je určen podprostor Ak  lineárně nezávislými body Ao, A1 ,...,Ak . Nechť v An  je zvolena soustava souřadnic {P; e1 ,e2 ,...,en, }, ve které mají body Ai  souřadnice Ai = [ai1  ,ai2  ,...,ain  ], i = 0,1,...,k. Jestliže libovolný bod X podprostoru Ak  má souřadnice X = [x1 ,x2 ,...,xn ], pak rovnici (5.1) rozepíšeme v jednotlivých souřadnicích a získáme parametrické rovnice podprostoru Ak
 


           



j = 1, 2, ..., n.

(5.4)


Speciálními případy rovnic (5.4) jsou známé parametrické rovnice přímek a rovin, které si nyní přehledně připomeňme.

 V rovině A2  má přímka AB určená body A = [a1 ,a2 ],   B = [ b1 ,b2 ] parametrické rovnice




                 x = a1 + t ( b1 - a1 )








      y = a2 + t ( b2 - a2 ).                                                       (5.5)

V třírozměrném afinním bodovém prostoru A3  má přímka určená body     A = [ a1 ,a2 ,a3 ], 

B = [ b1 ,b2 ,b3 ]  parametrické rovnice




               x = a1 + t ( b1 - a1 )




               y = a2 + t ( b2 - a2 )




               z = a3 + t ( b3 - a3 ).

V A3  má rovina určená body  A =  [a1 ,a2 ,a3 ],  B = [ b1 ,b2 ,b3 ],  C = [ c1 ,c2 ,c3 ] parametrické rovnice




               x = a1 + t1 ( b1 - a1 ) + t2 ( c1 - a1 )




               y = a2 + t1 ( b2 - a2 ) + t2 ( c2 - a2 )




               z = a3 + t1 ( b3 - a3 ) + t2 ( c3 - a3 ).

Všimněme si ještě parametrů ve výše uvedených parametrických rovnicích. Je-li přímka určena různými body A,B a stanovíme její vektorově parametrickou rovnici (5.2), pak lze říci, že parametr t je souřadnice bodu X v souřadné soustavě přímky AB, kde A je počátek, B -A je vektor báze zaměření této přímky. Je ovšem zřejmé, že za počátek lze zvolit např. bod B, za vektor báze zaměření vektor např. B -A. Pak vektorově parametrická rovnice přímky A B je

X = B + r ( B - A ).

Parametr   r   je nyní souřadnice bodu   X v soustavě souřadnic přímky AB,  kde B je počátek a 

B -A je vektor báze.

Podobně lze uvážit geometrický význam parametrů v rovnici roviny, obecně ve vektorově parametrické rovnici (5.1) podprostoru Ak . Přitom podprostor Ak  lze určit libovolným ze svých bodů např. A3  ( tedy ne nutně Ao ) a za vektory báze zaměření nemusíme volit vektory Ai - Ao , nýbrž jakoukoli jinou bázi, např. Ai - A3 , i = 0, 1, 2, 4,..., k. Pak místo (5.1) máme vektorově parametrickou rovnici





         





 (5.6)    Je-li v prostoru An  zvolena soustava souřadnic a body Ai  určující podprostor Ak , mají souřadnice Ai = [ ai1  ,ai2  ,...,ain  ], i = 0,1,..., k, dostaneme parametrické rovnice podprostoru Ak  rozepsáním v souřadnicích některé z vektorově parametrických rovnic. Tedy nestanovíme nutně parametrické rovnice (5.4) rozepsáním rovnice (5.1), nýbrž např. rozepsáním v souřadnicích rovnice (5.6), dostaneme parametrické rovnice prostoru Ak  ve tvaru

 


        




j = 1, 2, ..., n.

Příklad.

V prostoru   A4    jsou dány body   A = [ 1, 2, -1, 0 ],  B = [ 0, 1, 2, -3 ], C = [ 4, 2, 1,-1 ],  

D = [ 0, 0, 1, 0 ]. Ukažte, že tyto body určují třírozměrný prostor A3  a napište jeho parametrické rovnice.

Řešení.

Podle věty   5.1  je třírozměrný podprostor určen čtyřmi lineárně nezávislými body. Body A, B, C, D jsou lineárně nezávislé, jestliže vektory B - A, C - A, D - A jsou lineárně nezávislé. Zapíšeme proto souřadnice těchto vektorů do řádků matice a známou úpravou dostaneme




Tato matice má hodnost   3, tedy body  A, B, C, D jsou lineárně nezávislé. Vektorově parametrická rovnice prostoru A3  je

X = A + t1  ( B - A ) + t2  ( C - A ) + t3  ( D - A )

Rozepsáno v souřadnicích dostaneme parametrické rovnice


                               

x1 = 1 - t1 + 3t2 - t3 

            
                
           x2 = 2 - t1 - 2t3 


               


x3 = -1 + 3t1 + 2t2 + 2t3 

            
   


x4 = -3t1 - t2 .

Zamysleme se ještě nad tím, jak může být určen afinní bodový podprostor Ak . Podle věty 3. 2 je určen libovolným ze svých bodů A a svým zaměřením  Vk = [{ u1 ,u2 ,...,uk }]. Podle věty 5.1 je určen ( k + 1) lineárně nezávislými body  Ao ,A1 ,...,Ak . Přitom oprávněnost druhého tvrzení se prokazuje pomocí prvního, když položíme  A = Ao , ui = Ai - Ao . To vede k myšlence, že    podprostor Ak  lze také určit skupinou lineárně nezávislých bodů Ao ,Ai ,...,Aj , j  <  k a skupinou lineárně nezávislých vektorů   u1 ,u2 ,...,ui  ze zaměření Vk  bodového prostoru   Ak    tak, že   j + i  =  k.   Podprostor Ak  je pak určen např. bodem Ao  a zaměřením




Vk =  [{ A1 - Ao ,  A2 - Ao , ...,  Aj - Ao , u1 ,...,ui  }].

Příklad.

Určete parametrické rovnice roviny určené body  A = [ 1, 0, 1], B = [ 0, -1, 2 ] a směrem vektoru    u  =  ( 3, 2, 1 ).

Řešení.

Vektorová parametrická rovnice roviny je

X  =  A + t ( B - A ) + r u,
parametrické rovnice

    x  =  1 - t + 3r

y  =  -t + 2r

    z  =  1 + t + r.

6. Neparametrická rovnice nadroviny.

Ze vztahu ( 5.4 ) najdeme parametrické rovnice nadroviny, která je určena n-ticí lineárně nezávislých bodů, které mají souřadnice   Aj  =  [ aj1  ,aj2  ,...,ajn  ],  j = 0, 1, 2,...,n - 1, když položíme  k =  n -1,  tedy


x1 =  a01  +  ( a11  - a01  ) t1 + ( a21  - a01  ) t2 +...+  ( an-1,1  - a01  )  tn-1

   


x2 =  a02  +  ( a12  -  a02 ) t1 + ( a22  - a02  ) t2 +...+  ( an-1,2   - a02  ) tn-1

(6.1)   


    ..................................................


xn =  a0n  +  ( a0n  - a1n  ) t2 + ( a2n  - a0n  ) t2 +...+ ( an-1,n    - a0n  ) tn-1 .

Parametrické rovnice tvoří soustavu n rovnic, které obsahují ( n - 1 ) parametrů  t1 ,t2 ,...,tn-1.  . Lze tedy parametry vyloučit a dostaneme jednu rovnici, která neobsahuje parametry, je neparametrická typu

c1 x1  + c2 x2  + ... + cn xn  + c0 = 0

Přesné určení koeficientů ci  stanoví následující věty.

Věta 6.1.

Budiž nadrovina An-1    určena n lineárně nezávislými body A0 ,A1 ,..,An-1    majícími v An  souřadnice Ai = [ ai1  ,ai2  ,..,ain  ], i  =  0, 1,..., n -1. Každý bod nadroviny  X = [ x1 ,x2 ,...,xn ] splňuje rovnici



                            





 (6.2)



zvanou neparametrická nebo obecná rovnice nadroviny.

Důkaz.

Vektorově parametrickou rovnici (5.3) nadroviny lze psát ve tvaru

o = t0 ( X - A0 ) + t1 ( A1 - A0 ) + ... +  tn-1   ( An-1  - A0 )

Jde o netriviální lineární kombinaci vektorů, např. t0 = -1, soustava bodů X, A0 ,..., An-1    je lineárně závislá. Rozepíšeme-li zápis v souřadnicích, dostáváme homogenní soustavu rovnic o n neznámých t0 ,t1 ,...,tn-1   

0 = t0 ( x1 - a01  ) + t1 ( a11  - a01  ) + ... + tn-1   ( an-1,1  - a01  )

0 = t0 ( x2 - a02  ) + t1 ( a12  - a02  ) + ... + tn-1   ( an-1,2  - a02  )

.............................................................................................

0 = t0 ( xn - a0n  ) + t1 ( a1n  - a0n  ) + ... + tn-1   ( an-1,n  - a0n  )

Tato soustava má netriviální řešení, právě když determinant soustavy je nulový, t.j.






 

(6.3)

Determinant (6.3) má vzhledem k soustavě rovnic zaměněny řádky za sloupce. Nyní ho formálně rozšíříme o jeden sloupec a řádek takto:







 EMBED Equation.2  

Tento determinant je zřejmě roven (6.3). Přičtením posledního řádku k ostatním a jeho přemístěním na místo druhého řádku dostáváme tvar (6.2).

Věta 6.2.

Souřadnice každého bodu X = [ x1 ,x2 ,...,xn ] nadroviny An-1  prostoru An  splňují neparametrickou (obecnou) rovnici





                






 (6.4)

kde c1 ,c2 ,...,cn ,co  jsou algebraické doplňky po řadě prvků x1 ,x2 ,...,xn ,1 první řádky determinantu  (6.2)  z věty 6.1.

Důkaz.

Rozvedením determinantu levé strany (6.2) dostáváme rovnici (6.4).

Z důkazu věty 6.1 plyne, že každá lineární funkce (6.4) je rovnicí nadroviny An-1   , nejsou-li všechny koeficienty u xi  rovny nule.

V rovině A2  je nadrovinou přímka, jejíž neparametrická rovnice typu (6.4) je 

ax + by + c = 0,

kde z tradičních důvodů označeno c1 = a,  c2 = b,  co = c,  x1 = x,  x2 = y.

V prostoru A3  je nadrovinou rovina, neparametrická rovnice




                    a x  +  b y  +  c z  +  d  =  0.

Rovnice (6.3) z důkazu věty 6.1 je rovněž neparametrickou rovnicí nadroviny.

Rovnice přímky v rovině A2 , která je určena body A = [ x1 ,y1 ], B = [ x2 ,y2 ], je dle (6.2)




Rovnice roviny v prostoru A3 , určená body A=[ x1 ,y1 ,z1 ], B=[ x2 ,y2 ,z2 ], C= [ x3 ,y3 ,z3 ], typu (6.3), je



.

Věta 6.3.

Je-li


rovnicí nadroviny, pak rovnice  

 je neparametrickou rovnicí téže nadroviny ve stejné soustavě souřadné, kde k 

 0 je libovolné reálné číslo.

Důkaz.

Podmínka (6.3) z důkazu věty 6.1 zůstává v platnosti, jestliže determinant násobíme nenulovým číslem k. Rozvedením determinantu získáme hledanou rovnici, která představuje stejnou nadrovinu.

Poznámka.

Uvažujme  ještě  nadrovinu,  která  je  určená bodem A = [ a1 ,a2 ,...,an ] a  vektory   zaměření 

u = ( ui1  ,ui2  ,...,uin  ),  i = 1, 2,..., n-1.  Jestliže  v rovnici nadroviny  (6.3)  označíme  vektory  

Ai - Ao = ui , tzn. v souřadnicích aij  - a0j  = uij  , má uvažovaná nadrovina rovnici









            (6,5)

Příklad.

Napište neparametrickou rovnici nadroviny A3  v prostoru A4 , která je určena body 

A = [ 1,2,3,4 ], B = [ 2,2,4,4, ] a směrovými vektory u = ( 0,1,0,1 ), v = ( 1,1,1,0 ).

Řešení.

Nadrovinu určíme bodem A a směrovými vektory B-A, u, v, které jsou lineárně nezávislé, jak se můžeme snadno přesvědčit. Užitím (6.5) dostaneme rovnici








Rozvinutím determinantu podle prvního řádku pak vyjde obecná rovnice nadroviny





                    x1  - x3  + 2 = 0.

Ještě se zamysleme nad možnostmi stanovení neparametrické rovnice nadroviny, která je určena n lineárně nezávislými body Ao , A1 ,..., An-1   , jsou-li dány jejich souřadnice. Rovnici lze určit dosazením do (6.2) nebo do (6.3). Mohli bychom ovšem, jako na střední škole stanovujeme rovnici přímky v rovině či roviny v A3 , dosadit souřadnice bodů Aj  do rovnice (6.4). Tím získáme soustavu n rovnic pro neznámé c1 ,c2 ,...,cn ,co . Vzhledem k větě 6.3 lze jednu z těchto neznámých, která je nenulová, zvolit, ostatní jsou soustavou určeny jednoznačně. Můžeme také nejdříve napsat parametrické rovnice nadroviny typu (5.4) a vyloučit parametry t1 , ..., tn-1   .

Někdy potřebujeme nadrovinu, danou neparametrickou rovnicí  

, určit parametrickými rovnicemi. Z odstavce 3 víme, že parametrické rovnice závisí na volbě souřadnicového systému uvnitř nadroviny a ten lze volit mnoha způsoby. Můžeme proto např. jednoduše položit

x1 = t1 ,  x2 = t2 , ..., xn-1  = tn-1 .

Dosazením do neparametrické rovnice pak vypočteme




za předpokladu  


Příklad.

Určete parametrické rovnice roviny

x  - 2y  + 3z - 5  =  0

v prostoru A3 .

Řešení.

Položme x  = t1 , y = t2 , pak dosazením do obecné rovnice vychází



.

Cvičení.

1. Najděte rovnici nadroviny v  A4  určené body    A = [ 0, 0, 10, -2 ],  B  =  [ 1, 0, 12, -3 ], 

 C  =  [ -1, 2, 9, -2 ],    D  =  [ 0, 1, 7, -2 ].

Výsledek: 5x1 + 3x2 + x3 + 7x4 + 4 = 0

2. V prostoru A4  určete neparametrickou rovnici roviny

   

 = [ A; u, v], jestliže  A  =  [ 1, 1, 0 ], u  = (2, 1, 3),    v = (0, 0, 1).

Výsledek: x - 2y + 1 = 0.

3. V A3  určete parametrické rovnice roviny

3x + 2y - z + 5 = 0.

Výsledek: např. x  =  t1  ,  y  =  t2 , z  =  3t1 + 2t2 + 5.




7. Vzájemná poloha afinních bodových podprostorů

Na základní a střední škole se zjišťuje vzájemná poloha přímek  a rovin.  Víme, že   dvě přímky  v rovině  mohou být různoběžné,  rovnoběžné  nebo   splývající.  V  třírozměrném prostoru  mohou  být  navíc  ještě  mimoběžné. Tedy vzájemná poloha  přímek  závisí  na  prostoru,  ve  kterém  se přímky uvažují.

V tomto  odstavci  budeme  uvažovat  v  afinním bodovém prostoru An dva bodové podprostory Ah , Ak . Jednotlivé jejich polohy  definujeme  podobně  jako  se  ve  školské geometrii definují  polohy  přímek  a  rovin.  Budeme  přitom  určovat podmínky existence těchto poloh.

Definice 7.1.

Dva  afinní bodové  podprostory  Ah= [ A; Vh ],  Ak= [ B;Vk] afinního prostoru An se nazývají

a) rovnoběžné, platí-li pro  jejich zaměření Vh  ( ( Vk, nebo   Vk ( ( Vh , označení Ah | | Ak ,

b) incidentní, je-li Ah ( ( Ak , nebo Ak ( (   Ah ,

c) různoběžné, mají-li neprázdný průnik a nejsou incidentní,

d) mimoběžné, nejsou-li rovnoběžné ani různoběžné.

Věta 7.1.

Dva afinní bodové podprostory Ah | | Ak  téže dimenze h = k jsou buď totožné  Ah = Ak, nebo nemají  společný bod. Mají-li různou dimenzi   h < k,  pak buď  Ah ( ( Ak nebo nemají společný bod.

Důkaz.

Nechť Ah = [A; Vh ], Ak = [ B; Vk ]. Jestliže existuje společný bod C ( Ak ,  C ( Ak ,  pak podle  věty  3.2  platí: je-li  h = k,  Vh = Vk ,   Ah = [C; Vh ] =  Ak ;   je-li   h < k,   Vh  ( ( Vk ,  pak    Ah = [C; Vh ],  Ak = [C; Vk ], tedy  Ah  ( ( Ak.

Věta 7.2.

Dva rovnoběžné afinní  bodové podprostory dimenze h 

 k   Ah = [ A; Vh ],  Ak = [ B; Vk]  jsou  incidentní,  jestliže  vektor B - A ( Vk.

Důkaz.

Jestliže  B - A ( Vk,  pak  B - A = x ,  x  ( Vk,  tedy A = B - x  , A ( [B; Vk] a prostory Ah, Ak mají společný  bod A , jsou tedy dle věty 7.1 incidentní.

Věta 7.3.

Bodem B ( An  prochází právě  jeden podprostor Ak' rovnoběžný s daným podprostorem Ak  téže dimenze.

Důkaz.

Oba  rovnoběžné podprostory  mají zaměření  Vk = Vk'. Bodem  B a zaměřením Vk  je určen jediný podprostor A'k , dle věty 3.2.

Poznámka.

Z věty  7.1 vyplývá,  že mezi  rovnoběžné podprostory  patří prostory incidentní. Mají-li  incidentní podprostory stejnou dimenzi, nazývají se totožné nebo splývající.

Věta 7.4.
 Dva bodové podprostory, dané parametricky





ui ,


vj ,
h 

 k,

jsou rovnoběžné, právě když vektory    ui ( { v1 ,v2 , ...vk }. Jsou incidentní, jestliže současně    B - A ( {v1 , v2 ,...., vk}.

Důkaz.

Vyplývá přímo z vět 7.1 a 7.2.

Poznámka.

Dvě  přímky  X = A + t u ,  Y =  B + r v  jsou  rovnoběžné, jestliže   u = 

 v, 

 .   Jsou  totožné,   když  současně     B - A = 

 v ,     

 ( R.

Příklad.

Ukažte, že přímka  p je rovnoběžná s rovinou 

:

     p : x1 = 1 + 3 r
        

:  x1 = t1 + t2 

          x2 = 3 + 2 r                      x2 = 2 t1
          x3 = -1+ 2r                       x3 = 1 + t2
          x4 = 5 - r                          x4 = 3 + t1 - t2
Řešení:

Z parametrického zadání je zřejmé, že přímka p i rovina 

 leží v A4 . p | | 

, když směrový vektor přímky u = ( 3, 2, 2, -1 )  náleží   zaměření  roviny,   určené  vektory  

v  =  ( 1, 2, 0, 1 ), w = ( 1, 0, 1, -1 ). Stačí tedy  určit lineární závislost vektorů u , v, w. Řešíme pomocí matice




Vidíme, že  třetí řádek je  násobkem druhého řádku,  vektory jsou tedy lineárně závislé. Zjistíme ještě,  zda p

. Podle věty  7.4 určíme závislost vektorů  v, w,  B -A,  kde  

A  = [ 1, 3, -1, 5 ],  B = [ 0, 0, 1, 3 ],   B - A = [ -1, -3, 2, -2 ].




Vektory jsou zřejmě lineárně  nezávislé, tedy vektor B - A nenáleží [{ v, w}]. Přímka p je  rovnoběžná s rovinou 

 a v této rovině neleží.

Věta 7.5.

Dvě nadroviny, určené v téže soustavě souřadné prostoru  An neparametricky



            

,     





(7.1)

jsou rovnoběžné,  jestliže existuje nenulové  reálné číslo 

 takové,  že ai = 

bi   pro     každé 

 i = 1, 2,..., n. Jsou totožné,jestliže navíc   a0 =

 b0 .

Důkaz.

Případ totožnosti vyplývá z věty 6.3. Předpokládejme, že pro rovnoběžné nadroviny (7.1) neplatí ai = 

 bi  pro každé   i,   t.j. např. a1  = 

1  b1,       a2  = 

 b2,   

. Pak determinant









soustava  rovnic (7.1)  má pro  xi řešení,  závislé na ( n - 2 )parametrech. Tím je prokázána  existence aspoň jednoho bodu,který leží  v obou nadrovinách (7.1).  To však vylučuje věta 7.1.

Jestliže obráceně ai  =  

 bi  tzn. matice




má hodnost 1, má soustava
 (7,1) řešení, právě když také  a0 =

 b0,  t.j. když rozšířená matice má také hodnost 1. V opačném případě řešení nemá t.j. nadroviny jsou rovnoběžné různé.

V definici 7.1 jsme přiřadili název dvojicím podprostorů,  jejichž  poloha  nebyla  zatím  prokázána,  s  vyjímkou podprostorů  rovnoběžných.  Pro  ostatní  polohy  je výhodné využít pojmu  spojení vektorových podprostorů,  viz definice 1.5 a věta 1.6.

Spojením vektorových  podprostorů Vh, Vk  z prostoru Vn rozumíme nejmenší  vektorový podprostor Vs   z Vn , který  oba podprostory  obsahuje. Jsou-li  oba podprostory  určeny bází

Vh = [{ u1 ,u2,...,uk}],   Vk =  [{v1,v2,...,vk}],

  pak   je  zřejmě




             Vs = [{u1 ,u2 ,...,uh , v1 ,v2 ,...,vk}].



 (7.2)

Do prostoru  Vs  patří všechny  vektory, které vzniknou  jako součet   vektorů   u + v ,   kde    u  ( Vh ,  v ( Vk.  Označení




                    Vs  =  Vh   v  Vk .

Věta 7.6.

Dva  afinní bodové  podprostory Ah = [ A; Vh ],  Ak = [B; Vk ] prostoru An mají společný aspoň jeden bod, právě když vektor   B - A ( Vs ,   kde   Vs  =  Vh  v Vk.

Důkaz.

Nechť  B - A ( Vs . Pak   B - A = u  + v ,   kde   u  ( Vh , v  ( Vk. Odtud vyplývá existence bodu

X = B - v  = A + u

Bod  B  a  vektor   v  určují  jistý  bod  prostoru Ak , bod  A a vektor u  jistý bod prostoru Ah, tedy existuje společný bod X obou   podprostorů.  Obráceně,   existuje-li  aspoň  jeden společný  bod  X = A +  u  = B - v ,  kde  u ( Vh ,  v ( Vk , pak   B - A =  u + v ,   t.j. vektor   B - A ( Vs .

Uvažujme  nyní  dva  afinní  bodové  podprostory Ah , Ak prostoru  An .  Určeme  nejmenší  podprostor  Ag  prostoru An , který  tyto  podprostory  obsahuje.  Matematicky  lze takový prostor definovat takto:

Definice 7.2.

Afinní bodový  podprostor Ag nazveme  spojením bodových podprostorů Ah , Ak , jestliže platí:

1)   Ah  ( (  Ag ,    Ak  ( ( Ag
2) Je-li  A' libovolný podprostor z  An  takový, že   Ah  ( ( A',    Ak ( (  A',   pak    

Ag  ( (   A'.

Spojení označíme    Ag  = Ah  v  Ak .

Poznámka.

Z definice je  zřejmé, že spojení  Ag  je nejmenší  podprostor,  obsahující podprostory  Ah , Ak .  Jsou-li tyto podprostory   určeny   bodem   a zaměřením,   t.j.   Ah = [A; Vh ] , Ak =  [ B; Vk ],    přičemž    zaměření    jsou    dána    bázemi Vh = [{ u1 , u2 ,..., uh }], Vk = [{ v1 , v2 ,..., vk }],   pak  nejmenší bodový  podprostor Ag ,  který  obsahuje  Ah  i   Ak ,  lze určit  např.  bodem  

A ( Ah   a zaměřením  Vg ,  které musí obsahovat všechny  lineární  kombinace  vektorů  báze  zaměření Vh , Vk a vektoru   B - A,  tzn.

                                Vg = [{u1 , u2  ,..., uh , v1  , v2  ,..., vk  , B - A }].   


(7.3)

 

Z konstrukce je  zřejmé, že     Vg ( ( Vn , A ( An,  tedy dle věty 3.1 je spojení    Ag ( ( An.

Věta 7.7.

Nechť afinní bodové  podprostory Ah = [ A;Vh ], Ak = [ B;Vk ] mají  prázdný  průnik.  Pak  jejich  spojení  Ag = Ah v Ak   má dimenzi  







    g  =  s  + 1,

kde s je dimenze spojení jejich zaměření Vs = Vh  v  Vk .

Mají-li Ah , Ak  společný aspoň jeden bod, pak

g  =  s.

Důkaz.

Podle věty  7.6  mají podprostory Ah ,  Ak  společný aspoň jeden bod,  je-li B - A ( Vs . Porovnáme-li  dle ( 7.2 ) a  ( 7.3 )generátory prostorů 

Vs =  { u1  , u2  ,..., uh  , v1  , v2  ,..., vk  },     Vg =  { u1  , u2  ,..., uh  , v1  , v2  ,..., vk  , B - A },

je zřejmě s  =  g.

 Jestliže nemají společný bod, tzn. B - A  
[image: image8.wmf]Ï

 Vs , pak zřejmě   

               g  =  s  +  1.

Nyní  provedeme diskusi  vzájemné polohy  dvou bodových podprostorů včetně existence t.j. určení nejmenšího bodového prostoru, ve kterém příslušná poloha existuje.

Věta 7.8.

Nechť  Ah  = [ A; Vh ],  Ak = [ B; Vk ]  jsou  dva afinní bodové podprostory  prostoru  An  dimenze      h  

  k  

  n.     Nechť Vs  = Vh   v   Vk ,
   Vp =  Vh   

 Vk,    pak

a) Ah  ( ( Ak,  právě když   Vh  = Vp  ( ( Vk  a   B - A  

 Vk ;

   oba leží v prostoru An  dimenze    n  

 k,

b) Ah,  Ak  jsou  rovnoběžné  různé,  právě když

   Vh  ( ( Vk    a    B - A 

 Vs;   oba leží v prostoru An dimenze    n  

 k + 1,

c) Ah  ,Ak   jsou různoběžné, právě když 

    B - A ( Vs   a neplatí     Vh  ( ( Vk ;

   oba leží v prostoru An dimenze     n  

 h + k - p,

d) Ah , Ak   jsou mimoběžné,  právě když   B - A  

 Vs   a  neplatí  Vh   ( (  Vk ;

   oba leží v prostoru An   dimenze  n  

 h  + k - p + 1.

Důkaz.

Podmínky o  vzájemné poloze vyplývají z  definice 7.1 a věty 7.6. Doplňující podmínky o dimenzi prostoru An, ve kterém  oba podprostory  Ah,  Ak  leží, nalezneme  z vlastností spojení  Ag = Ah  v   Ak ,  které  je  nejmenším  podprostorem An ,obsahujícím Ah ,  Ak. Proto g 

 n.  Podle věty 1.6  platí pro dimenzi  s  spojení Vs  = Vh  v Vk, dimenzi  p průniku  Vp = Vh  

 Vk      dimenze h, k podprostorů Vh , Vk 

                                  h  +  k =  s + p



            (7.4)

V odstavcích věty

a) Vh  ( ( Vk  ,  proto dle ( 7.2 )  Vk  =  Vs    t. j.   k =  s. 
 B - A ( Vs ,tedy, dle vět 7.6 a  7.7,  g  =  s,   z obou rovností plyne    g = k;   protože   n  

 g,   je    n  

  k.

b) B - A  ( Vs , proto, podle věty 7.7,    g  = s + 1;   protože Vh  ( ( Vk ,    je Vk = Vs ,    tedy    s  =  k ,   z obou rovností plyne    g = k + 1;   protože n  

  g,   je    n  

  k + 1.

c) Neplatí Vh  ( ( Vk  , proto podle vztahu   ( 7.4)

h + k = s + p;

protože        B  -  A  ( Vs  ,   je    g  =  s;   z obou rovností plyne

h + k  = g + p ,    

tedy    n  

 g = h + k - p.

d) Neplatí Vh  ( ( Vk ,    tedy    h + k = s + p;        B - A  

 Vs ,    tedy     g = s + 1;

z obou rovností plyne

h + k  = g  - 1 + p,

tedy    n  

 g  = h + k - p + 1.

Poznámka.

Ve  větě 7.8  je  písmenem  p označena  dimenze průniku Vp = Vh  v Vk zaměření uvažovaných bodových podprostorů Ah, Ak. Jestliže  budeme uvažovat  také průnik  bodových podprostorů  Ar  = A  

 Ak ,  pak obecně  nejsou  dimenze  p, r  rovny. Např. je-li přímka  rovnoběžná s rovinou  a neleží v  této rovině,pak průnik je prázdný, průnik  zaměření má dimenzi 1. Vztahy dimenze průniku Ar   a průniku Vp   stanovuje následující věta.

Věta 7.9.
Jsou-li  afinní  bodové  podprostory  Ah , Ak   incidentní nebo různoběžné, pak dimenze  r jejich průniku    Ar  =  Ah  

 Ak  je rovna dimenzi p průniku jejich zaměření    Vp = Vh 

Vk .

Důkaz.

Jsou-li  Ah,  Ak  incidentní nebo  různoběžné, pak  mají společné  dva  body  M,  N,  různé  nebo splývající,      M  ( Ar ,     N  ( Ar .    Pak  vektor       M - N ( Vh ,      M - N  ( Vk ,      tedy M - N ( Vp .

Je-li  obráceně     M ( Ar  a   vektor   u  ( Vp ,        existuje  bod      N = M + u ( Ah  a    také   

N  =  M +  u  ( Ak ;  proto je   N  ( Ar .

Chceme-li  diskutovat všechny  možnosti vzájemné polohy konkrétních  bodových  podprostorů  Ah ,  Ak  v  prostoru An, využijeme vztah  ( 7.4 ), větu 7.7 a  větu 7.9. Postup ukážeme na dvou příkladech.

Příklad.

Určete  všechny  možnosti   vzájemné  polohy  přímky  a roviny.

Řešení.

Nechť A1   je přímka, A2  rovina.  Jejich zaměření V1 , V2 mají  průnik Vp.  Proto dimenze  jejich průniku    p   může  být rovna  0  nebo 1. Pomocí  vztahu  ( 7.4 )     h  +  k  =  s  +  p

určíme dimenzi    s    spojení    Vs   =   V1  v  V2    pro obě  možnosti volby  p,  t.j. 
 s = 3  nebo  s = 2.

Dále uvážíme dimenzi   g   spojení  Ag = A1 v A2, dle věty   7. 7    g = s   nebo   g = s + 1.

Je  výhodné výsledky  psát do  tabulky, pro jednotlivé případy poloh do jednoho řádku.

h
k
p
s
g
název polohy

1
2
0
3
3
různoběžné, průnikem je bod

1
2
0
3
4
mimoběžné

1
2
1
2
2
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Název polohy v pravé  části tabulky stanovíme v jednotlivých řádcích takto:

1)  p = 0    

  není  V1  ( ( V2 ,  g  =  s  =  3   

  neprázdný průnik

   A1 

 A2  =  Ar    má  dimenzi    r  =  p  =  0.  Prostory jsou různoběžné, průnikem je bod.

2) p = 0   

   není V1 ( ( V2 ,

g  =  s + 1 =  4   

  prázdný průnik Ar .

Prostory nejsou ani rovnoběžné, ani různoběžné, jsou tedy   mimoběžné.

3) p = 1   

   V1 ( ( V2 ,   podprostory   jsou  rovnoběžné,   g = s = 2,   jsou incidentní, tedy   A1 ( ( A2 .

4) p = 1  

  V1 ( ( V2 , podprostory jsou rovnoběžné,         g = s + 1 = 3, nejsou incidentní.

Z tabulky  je  zřejmé,  že  přímka  je  s  rovinou mimoběžná v prostoru dimenze   n   

 g = 4.

Příklad.

Určete všechny možnosti vzájemné  polohy dvou rovin Ah ,  Ak ,    h = k = 2.

Řešení.

h
k
p
s
g
název polohy

2
2
0
4
4
různoběžné, průnikem je bod

2
2
0
4
5
mimoběžné

2
2
1
3
3
různoběžné, průnikem je přímka

2
2
1
3
4
mimoběžné, společný směr

2
2
2
2
2
totožné

2
2
2
2
3
rovnoběžné různé

Zřejmě  p = 0,  1  nebo 2. V řádcích je

1) p = 0  

  není Vh ( ( Vk,  g = s 

 roviny  jsou různoběžné,    průnik Ar  má dimenzi                   r = p = 0, průnikem je bod,

2) p =  0  

  není  Vh ( ( Vk ,  g  =  s + 1 

  nejsou rovnoběžné  a   nemají společný bod, jsou mimoběžné,

3) p = 1 

 není Vh ( ( Vk , g = s 

 jsou různoběžné, průnik má   dimenzi  p = r = 1   t.j. průnikem je přímka,

4) p = 1  

 není Vh  ( ( Vk , g = s + 1 

 mimoběžné se společným   směrem 

Vh 

 Vk = V1 ,

5)  p  =  2  

 Vh ( ( Vk , 
   g = s  

 totožné,

6)  p  =  2  

 Vh  ( (  Vk ,    g  =  s  + 1 

 rovnoběžné různé.

Z tabulky  lze  snadno  vyčíst,  jakou vzájemnou polohu mají  dvě roviny  v prostoru  dimenze   n = 4 .  Protože n 

 g , tedy  4 

 g ,  nastanou  všechny  polohy  s  vyjímkou  g = 5.

V prostoru  třírozměrném n = 3 

 g  nastávají známé  polohy. V prostoru  dimenze  5  a  vyšší  existují  všechny  uvedené polohy.

 Nyní  budeme  určovat  vzájemnou  polohu  dvou afinních bodových  podprostorů, které  jsou určeny  v zadaném systému souřadnic  prostoru   An   parametrickými  rovnicemi. Z těchto rovnic lze stanovit určující  bod a zaměření obou podprostorů.  Z věty  7. 8 je  zřejmé, že  vzájemnou polohu  lze určit pomocí  matice, v  jejíchž sloupcích  jsou souřadnice  určujících vektorů zaměření obou  prostorů a vektoru B - A. Postup si ukážeme na konkrétním příkladu.

Příklad.

V prostoru    A4    určete    vzájemnou   polohu   rovin  

 = [ A ; u , v ], 

 = [ B; w , z ], jestliže v afinní soustavě souřadnic  je  A = [ 1, 1, 1, 1 ] , u = ( -2, 0 , -2, -2 ) , v = ( 1, 2, 1, 1),  B  =  [ 2, 6, 9, 13 ], w  = ( 2, 1, 5, 5 ),  z  = ( 2, 1, 4, 6 ).

Řešení

Rovnice rovin lze psát parametricky    

           X = A + t1 u  + t2 v,      Y = B +  t3 w + t4 z

Pro společné body rovin platí

               A + t1 u  + t2 v  =  B + t3 w  + t4 z

                 t1 u  + t2 v  - t2 w  - t4 z  = B - A


Napíšeme-li matici, v jejíchž sloupcích jsou souřadnice vektorů  u,v , - w ,  - z ,   a rozšíříme-li  ji o sloupce souřadnic vektoru B - A,
 lze z této matice určit, zda zaměření [{ u ,v }] je podprostorem 
[{ w , z }] a zda B - A  ( Vs = [{ u , v , w , z }

Konkrétně
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Je  zřejmé, že  hodnost matice  bez pravé  strany je 4, tedy roviny nejsou  rovnoběžné, protože rozšířená  matice má také hodnost 4, je B - A ( Vs ,  roviny jsou různoběžné, průnikem je podprostor  dimenze  p = r = 0  t.j.  bod.  Bod  určíme jako řešení soustavy (a), z maticového zápisu vychází

                    t4  = -2 ,   t3  =  -1 ,   t2  = 1 ,   t1 = 3.

Dosadíme do parametrických rovnic jedné z obou rovin, např.   X = A + t1 u  + t2 v

            x1  = 1 - 2t1  + t2
                                                         x2  = 1 + 2t2
                                                         x3  = 1 - 2t1 + t2
                                                         x4 = 1 - 2t1  + t2
a po  dosazení  parametrů   dostáváme  souřadnice  průsečíku  [ - 4, 3, - 4, - 4 ].

Z věty  7.8 je  zřejmé,  že  jsme mohli  zapsat matici,v jejíchž  sloupcích  jsou  souřadnice  vektorů  u , v , w , z , B - A. Když se zjistí,  jako v našem případě, že  matice u , v , w , z  má  stejnou hodnost jako matice rozšířená o B - A, víme, že průnik je neprázdný.  Pak je nutné  řešit soustavu (a).  Proto jsme hned tuto soustavu napsali a  je zřejmé, že matice  u , v ,- w ,- z     má  stejnou  hodnost  jako  matice  u , v , w , z ,    také   vektory    - w ,- z   určují stejné zaměření jako [{ w , z }].

Příklad.

Stanovte   hodnotu   parametru    a tak,   aby   roviny 

  = [ A; u , v ], 

 = [ B; w , z ] byly mimoběžné, jestliže A = [ 1, -1, -1, 4 ], u = ( 1, 2, 2, -3 ), v = ( 1, 1, 0, 2 ), B = [ 3, -1, 1, -3 ] , w  = ( 2, 1, 1, -3 ),  z  = ( 0, 0, 1, a )

Řešení.

Souřadnice  vektorů   u , v , w , z ,  B - A  zapíšeme  do  sloupců matice a upravíme
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Z poslední  matice je  zřejmé, že  pro  a = - 4  není zaměření [{ u , v }] ( ( [{ w , z }],  hodnost  matice  ( u , v , w , z )  je  3, tedy  s  =  3.  Současně  B - A  

 Vs  ,  neboť  hodnost matice rozšířené o   B - A   je   4.  Tedy pro  a  =  - 4   jsou roviny mimoběžné.

Příklad.

V A4   jsou dány přímky

p:  x1 = 1 - t ,   x2 = 1 + t ,   x2 = 1 ,   x4 = - t , q: x1 = t ,   x2 = t ,   x3 = 1 - t ,   x4 = - 1 - t ;

určete jejich spojení Ag .

Řešení.

Přímky [ A ; u ]; [ B; v  ]  určují spojení Ag = [ A ; u , v, B - A ], spojení zaměření    přímek   je Vs = [{ u , v }]. V našem    případě  A = [ 1, 1, 1, 0 ], u  = ( -1, 1, 0, -1 ) , B = [ 0, 0, 1,-1],

v = ( 1, 1, -1, -1 ).

Určíme závislost vektorů   u ,  v , B - A = ( -1, -1, 0, -1 ). Platí:
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Tedy  vektory  u  , v   jsou  nezávislé;  B -A  

 Vs ,  přímky jsou mimoběžné a  určují spojení Ag   dimenze  g  =  3. V prostoru A4  je tedy spojení A3   nadrovinou. Proto můžeme určit nadrovinu spojení  A3 = [ A ; u , v ,B - A ]  jedinou  neparametrickou  rovnicí, podle vztahu (6.5)
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tzn.

x1  + 2x3  - x4  - 3 = 0

Nadrovina má v  souboru podprostorů zvláštní postavení.Lze  ji určit  neparametricky jedinou  rovnicí, to usnadňuje stanovení vzájemné polohy s jiným podprostorem.

Věta 7.10.
Afinní  bodový  podprostor  Ah   je  s každou nadrovinou An-1   prostoru An   buď rovnoběžný,  nebo je  průnikem bodový podprostor dimenze    h  - 1.

Důkaz.

Ze vztahu (7.4)   h + k = s + p    a   z  podmínky Vs  ( ( Vn ,   t. j. s  

 n, plyne

n 

 h + k - p.

Pro případ nadroviny   k =  n - 1,   dostaneme     n 

 h + n - 1 - p ,   tedy 
  p 

 h - 1 .

Pro dimenzi p průniku zaměření Vp  = Vh 

Vn-1  je    p  

 h, neboť předpokládáme  p 

 n - 1.  Mohou tedy  nastat pouze dva případy:

1)  p = h ,   t.j.   Vp = Vh ,   t.j.   Ah    je rovnoběžný s An-1

2) p = h - 1 ,    pak podle (7.4)

h + k = s + p

h + n - 1 = s + h - 1

n = s

Proto musí být dimenze spojení Ag = Ah v An-1    rovna

g = s = n ,

podle věty  7.7  jsou podprostory  různoběžné a podle věty 7.9   má průnik Ar = Ah  

  An-1   dimenzi

r = p = h - 1 .

Poznámka.

Pro   n = 3, h = 1  je věta známou poučkou ze stereometrie.

Příklad.

V prostoru   A3   určete    vzájemnou   polohu   roviny  2x + y + 3z + 1 =  0   a   přímky    AB,   kde   A = [ 2, 0, 3 ],   B = [ 1, 3, -2 ] .

Řešení.
Podle věty  7.10  je přímka s rovinou rovnoběžná  (resp. v ní leží) nebo  je průnikem bodový podprostor  dimenze   h - 1,  t.j.
1 - 1 = 0, tzn. bod.           Přímku vyjádříme parametricky             x = 2 - t ,  y = 3t,   z = 3 - 5t.

Hledáme průnik,  dosadíme z parametrických  rovnic přímky do rovnice roviny a vzniklou rovnici vyřešíme pro t : 

2 ( 2 - t ) + 3t + 3 ( 3 - 5t ) + 1 = 0, 

  t = 1.

Hodnotu parametru dosadíme  do parametrických rovnic přímky, získáme souřadnice průsečíku [ 1, 3, -2 ] .

Věta 7.11.

Dvě  nadroviny jsou  buď rovnoběžné,  nebo je  průnikem afinní bodový podprostor dimenze  (n - 2 ).

Důkaz.

Speciální případ věty  7.10  pro    h = n - 1 .

Poznámka.

Vyslovte  známé  věty  o  vzájemné  poloze  dvou přímek v rovině  A2  resp.  dvou rovin  v A3   jako speciální případy věty  7.11.

Poznámka.

Podle věty  7.11  dvě nadroviny, které nejsou rovnoběžné, určují podprostor dimenze n - 2.  Tedy, jsou-li dány nadroviny neparametricky








přičemž   neplatí  ai = kbi ,   k 

 0,  i = 1, 2, ..., n ,  určuje soustava těchto dvou rovnic podprostor dimenze ( n - 2 ).

Speciálně  v  třírozměrném  prostoru  A3  neparametrické rovnice dvou různoběžných rovin

a1 x + b1 y + c1 z + d1  = 0,

                   a2 x + b2 y + c2 z + d2  = 0,

určují přímku.

Příklad.

Určete  jaké  podprostory  v  prostorech  A4  a A5   jsou určené soustavou rovnic

x1 - x2  + x3  - x4  + 1 = 0,

x2  - x3  + x4  -  1  = 0

Řešení.

Každá z neparametrických  rovnic představuje nadrovinu. Jejich vzájemnou polohu, dle věty  6.3 , určíme řešením soustavy rovnic, maticově to znamená






Protože hodnost matice soustavy se rovná hodnosti matice rozšířené tj. 2,   jsou nadroviny různoběžné, podle  věty 7.11  je průnikem  podprostor dimenze  n - 2. Tedy v prostoru A4  rovnice určují rovinu,  v prostoru A5  určují třírozměrný prostor.

Poznámka  za větou  7.1  a  předcházející příklad  nás vedou k zamyšlení,  zda každý  afinní bodový  podprostor dimenze k lze určit jako průnik určitého počtu nadrovin, když víme, že podprostor   dimenze  n - 2   lze  určit   dvěma  různoběžnými nadrovinami.

Věta 7.12.

Ke   každému  afinnímu   bodovému  podprostoru  Ak ( ( An existuje (n - k) nadrovin, jejichž průnikem je Ak  a které Ak  určují.

Důkaz.

Nechť  Ak = [ A; u1 , u2 ..., uk ]. Jestliže  v dané soustavě souřadnic v An mají A=[a1, a2 ,.., an],  ui  = ( ui1  , ui2  ,...,uin  ), pak parametrické rovnice podprostoru Ak  jsou

x1 = a1 + u11   t1 + u21  t2 + ... + uk1  tk
x2 = a12 + u12  t1 + u22  t2 + ... + uk2  tk
             


                  ........................               


 (7.5)

xn = an + u1n   t1 + u2n   t2 + ... + ukn  tk
V důsledku  lineární  nezávislosti  vektorů  u1 , u2 , ...., uk má matice (uij  ) hodnost k.  Bez újmy obecnosti lze předpokládat, že determinant z prvních k řádků matice




je různý od nuly. Tedy z prvních k rovnic soustavy (7.5) lze jednoznačně určit  hodnoty parametrů   t1, t2, ...,tk .  
Po dosazení  těchto  hodnot  do  zbývajících  ( n-k ) rovnic obdržíme ( n-k )    nezávislých   lineárních    rovnic   o    neznámých x1 ,x2, ...,xn,  z nichž  každá je  obecnou rovnicí nadroviny.Tedy bod  X = [ x1,...,xn ] leží v Ak , právě když leží současně ve   všech   nadrovinách   reprezentovaných   zmíněnými  n - k rovnicemi.

Platí i věta obrácená.

Věta 7.13.
Nechť v  An  je dáno  ( n-k ) nadrovin, které  mají v souřadné soustavě An  neparametrické rovnice

 


c11  x1   + c12  x1    + ... + c1n xn    + c10     = 0

 c21 x1   + c22   x2    + ... + c2n  xn   + c20     = 0

  


.....................................................................


(7.6)

  cn-k,1  x1 + cn-k,2   x2 + ... + cn-k,n  xn + cn-k,0  = 0

takové,  že  matice  soustavy  má  hodnost  n-k.  Pak průnik nadrovin  (7.6) je  afinní bodový  podprostor Ak   ((   An , tedy nadroviny (7.6) určují bodový podprostor Ak.

Důkaz.
Protože  matice ( cij ) soustavy ( 7.6 )  má hodnost n-k, můžeme předpokládat, že determinant






Položíme-li  x1 = t1 ,  x2 = t2 , ..., xk = tk  a  řešíme ( 7.6 ) pro neznámé xi , dostaneme      



x1 =  t1 


x2  =  t2

...................

 
 xk =            tk

xk+1 = u11   t1 + u21  t2 + ... +  uk1   tk + a1

xk+2 = u12   t1 + u22  t2 + ... +  uk2   tk + a2

...................................................................


xn  = u1,n-k   t1 + u2,n-k  t2 + ... + uk,n-k  tk  + an-k .

Označme  A =  [ 0, ..., 0, a1 , a2 ,..., an-k ],


     


 u1 = ( 1, 0, ..., 0, u11, u12 ,..., u,1,n-k ),

      
 


......................................................


   


 uk = ( 0, ..., 0 , 1,uk1 , uk2 , ...,u1,n-k  ),

pak  u1 ,u2 , ...,uk   jsou lineárně  nezávislé vektory. Tyto vektory  a bod  A určují  bodový  podprostor Ak = [ A; u1 , ..., uk ]. Tedy  bod  leží  v Ak,  právě  když  leží v průniku nadrovin (7.6) 

Příklad.

Určete podprostor v A4  určený nadrovinami

3x1 + 2x2 - x3  
+ 1 = 0

x1  -   x2          + x4     + 6 = 0

3x1
         + 2x4            = 0

a stanovte jeho parametrické vyjádření.

Řešení.

Podle věty 7.13 určíme hodnost matice soustavy




tedy h = 3. Rovnice určují  podprostor Ak , n - k = 3, tzn. při   n  = 4 je k = 1, podprostorem je přímka. Jako  v  důkazu  věty  7.13,  položme  např.  x4 = t a řešíme soustavu rovnic

3x1 + 2x2 - x3 = -1

x1 - x2            = - t - 6

3x1                    = - 2t

Vychází 


Cvičení.

1. Určete všechny možnosti vzájemné  polohy přímky A1  a tří    rozměrného podprostoru A3 .

Výsledek:  různoběžné (průnik  bod) n 

 4;  mimoběžné n 

  5;

A1 ((   A3_ n  

 3;    A1_||_A3_ n  

  4.

2. Určete všechny možnosti vzájemné  polohy roviny A2  a tří   rozměrného prostoru A3 .

.Výsledek: různoběžné (průnik  bod) n 

  5; různoběžné (průnik přímka)  n 

  4; mimoběžné  (společný směr)  n 

  5; mimoběžné (bez společného směru) n 

  6; A2  ((  A3 n 

  3; 

A2 | | A3 n   

  4.

3. Určete všechny možnosti vzájemné polohy dvou přímek a, b. Výsledek:  různoběžné (průnik  bod) n  

 2;  mimoběžné n  

 3; a  

  b n 

  1; a | | b n  

  2.

4. Určete všechny možnosti vzájemné polohy dvou rovin 


a) v prostoru A3
b) v prostoru A4.

Výsledek: a) různoběžné (průnik přímka);  

 | |  

;  

   .

b)  různoběžné  (průnik  bod);  různoběžné  (průnik přímka),

mimoběžné ( společný směr );  

 | | 

 ; 


5. Určete vzájemnou polohu dvou přímek v A3:

a) AB,  CD;  A = [ 2, -1, 4 ],  B = [ -2, 1, -4 ], C = [ -1, 1/2, -2 ] ,

   D = [ 10, -5, 20 ].

b) AB, [ C, u ]; A = [ 2, 3, -1 ], B = [ 0, -1, -25/7 ], C = [ 1, -1, -2 ],

    u  = ( 2, 1, 3 )

c) x + 2 = y - 3 = z/2;  
x = 1 + 2t

                                 

y = -2 + 3t


                                   z = t

d) 3x - y + 5z - 2 = 0;        


    x + y - 3z + 10 = 0

Výsledek:  a) splývají, b) různoběžné, průsečík 

                  c) mimoběžné, d) splývají

6. Určete vzájemnou polohu dvou rovin v A3 
a) x + y - z - 3 = 0,           x = 2 + t + r

                                
     y = 2 - t


                             z = 1 + r

b) x = 1 + 2t + 3r,       3x + 3y - z + 3 = 0

    y = 2 - t + r

    z = 2t - r

Výsledek: a) splývají, b) různoběžné

7. V A4 určete vzájemnou polohu

a)  roviny  [ A; u , v ]  a přímky  [ B; w ], jestliže A = [ 1, 0, 2, 2] ,

 u  = ( 1, -1, 0, 0 ),  v  = ( 1, 2, 0, -1), B = [ 0, 0, -6, 5] ,   w = ( 1, 2, -3, 0 )

b) dvou rovin

   x1 = t1 + t2                  
 x1 = -9 + 5t3 + 3t4 
   x2 = 3 + t1 + 5t2   
             x2 = 2 - t3 + t4
   x3 = 1 - 2t1 - 4t2   
             x3 = 1 + 2t4
   x4 = 3 - 2t1 

             x4 = -5 + 2t3 
c) nadroviny

   x1 =  t1 ,    x2  = t2_,    x3 = t3_,    x4 = 0

   a přímky

   x1 = t,     x2 = t,     x3 = t,     x4 = 3

d) dvou rovin

   x1 = 2 - t1                  
x1 = -1 + 2t3 + t4 
   x2 = 3 + t1 + 2t2             
x2 = 4t3 + t4
   x3 = 1 - 3t2 

            x3 = 2 - 9t3 + t4
   x4 = 3 + 2t1 + 2t2                     x4 = 1 + 2t3 +t4
Výsledek: 
a) protínají se v bodě ( -8/3, -16/3, 2, 5 ); b) protí nají se v bodě ( 1, 0, 1, -1 );  c) přímka je rovnoběžná s nadrovinou;  d) protínají se v  přímce  x1 = 1 + 2t,   x2 = 2 + 4t,

    x3 = 4 - 9t,   x4 = 3 + 2t.

8. Určete parametry a, b tak, aby přímka

   x1 = 1 + t,   x2 = 2 + at,   x3 = 1,   x4 = 2 + 2t

   ležela v rovině

   x1 = 1 + t1 + t2 ,     x2 = 1 + 2t1 + t2 ,    x3 = 2+ t1 + 2t2 ,

   x4 = b + 2t1 + 2t2
Výsledek: a = 3, b = 2.

9. Určete parametry a, b tak, aby přímky

   x1 = 3,   x2 = 2 + at ,   x3 = 1 + t ,   x4 = bt1 ;

   x1 = -2 + 5t2 ,  x2 = 4 - 5t2 ,  x3 = 4 - 6t2 ,  x4 = -1 + 4t2 
   byly různoběžné a určete jejich průsečík.

Výsledek: a = 1, b = -1, průsečík [ 3, -1, -2, 3 ].

8. Příčky mimoběžných podprostorů

Definice 8. 1.

Přímku  p  nazveme příčkou mimoběžných podprostorů Ah, Ak prostoru An, právě když je s každým z podprostorů Ah, Ak různoběžná.

Poznámka.

V deskriptivní geometrii se řeší úlohy na tzv. příčky mimoběžek v A3. Je zřejmé, že ke dvěma mimoběžkám v A3 existuje nekonečně mnoho příček. Budeme hledat příčku daných mimoběžek, která je zavázána další podmínkou tak, že je určena jednoznačně.

Příklad 1. 

Nechť v A3 jsou dány mimoběžné přímky  a = [ A;u ], b = [B;v] . Určete příčku  p  mimoběžek  a, b  procházející bodem M.

Řešení.
Jsou-li X, Y  body příčky  p  takové, že X 
[image: image17.wmf]b

Y
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,

, t.j. X = A + tu,    Y = B + rv, jsou vektory (X-M) a Y-M) lineárně závislé,

X – M = k  (Y – M)

A + t u – M = k  (B + rv – M)

V A3, po dosazení souřadnic příslušných bodů a vektorů, představuje tato rovnice soustavu tří rovnic proneznámé t, r, k. Vypočtením např.  t  lze určit z rovnic  X = A + tu souřadnice druhého bodu X příčky p. 

Úlohu lze řešit také z této geometrické představy: bod M a přímka a určují rovinu 
[image: image18.wmf][
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 . Průsečík roviny 
[image: image19.wmf]a

 s přímkou  b  leží na příčce  p. Tedy

B + rv = M + t u + s (M – A).

Další řešení je analogické.

Příklad 2.

Nechť v A3 jsou dány mimoběžky   a = [A;u],       b = [B;v]. Určete příčku  p  mimoběžek   a,  b,   rovnoběžnou se směrem vektoru  m. 

Řešení.

Nechť příčka p protíná přímku  a  v bodě X,  přímku  b  v bodě Y, tj. X = A + tu, 

Y = B + rv, vektory ( Y – X),   m jsou lineárně závislé.

                              Y – X = k m
                              B + r v – A – t u = k m

                  B – A = t u – r v + k m
Tato rovnost představuje v A3 soustavu tří lineárních rovnic pro neznámé t, r, k. Pokud 

det 
[image: image20.wmf]0
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 , má soustava jediné řešení. Z rovnosti např. X = A + t u  pak určíme bod X příčky p, která je určena  p = [X;m].

Příklad 3.

Nechť rovina 
[image: image21.wmf][
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 a přímka c = [B;w] jsou v A4 mimoběžné. Určete jejich příčku p, procházející daným bodem M.

Řešení.

Podobně jako v příkladu 1, z předpokladu 
[image: image22.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf] a lineární závislosti

                               X- M =k (Y – M),

kde 
X = A + t u + r v ,
Y = B + s w 
 dostaneme


              A + t u + r v – M = k ( B + s w – M ), 

která, po rozepsání v souřadnicích prostoru A4, přestavuje soustavu čtyř lineárních rovnic pro neznámé t, r, s, k. Vypočtením např.   s určíme  z 
Y = B + s w
souřadnice bodu Y příčky p, která je určena  p = M Y.

Příklad.

Určete příčku mimoběžek  a = [A;u], b = [B;v], která prochází bodem M, jestliže A = [1, 2,0], u = (0, 0, 1)
B = [2, 1, 1],  v = (1, 1, 1) ,  M = [-1, 3, 0].

Řešení.

Podle příkladu  1



                                        X – M = k (Y – M)



                                A + t u – M = k (B + r v – M),

rozepsáno v souřadnicích dostaneme soustavu tří rovnic pro neznámé  t, r, k

1 + 1 = k (2 + r +1)

2  - 3  = k (1 + r – 3) 

  t         = k (1 + r),

řešení
 t =
[image: image24.wmf]5

4

, 
r = 
[image: image25.wmf],

3

1



k = 
[image: image26.wmf]5

3

.

Dosazením, např.  t  do rovnice    X = A + t u   dostaneme bod X příčky


x = 1,
y = 2,
z = t = 
[image: image27.wmf]5

4

.

Příčka je určena body M, X, tedy má parametrické rovnice např. 

x = - 1 + 2 t

y = 3 – t 

z = 
[image: image28.wmf]5

4

t.

Cvičení.

1. Určete příčku mimoběžek [ A;u], 
 [B;v],
 která je rovnoběžná se směrem m = (1, 2, 0), jestliže A = [ 1, 2, - 1] ,  u = (1, - 1, 1),  B = [0, 9, -2], v = (1, 0, 0).

Výsledek:  x =  t,
y = 3 + 2t, 
z = - 2.

2. Určete příčku mimoběžek
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[image: image30.wmf],
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která prochází bodem M = [4, 0, -  1]. 
Výsledek: x = 4 + t,
y = t,
z = - 1
- 2t.

3. V A4
[image: image31.wmf]určete přímku procházející bodem M = [ 8, 9, - 11, - 15],
která protíná přímky

x1= t,

x2=2 +t, 
x3 = -5 – t
x4 = -10 - t

x1 = s,

x2 = s,

x3 = - 1 – s,
x4 = -2s.

Výsledek: průsečíky [12, 14, - 17, - 22], [4, 4, - 5, - 8], příčka např. 

x1= 8 + 4t,
x2 = 9 + 5t,
x3 = -11 – 6t,
x4 - = -15 – 7t.






9. Svazek nadrovin

Věta 7. 11 nám dovoluje vyslovit:

Definice 9. 1.

Množinu všech nadrovin z An, jejichž průnikem je afinní bodový podprostor dimenze n-2, nazýváme svazkem nadrovin prvého druhu. Množinu všech navzájem rovnoběžných nadrovin nazveme svazkem nadrovin druhé druhu (osnovou nadrovin).

Věta 9.1.
Jsou-li
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(9.1)
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(9.2)

rovnice různoběžných nadrovin v An v téže soustavě souřadné, pak rovnice
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(9.3)

je rovnicí svazku nadrovin prvého druhu, jsou-li 
[image: image36.wmf]2
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 libovolná reálná čísla, z nichž aspoň jedno je různé od nuly.

Důkaz.
Musíme dokázat:

1) rovnice (9.3) je rovnicí nadroviny při libovolné volbě 
[image: image37.wmf]2
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,

l

l

 , z nichž aspoň jedno je nenulové.

2)  každý  bod průniku nadrovin (9. 1) , (9. 2) je bodem každé nadroviny (9.3), t.j. rovnice (9.3) je rovnicí svazku nadrovin,

3) každá nadrovina svazku (9.3) různá od nadrovin (9.1), (9.2) má rovnici typu (9.3).

Ad 1)  Čísla 
[image: image38.wmf]2
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 nesmí být řešením soustavy rovnic

                                                           
[image: image39.wmf],

0

2

1

=

+

l

l

i

i

b

a


i = 1, 2, ..., n

              (9.4)

protože rovnice (9.3) by měla v opačném případě všechny koeficienty  u xi nuly a nebyla by rovnicí nadroviny. Protože nadroviny nejsou rovnoběžné, má matice
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hodnost 2, tedy aspoň jeden její determinant druhého stupně je nenulový. Soustava (9.4) má pouze triviální řešení 
[image: image41.wmf]0
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. Rovnice (9.3) je tedy rovnicí nadroviny, je-li aspoň jedno 
[image: image42.wmf]2
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 nenulové.

2)Nechť P je libovolný bod průniku nadrovin (9.1) , (9.2). Po dosazení souřadnic bodu P do (9.1), (9.2) je 

L1 (P) = 0,
L2 (P) = 0,

a tedy také platí
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t.j.každý bod průniku daných nadrovin je bodem každé nadroviny (9.3).

3)Nechť Q je libovolný bod neležící v žádné z nadrovin (9.1), (9.2),  t.j.  
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)

0

1

¹

Q

L

,
[image: image45.wmf](

)

0

2

¹

Q

L

. Zvolme 
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 Pak rovnice 
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 je rovnicí nadroviny daného svazku, která s ohledem na volbu 
[image: image48.wmf]1
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 a 
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 ( po dosazení souřadnic bodu Q) t.j. 
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prochází bodem Q.

Věta 9.2.

Jsou-li nadroviny (9.1) a (9.2) rovnoběžné, pak (9.3)
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je rovnicí svazku narovin druhé druhu, jsou-li 
[image: image52.wmf]2
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 libovolná reálná čísla, která nejsou řešením soustavy rovnic (9.4).

Důkaz.

Jsou-li nadroviny (9.1), (9. 2) rovnoběžné, pak existuje číslo 
[image: image53.wmf]0
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takové, že 
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, pro všechna i = 1, 2, ..., n (viz věta 7.5). Soustava (9.4) pak je 
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,
i = 1, 2, ..., n.

Protože alespoň jedno z čísel ai   je   nenulové, je 
[image: image56.wmf]0
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, soustava (9.4) má tedy nekonečně mnoho řešení. Tato řešení stanovují podmínku, kdy rovnice (9.3) má všechny koeficienty  u  xi nuly t.j. kdy (9.3) není rovnicí nadroviny.

Dokázali jsme, že rovnice (9.3) je rovnicí nadroviny nejsou-li 
[image: image57.wmf]2
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 řešením (9.4). Podobně jako v důkazu věty 9.1 se ještě dokáže:  rovnice (9.3) je rovnicí nadroviny svazku druhého druhu,  každá rovina rovnoběžná s nadrovinami (9.1), (9.2) má rovinici typu (9.3). Důkazy jsou analogické. 

Věta 9.3.
Tři různé nadroviny, které mají neparametrické ronice
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(9.5)


[image: image60.wmf]å
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náleží témuž svazku nadrovin (prvého či druhé druhu), právě když matice ze všech koeficientů (rozšířená) má hodnost dvě.
Důkaz.
Protože nadroviny jsou různé, má rozšířená matice hodnost 
[image: image61.wmf]2
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. Když roviny náleží témuž svazku, je 
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 a tedy třetí řádek rozšíření matice je lineární kombinací ostatních t.j. 
[image: image63.wmf].
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Je-li 
[image: image64.wmf]2
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, je jeden řádek lineární kombinací zbývajících a roviny náleží svazku.

Poznámka.
Označme hodnost matice  z koeficientů soustavy (9.5) h. Pak platí: je-li 
[image: image65.wmf],
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 h = 1, náleží nadroviny (9.5) svazku druhé druhu. Je-li 
[image: image66.wmf]2
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, h = 2 náleží svazku prvého druhu. Zdůvodněte!

Příklad.

Tři nadroviny v A4
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[image: image69.wmf]0
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náleží témuž svazku prvého druhu. Dokažte.

Řešení.
Platí:
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,  tedy 
[image: image71.wmf]2
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, zřejmě také h = 2. Podrobně lze ukázat známou úpravou matice z koeficientů soustavy.

Svazky přímek v A2 a svazky rovin v A3.

Množinu všech přímek v A2, které mají společný bod S, nazýváme svazek přímek (prvého druhu) v rovině A2, bod S je střed svazku. Množinu všech navzájem rovnoběžných přímek v rovině A2 nazýváme osnovou (svazkem 2. druhu) přímek.

Množinu všech rovin v A3, jejichž průnikem je přímka m, nazýváme svazkem rovin (prvého druhu), přímka  m  je osa svazku. Množina všech vzájemně rovnoběžných rovin tvoří osnovu (svazek druhé druhu) v A3.

Vyslovte těty 9.1, 9.2, 9. 3  pro svazky přímek v A2  a pro svazky rovin v A3.

Příklad.
Určete rovnici roviny v A3, která prochází bodem M = [1, 2, 3] a průsečnicí rovin 

M = [1, 2, 3] a průsečnicí rovin

3x + y – z = 0 ;   
2x + y + z –1 = 0.

Řešení:


Hledaná rovina náleží svazku rovin, které jsou určené danými rovinami, proto má rovnici
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Bod  M  leží v jedné z rovin svazku, proto dosazením souřadnic bodu do rovnice svazku vypočteme
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[image: image74.wmf]                       
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Zvolíme např.
[image: image76.wmf],

1

,

3

2

1

-

=

=

l

l

zpětným dosazením do rovnice svazku vychází rovina

7x + 2y – 4z + 1 = 0.

Cvičení:

1. Napište rovnici přímky, která prochází bodem M = [ 1, 1 ] a průsečíkem přímek

x + 2y –1 = 0, 
3x – y – 5 = 0.

Výsledek: 
9x + 4y – 13 = 0.

2. Určete rovinu, která je rovnoběžná s přímkou

x = 1 + 82t, 
 y = 7,
z = 5 + 79 t,

a ve které leží přímka

3x – 4y + z – 12  = 0

4x – 7y – 3z  + 4 = 0.

Výsledek: 79x – 147y – 82z + 184 = 0.

3. Při kterých hodnotách konstant  k,  m  náleží rovina

5x + ky + 4z + m = 0

svazku rovin


3x – 7y + z –3 = 0,

x – 9y – 2z + 5 = 0.

Výsledek:  k = -5,  m = - 11.

10. Trs nadrovin.

Věta 7. 11, o vzájemné poloze dvou nadrovin, nás přivedla k myšlence existence svazků  nadrovin. Nyní vyslovíme obdobnou větu o vzájemné poloze tří nadrovin, které nenáleží témuž svazku.

Věta 10. 1.
Tři nadroviny  
[image: image77.wmf]g
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 afinního bodového prostoru An, které nenáleží témuž svazku nadrovin prvého nebo druhého druhu, mají právě jednu z těchto vzájemných poloh:

1) průnikem je bodový podprostor An-3  dimenze  n-3,

2) průnik nadrovin je prázdný, přičemž průnik zaměření nadrovin je vektorový podprostor  Vn-2
[image: image78.wmf]dimenze n-2.

Důkaz.

Jestliže nadroviny 
[image: image79.wmf]g
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  nepatří témuž svazku, pak jsou aspoň dvě různoběžné, např. 
[image: image80.wmf].
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Pak mohou, dle věty 7. 10, nastat dvě možnosti pro vzájemnou polohu průniku An-2 a nadroviny 
[image: image81.wmf]g

:

1) An-2 
[image: image82.wmf]g
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= An-3

2) An-2  ((   
[image: image83.wmf]g

.

V případě 1) je bodový podprostor An-3  průnikem nadrovin 
[image: image84.wmf].
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V případě 2) zaměření Vn-2 bodového podprostoru An-2  je podprostorem zaměření nadroviny 
[image: image85.wmf]g

. Protože průnik 
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An-2 ,  je Vn-2  také podprostorem zaměření nadrovin 
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Definice 10.1.
Množinu všech nadrovin v An , jejichž průnikem je afinní bodový podprostor dimenze n-3, nazýváme trs nadrovin prvého druhu. Množinu všech nadrovin, jejichž zaměření obsahuje podprostor Vn-2 ze zaměření Vn prostoru An, nazveme trs nadrovin druhého druhu.

Pozvánka.
Uvažujeme-li 3 přímky (trn. nadroviny) v rovině A2, pak je zřejmé, že tyto přímky nemohu určovat trs přímek prvého druhu, protože bodový podprostor dimenze n – 3 = 2 – 3 v A2 neexistuje. Existuje ovšem vektorový podprostor Vn-2 , což je pro rovinu nulový vektor. Proto všechny přímky v rovině tvoří trs přímek 2. druhu. O tom však zřejmě nemá smysl uvažovat. Budeme proto trs nadrovin uvažovat v prostorech dimenze n 
[image: image88.wmf]³

 3.

Definice trsu rovin v A3.

Množina všech rovin v A3, jejichž průnikem je právě jeden bod, tvoří trs rovin 1. druhu. Společný bod se jmenuje střed trsu. Množina rovin, které jsou rovnoběžné s jediným směrem, se nazývá trs rovin druhého druhu.

Poznámky.
V prostoru A3 platí:

1. Všechny roviny trsu prvního druhu se středem  S, které procházejí ještě bodem M 
[image: image89.wmf]¹

 S, obsahují přímku MS a tvoří tedy svazek rovin prvního druhu. V každém trsu rovin prvního druhu tedy existuje nekonečně mnoho svazků rovin prvního druhu, neexistuje v něm ovšem svazek druhého druhu.

2) Všechny roviny trsu druhé druhu, které jsou rovnoběžné se společným směrem s, tvoří svazek rovin druhé druhu. Existuje tedy v každém trsu rovin druhé druhu nekonečně mnoho svazků rovin druhého druhu. Kromě toho  v něm existuje i nekonečně mnoho svazků prvého druhu, totiž všech svazků, jejichž osa je rovnoběžná se směrem s.

Věta 10.2.
Průnikem tří nadrovin
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je afinní bodový podprostor dimenze n-3, jestliže hodnost matice soustavy (10.1), z koeficientů při x1, je  h = 3. Průnik nadrovin je prázdný, přičemž průnikem zaměření nadrovin je vektorový podprostor dimenze n-2, jestliže hodnost matice soustavy je h = 2 a hodnost matice rozšířené h´ = 3.

Důkaz.
První tvrzení vyplývá z věty 7. 13 pro k = 3. Protože h = 3, je také h´= 3, průnikem je podprostor dimenze n-3.

Jestliže  h = 2, h´= 3,nemá soustava (10.1) řešení, průnik je prázdný. Protože h´= 3,  nenáleží dle věty 9.3, nadroviny témuž svazku. Podle věty 10.1 je tedy průnik zaměření nadrovin vektorový podprostor dimenze n – 2.

Věta 10.3.
Nechť průnikem nadrovin (10.1) je bodový podprostor dimenze n-3. Pak rovnice
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je rovnicí trsu nadrovin prvého druhu, jsou-li 
[image: image94.wmf]3
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 libovolná reálná čísla, z nichž aspoň jedno je nenulové.

Důkaz.
Musíme dokázat:

1) rovnice (10.2) je rovnicí nadroviny

2)  každý bod průniku nadrovin (10.1) je bodem každé nadroviny (10.2)

3)  každá nadrovina trsu má rovnici (10. 2)

1) čísla 
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  nesmí být řešením soustavy
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protože rovnice (10.2) by měla v opačném případě všechny koeficienty  u  xi nuly a nebyla by rovnicí nadroviny. Protože soustava rovnic (10.l) má, dle věty 10.3, hodnost matice soustavy 3, má soustava homogenních rovnic (10.3) pouze triviální řešení 
[image: image97.wmf].
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Rovnice (10.2) je tedy rovnicí nadroviny, je-li aspoň jedno 
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 nenulové.

2)  Nechť P je libovolný bod průniku nadrovin (10.1), tzn. L1 (P) = 0,  L2 (P) = 0, L3 (P) = 0, tedy také 
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2) Nechť bod Q neleží v nadrovinách (10.l), tzn. L1 (Q) 
[image: image100.wmf]¹

0, L2 (Q) 
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0, L3 (Q) 
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 Pak rovnice 
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je rovnicí nadroviny trsu, která prochází bodem Q.

Věta 10.4.

Nechť průnik nadrovin (10.1) je prázdný a průnik jejich zaměření je vektorový prostor dimenze  n – 2. Pak rovnice (10.2)
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je rovnicí trsu nadrovin druhého druhu, jsou-li 
[image: image107.wmf]3
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    reálná čísla, která nejsou řešením soustavy (10.3).

Důkaz.
Je analogický důkazu věty 9.2  resp. 10.3.

Věta 10.5.
Čtyři nadroviny
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náleží témuž trsu nadrovin (prvého nebo druhého druhu), právě když hodnost matice ze všech koeficientů
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                (10.5)

je 3.

Důkaz.

Dle věty 10.2, tři nadroviny, určující trs nadrovin, mají hodnost matice ze všech koeficientů h´= 3. Patří-li např. nadrovina L4 do trsu určenému nadrovinami L1, L2, L3, je 
[image: image113.wmf]3

3

2

2

1

1

4

L

L

L

L

l

l

l

+

+

=

  a tedy čtvrtý řádek matice (10.5) je lineární kombinací zbývajících, tedy hodnost matice (10.5) je 3.

Poznámka.

Jestliže hodnost matice (10.5) označíme h´, hodnost matice (10.5) bez posledního sloupce h, pak platí: je-li  h´= 3, h = 2  náleží nadroviny trsu druhého druhu. Je-li h´= h = 3  náleží trsu prvého druhu. Zdůvodněte.

Příklad.
Určete, zda zadané tři roviny v A3 tvoří trs či svazek:

a) 3x – y + z + 1 = 0

b) x = 0


     y – z + 6 = 0

    y = 0

   x – 3y + 5z      = 0

    x + y + 1 = 0

Řešení.
a) Hledáme hodnost matice
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Je zřejmě h´= h = 3, roviny náleží trsu prvého druhu.

b) 
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hodnost h´= 3, h = 2, roviny náleží trsu druhého druhu.

Příklad.

V A3 určete rovnici roviny náležející trsu rovin

2x – y + z + 1 = 0

x  +  y             = 0

y  +  2z       = 0

a procházející body A = [ 1,1,1],  B = [ 0,0,1]
.

Řešení.
Rovnice trsu rovin je
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Rovina trsu má procházet body A, B, tedy platí
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Zvolíme-li např. 
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 EMBED Equation.3  [image: image120.wmf]1
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Dosazením do rovnice trsu vychází

2x – 2y – z +1 =0.

Cvičení.

l. Rozhodněte, zda roviny určují trs či svazek rovin v A3:

a) 2x – y + z – 1 = 0


b)
x- y + 6z + 3 = 0

2x – 3y + 7z + 5 = 0



2x –3x – z + 1 = 0

            x – z = 0



-3x + 2y – 31z – 14 = 0

      c)   7x – 5y – 31 = 0


d)
x – 2y + z = 0



4x + 11z + 43 = 0



2x + y + 3z – 1 = 0


2x+ 3y + 4 z + 20 = 0



5x + 3z – 4 = 0.

Výsledek: a) trs druhého druhu, b) svazek, c) trs prvního druhu, d) trs prvního druhu

2. V A3 určete rovnici roviny náležející trsu rovin

2x – 3y + 5z + 4 = 0

x – 3y – 4z – 3 =  0

7x – 5y + z – 8 = 0,

která prochází body M = [ 2, 3, 1] , N =  [ 7, 11, 4]. 


Výsledek: x – y + z = 0

3. Určete parametry b, c  tak, aby rovina  x + by + cz + 1 = 0  patřila do trsu rovin

3x + y – z + 4 = 0,

2x – y + z + 1 = 0,

3x + y + z + 3 = 0

a nesplývala s žádnou z těchto tří rovin. Určete druh trsu. 

Výsledek:  b = c, trs prvního druhu.

4. Zjistěte, zda čtyři roviny tvoří trs či svazek rovnin v A3:

a) x – y + z – 1 = 0


b) x = 0

3x + y – 2z – 7 = 0

    y = 0 

2x + 2y – 3z – 1 = 0

    z = 0

8x        - 2z + 3 = 0                           x + z + 1 = 0

Výsledek: a) trs druhého druhu, b) netvoří trs ani svazek.

5. Určete souřadnice c1, c3 bodu  C = [c1, 0, c3], který leží v rovině obsahující body 

    A = [ 0, 0, 0]  , B =  [ 5, 0, 3]  jestliže tato rovina patří do trsu rovin

x + y = 0, 
x + z = 1, 
y + z = 3.

Výsledek:   3c1- 5c3 = 0.

6. Průsečíkem rovin


2x + y – z – 2 = 0,


 y – 3y + z + 1 = 0,


 x + y + z – 3 = 0

položte rovinu rovnoběžnou s rovinou



x + y + 2z = 0.

Výsledek: x + y + 2z – 4 = 0.

7. Napište rovnici roviny, která patří do trsu rovin

    x – y = 0,
x + y – 2z + 1 = 0,
 2x + z – 4 = 0

a prochází souřadnicovou osou y.

Výsledek:  10x  - 7 z = 0.

8. Určete rovinu, ve které leží přímka


5x – 8x – 6z – 23 = 0


4x – y – 3z – 4 = 0


a která náleží trsu rovin


2x – 5y + 7z – 14 = 0


x  + 2y – 6z + 7  = 0


3x + 4y + 11z – 10 = 0

Výsledek:
3x – 2z – 1 = 0. 
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