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Predmluva

Pravdépodobnostni tisudky, modely a pred-
povédi jsou dnes jiz béznou soucasti vyzkumné
prace, v fadé védnich oblasti nalézaji i Siroké
uplatnéni v praxi. Pravdépodobnostni metody
se pouzivaji pri zkoumani procesi ovlivnénych
nahodou. V situacich, kdy umime s vlivem na- ,

" . M o CELA" TATO KNIHA
hody pocitat, je Casto mozné pomoci téchto me- SE DA VIESNAT Do HLAVY
tod dojit k optimalnim resenim, k racionalnimu JEDNOHO STATISTIK A
rozhodovani apod.

S poc¢tem pravdépodobnosti je izce spojena matematicka statistika, které
se uziva pri vyhodnocovani riznych testti a experimentt. Veskera moderni
analyza v prirodnich i humanitnich védach je zaloZena na statistické infe-
renci, tedy vytvareni zdvéru o populaci na zakladé statistického (védeckého)
zkoumani dat, podléhajicich variabilité nebo nejistoté. Bez variability neni
co statisticky zkoumat.

Ucebnice je psdna formou pristupnou Sirsimu okruhu zajemct, coz nékdy
vede k mensi matematické obecnosti. Jednotlivé kapitoly obsahuji nejdiive
vyklad teorie, na ktery navazuji fesené priklady. Priklad feseny v MS Excel

je uvozen ikonou t Na konci kazdé kapitoly jsou tlohy k samostatnému
feseni (vzdy s vysledky, nékde i diléimi pokyny a doporucenimi). Kapitola
oznacend hvézdickou * obsahuje rozsitujici ucivo, které zobecnuje a rozsiruje
ostatni text.

Autori
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Strucéné z historie

Teorie pravdépodobnosti a matematickd statisti-
ka jsou matematické discipliny spadajici souhrnné do
védniho oboru stochastikad, ktera se zabyva zkoumé-
nim a modelovdnim nahodnych jevi. Prvni zminku
o stochastice 1ze sice nalézt jiz v dile Platona Phile-
bos, zédsadniho rozmachu dosahly vsak obé uvedené
discipliny az ve 20. stoleti. Zaklady teorie pravdépo-
dobnosti byly polozeny zhruba v obdobi renesance,
kdy se nejslavnéjsi matematikové té doby zabyvali mimo jiné otdzkami nad
snad nejbéznéjsi zabavou té doby — hazardni hrou v kostkyH. Za prvniho z4-
padniho matematika studujictho hazardni hry je dnes oznacovan Girolamo
Cardanoa, ktery kolem roku 1564 napsal knihu Liber de Ludo Aleae (Kniha
o hife ndhodné). Kniha ovSem vysla az témér o stoleti pozdéji v roce 1663,
kdy jiz byla prekonana pracemi Pascalal a FermataH. V té dobé Pascaluv
pritel, jisty francouzsky amatérsky matematik, svymi prateli prezdivany ry-
tit z Méré (Chevalier de Méré)H, zkousel vydélat jméni s nésledujici dvojici
kostkovych her.

1Ze starofeckého stéchos — mifit na cil, hddat. Anglicky stochastics.

2 Arabsky se kostka fekne az-zahr. Odtud se slovo dostalo patrné do Spanélstiny v po-
dobé azar a do francouzstiny v podobé hasard.

3Girolamo Cardano (1501-1576), italsky fyzik, matematik a hazardni hrac.

4Blaise Pascal (1623-1662), francouzsky matematik, fyzik, vynélezce, filozof, spisova-
tel a katolicky teolog.

®Pierre de Fermat (1601-1665), francouzsky matematik a pravnik.

5 Antoine Gombaud (1607-1684), francouzsky spisovatel a salénni teoretik. Svoji pre-
zdivku Chevalier de Méré ziskal podle jedné ze svych literarnich postav.

11



12 KAP. 1 UVOD

Priklad 1.1 (Kostkové hry rytite z Méré). Rytif z Méré s oblibou pfijimal
sazky na to, ze pri ¢tyrech hodech jednou kostkou hodi alespon jednu Sestku.
Spocital si totiz, ze jeho Sance na vyhru v tomto pripadé ¢ini 4 - % = %
Prestoze je tento jeho vypocet chybny, dokazal na rovnych sazkach v této hie
vyhravat. Takové stésti vsak jiz nemél ve své druhé kostkové hie. Tentokrat
hézel dvéma kostkami celkem 24krat a bank bral v piipadé, ze béhem téchto
hodi padla alespon jednou dvojice Sestek. Jeho podobné chybny vypocet byl
nasledujici: Sance na padnuti dvojice Sestek je %, tudiz v 24 hodech jeho
Sance na vyhru ¢ini 24 - % = %, tedy stejné jako v prvni hre.

Protoze ve druhé hie navzdory svému vypocétu prohrdl zna¢nou sumu
penéz, pozadal cleny Parizské akademie a predevsim Pascala o pomoc s vy-
svétlenim svého netispéchu. Uvahy nad zptisobem FeSeni této tlohy (a jesté
o néco slavnéjsi soubézné resené tlohy o rozdéleni sazky), vtélené do ko-
respondence Pascala s Fermatem, oteviely stavidla k obecnéjsim tvaham
o matematické ,nadéji“, tedy o pravdépodobnosti chapané jako védni obor.
Konkrétnéjsimi vystupy v souvislosti s Méréovymi otazkami byly to, co dnes
zname pod nazvy Pascaluv trojihelnik, binomické rozdéleni a ocekavand ne-
boli stfedni hodnota.

1.2 Nahodny pokus

Ustiednim pojmem teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky je né-
hodny pokus. Pokus je obecné jakykoliv proces generujici néjaké vysledky
(data). S pokusy jsme se vsichni setkali béhem Skolnich let v hodinach fyziky
¢i chemie, jako napriklad treni ebonitové tyce lis¢im ohonem. Pokusy, které
pri opakovani vedou k jednomu a témuz vysledku (v tomto pripadé ke vzniku
zaporného elektrického ndboje na tyci), nazyvame pokusy deterministické.
Zachovame-li identické vnéjsi podminky, vysledek opakovaného determinis-
tického pokusu bude vzdy stejny (na ty¢i vzdy vznikne elektricky ndboj).
V chemii si miizeme predstavit jiny deterministicky pokus, pii kterém dojde
k neutralizaci kyseliny pfidanim pfesné specifiko-
vaného mnozstvi zasady. Toto mnozstvi je pro da-

ny druh a koncentrace kyseliny a zasady identické

a pri opakovani pokusu za jinak stejnych podminek
se neméni. o\

Zajimavéjsi z hlediska zkouméani jsou pokusy,
jejichz vysledky se pri opakovani lisi (podléhaji
urcité nejistoté), i kdyz jinak zachovame veske-
ré vnéjsi experimentalni podminky. Takové poku-
sy oznacujeme jako ndhodné. Jak jsme jiz zminili
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v uvodu, nejstarsimi zkoumanymi ndhodnymi pokusy byly hody kostkou
a elementarni prvky podobnych her (hod minci, karetni hry, sportka, ru-
leta aj.). Moderni teorie pravdépodobnosti se vSak nezaméfuje pouze na
nahodné pokusy v oblasti hazardnich her (ty ve skutec¢nosti nejsou prilis
velkého vyznamu), ale nabizi velmi obecné koncepty dilezité k feSeni mno-
ha praktickych tloh a zivotnich situaci: namatkou zminme zkoumani t¢in-
nosti 1é¢ivych pripravkl, vynosnost zemédélskych plodin, ovérovani kvality
pramyslové vyroby apod. V této publikaci se budeme zabyvat vyhradné
nahodnymi pokusy.
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1.3 Seznam pouzitych symbola

i}

RNl S

~ €

P(A[B)

X,Y,...

px(+)
©(-)

.B,...

nadhodny jev

posloupnost jevi A;

nemozny jev, prazdnd mnozina

opacny nadhodny jev k jevu A

jisty jev, mnozina vsech moznych vysledkti nahodného
jevu

vysledek ndhodného pokusu

pravdépodobnost ndhodného jevu jako proménna nebo
hodnota proménné

potenéni mnozina mnoziny {2

o-algebra

relativni ¢etnost

pravdépodobnost ndhodného jevu A ve vyznamu prav-
dépodobnostni funkce

podminénd pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze na-
stal jev B

nahodné velic¢iny

pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny X
hustota pravdépodobnosti normovaného norméalniho roz-
déleni

distribuc¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni
hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné veliciny X
distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X

moment ndhodné velic¢iny

pocet vysledkt ptiznivych jevu A

teoreticky parametr populace

stfedni (oc¢ekdvand) hodnota jako parametr populace
jednorozmérnd mira (délka), dvourozmérna mira (obsah)
stfedni hodnota nahodné veliciny X

rozptyl ndhodné veli¢iny X

populacni rozptyl

vybérovy rozptyl (ve smyslu ndhodné veli¢iny)
populacni smérodatné odchylka

vybérova smérodatné odchylka (ve smyslu ndhodné veli-
¢iny)

variac¢ni koeficient

zaokrouhleni ¢isla x na celé ¢islo smérem dolu

mnozina realnych c¢isel

mnozina prirozenych Cisel
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borelovskd o-algebra (na mnoziné realnych ¢isel)
vybérovy priumér (ve smyslu ndhodné veli¢iny)
aritmeticky prameér

median

modus

geometricky pramér

harmonicky priamér

variaéni rozpéti

vybérovy korela¢ni koeficient (ve smyslu ndhodné velici-
ny)

vypoctend hodnota vybérového korela¢niho koeficientu
absolutni odchylka od aritmetického priméru
prumeérnd absolutni odchylka

kovariance

¢etnost, rozsah souboru

prunik jeva A;
sjednoceni jevu A;
souc¢in pravdépodobnosti jevi A;

soucet pravdépodobnosti jevi A;

nahodny vektor

transponovany vektor (matice vektoru)
funkce beta

funkce gama

1.4 Seznam symboli rozdéleni nahodné veliciny

A Alternativni (Bernoulliho, nula-jedni¢kové) rozdéleni
Bi binomické rozdéleni

Dg degenerované rozdéleni

Erlang  Erlangovo rozdéleni

Exp exponencialni rozdéleni

F Fisherovo-Snedecorovo F-rozdéleni

r rozdéleni gama,

Ge geometrické rozdéleni

HGeom hypergeometrické rozdéleni
X rozdéleni y-kvadrat
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LN logaritmicko-norméalni rozdéleni
N normalni rozdéleni
NB negativné binomické rozdéleni
Po Poissonovo rozdéleni
q studentizované rozpéti
Rd rovnomeérné diskrétni rozdéleni
t Studentovo t-rozdéleni
U rovnomeérné spojité rozdéleni

Weibullovo rozdéleni
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Teorie pravdépodobnosti
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Kapitola 2

Jev, nahodny jev,
pravdépodobnosti
nahodného jevu

2.1 Axiomaticka definice pravdépodobnosti

V dvodni kapitole jsme si vysvétlili, co predstavuje ndhodny pokus. Kazdé-
mu nadhodnému pokusu muzeme priradit mnozinu €2, obsahujici jako prvky
vSechny mozné vysledky pokusu. P#i hodu kostkou je naptiklad

Q - {l:Ll:l?lZlaIZlav}?
pfi hodu minci je
Q = {rub, lic},

pfi hodu dvéma mincemi je
Q = {(rub, rub), (lic, lic), (lic, rub), (rub, lic) }.

Mnozina 2 muaze byt konecnd nebo nekonecéna. Ma vsak smysl uvazovat
pouze neprazdné mnoziny. Nahodny pokus ma byt mnozinou {2 jednoznacné
popsan, tzn. ze mnozina {2 musi byt vycerpavajici (musi nastat vzdy préavé
jeden z vysledku) a vysledky se musi navzajem vylucovat (nemuze se stét,
aby dva vysledky nastaly soucasné). Prvky w € § nazyvame elementdrnimi

jevy.

Otazka 2.1. Jak vypadaji elementérni jevy v obou kostkovych hréach rytire
z Méré z prikladu ﬁ?

19



20 KAP. 2 NAHODNY JEV

Tabulka 2.1: Zapis zakladnich pravdépodobnostnich relaci a operaci

Zapis Pravdépodobnostni interpretace
weA Jev A nastal, vysledek w ndhodného pokusu je
priznivy jevu A.
ACB A je podjev jevu B, jev B nastane, kdykoliv
nastane jev A.
B — A, Rozdil jevu B a A v tomto poradi je jev, ktery
také B\ A nastane pravé tehdy, kdyz nastane jev B a zaroven
nenastane jev A.
A=0-A Doplnék jevu A je jev, ktery nastane pravé tehdy,
kdyZ nenastane jev A.
AUB Sjednoceni jevi A a B je jev, ktery nastane pravé
tehdy, nastane-li alespon jeden z jeviu A, B.
ANB Prinik jevii A a B je jev, ktery nastane prave
tehdy, nastanou-li oba dva jevy soucasné.
ANB=10 Jevy A a B nazveme disjunktni, nemohou nastat
soucasneé.

AiNAj =0, 1#j, | Jevy Ay,..., A, tvori rozklad jevu C.
A =C
=1

1
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Podmnoziny €2 se nazyvaji ndhodné jevy. Jelikoz mozné vysledky ndhod-
nych pokusu fakticky tvori takové mnoziny, pfi praci s jevy uzivime mno-
zinovych relaci (napf. podmnozina) a operaci (prunik, sjednoceni, rozdil,
doplnék), které ovsem dopliujeme o pravdépodobnostni interpretaci a né-
kdy i vlastni ndzvoslovi. Prehled uvadime v tabulce R.1|. Prinik a sjednoceni
jevu se daji rozsitit i na vice jevi (na konecnou i nekoneénou posloupnost
jevi). Tzv. jev jisty je takovy ndhodny jev, ktery nastane pri kazdé realizaci
pokusu. Znacime ho €2, nebof je ekvivalentni mnoziné vsech moznych vy-
sledki. Tzv. jev nemozny je takovy jev, ktery nenastane pii zadné realizaci
pokusu. Znacime ho (), protoze je ekvivalentni prazdné mnoziné.

Ne vSechny podmnoziny {2 nutné musi byt nahodné jevy. Nékteré nejsou
zajimavé z hlediska interpretace, jiné nemohou byt jako jevy vibec oznace-
ny, protoze nejdou ,zmérit* a neni mozné nad nimi vybudovat smysluplnou
teorii. To vedlo v roce 1933 Kolmogorova® k obecné formalizaci pravdépo-
dobnosti zalozené na kolekcich podmnozin, které jsou uzaviené vzhledem
k doplnkim a spocetnym sjednocenim. Tyto kolekce se nazyvaji o-algebry
a obsahuji vSechny podmnoziny €2, kterymi m4 smysl se zabyvat. S trochou
nadsazky bychom o-algebru mohli nazvat kolekci vSech ,,hezkych* podmno-
zin €.

Definice 2.1 (0-algebra)
Necht A je neprdzdny systém podmnoZin mnoZiny Q # () takovy, Ze
a) D e A, _
b) je-li A€ A, pak A€ A,
o0
c) jsou-li Ay € A, i=1,2,..., pak |J A; € A.
i=1
Pak A nazgvime o-algebrou.

Jednotlivé prvky vhodné zvolené o-algebry A nazyvame ndhodné jevy.
Dvojici (€2,.A) nazyvame jevové pole. Uvedme si nyni bez dikazu nékteré
dalsi vlastnosti nahodnych jevi. Definice spolu s vétou zajistuji, ze
vysledky béznych mnozinovych operaci nad ndhodnymi jevy budou opét
nahodné jevy.

Véta 2.1 (o nékterych vlastnostech ndhodnych jevi). Necht Q je jisty jev
a A, B jsou ndhodné jevy v A.
a) Jev jisty je nahodny jev: Q € A.
b) Rozdil dvou nahodnijch jevi je nahodny jev:
jsou-li A,B € A, pak B— A € A.

! Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903-1987), rusky matematik, tviirce axiomatické
definice pravdépodobnosti.
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¢) Prianik spocetné mnoha ndhodngch jevi je nahodny jev:

oo
jsou-li Ay, As, ... € A, pak ﬂ A; € A
i=1
Priklad 2.1. Necht Q@ = {1,...,n}. Pak potenéni mnozina P(£2) (tj. mnozi-
na vSech podmnozin ) je o-algebra a neexistuje mensi o-algebra obsahujici
vSechny elementéarni jevy {w}, w € Q.

Priklad 2.2. Necht Q = R. Pak poten¢ni mnozina P(R) je také o-algebra,
ale existuje i mensi o-algebra, které déavame (z duvodu zminénych déle)
prednost. Je to predevsim tzv. borelovskd o-algebra, kterou definujeme jako
nejmensi o-algebru obsahujici vsechny oteviené podmnoziny R. Borelovska
o-algebra obsahuje vSechna spocetné sjednoceni otevienych mnozin, ale také
vSechny uzaviené podmnoziny R. Oznacujeme ji B(R) nebo jen kratce B.

Kazdému ndhodnému jevu lze priradit redlné ¢islo reprezentujici ,,Sanci®,
s kterou jev nastane. Toto ¢islo nazveme pravdépodobnost nahodného jevu.
S pojmem pravdépodobnosti jsme se jisté kazdy v bézném zivoteé jiz setkali
a mnohokrat pouzili, aniz bychom znali pfesnou definici tohoto pojmu. Vez-
méme si napiiklad za ndhodny pokus hod béznou hraci kostkou. Pti ném
je pro kazdy vysledek [-],[7], .. .,[3 pravdépodobnost padnuti rovna %. Pri
hodu minci je pravdépodobnost padnuti rubu stejna jako pravdépodobnost
padnuti lice, tj. % Tato tvrzeni o pravdépodobnosti vysledkii ndhodného
pokusu hodu kostkou a hodu minci plynou z nasi zkuSenosti. Na pojem
pravdépodobnosti se mizeme podivat i ze statistické stranky: hazejme kost-
kou a vysetfujme relativni ¢etnosti f,, = ™ zvoleného jevu (n je pocet hod,
m je pocet hodi, ve kterych padl vysledek pfiznivy vysetfovanému jevu),
zjistime pri vétSim poctu hodu, Ze relativni ¢etnosti elementarnich vysledku
budou kolisat kolem % = 0,16. U hodt minci budou relativni ¢etnosti kolisat
kolem % =0,5.

Priklad 2.3 (Relativni ¢etnosti prvni kostkové hry rytite z Méré z prikla-

du @ na strané @) i’ Tento statisticky pristup lze snadno simulovat na
pocitaci. Podivejme se, jak by si mohl rytit z Méré poradit se svou otazkou
ohledné Sance na vyhru v prvni kostkové hie, kdyby byla tato vymoze-
nost k dispozici jiz v 17. stoleti. V. MS Excelu k tomu vyuzijeme funkci
na generovani nahodnych ¢isel. Hod jednou kostkou lze simulovat pomoci

= CEILING.MATH(NAHCISLO()*6) ‘ nebo jednoduseji = RANDBETWEEN(1;6) ]
Kazda hra sestava ze Ctyr takovych hodt, vzorec tedy umistime napriklad
do ¢tyt bunék B2 az E2 vedle sebe. Rytit z Méré v jedné hie vitézi a vyhrava
bank, pokud padla alesponi jedna Sestka: = (COUNTIF(BQ:E2;6)>O)*1]. Ny-
ni cely radek zkopirujeme tolikrat, kolik her hodlame simulovat (napriklad
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Obrézek 2.1: Relativni ¢etnost vyhry v prvni kostkové hie rytite de Méré
2 pitkladu .3

tisic). Secteme pocet jednicek a vydélime poctem her, ¢imz ziskdme poza-
dovanou relativni ¢etnost vyhry. Po uré¢itém poctu her (pfi jedné simulaci
ilustrované na obrazku to bylo po asi 430 hrach) bude relativni ¢etnost
vyhry jen malo kolisat kolem hodnoty 0,52.

Jak se naucime pocitat pozdéji, skutecna prav- oS vReliT,
dépodobnost vyhry v této hie je 0,518, tedy vel- wat
mi blizko ndmi simulované hodnoté. Rytit z Méré
mél ve skuteénosti moznost takovou simulaci pro-
vést i ve své dobé, jenom by provedeni simulace bez
pouziti pocitace (zato se skuteénou kostkou) trvalo
o néco déle. Kdyby si to uvédomil, usettil by jisté
velké jméni a nepokousel by se hrat druhou ze svych
her.

Otazka 2.2. Pomoci simulace odhadnéte pravdépodobnost tispéchu rytire
z Méré v jeho druhé kostkové hre.

I jen z intuitivni predstavy muzeme dedukovat, ze relativni ¢etnosti maji
nasledujici vlastnosti:

1) 0 < fn(A) <1 pro libovolny ndhodny jev A € A,



24 KAP. 2 NAHODNY JEV

2) je-li Ay, Ag,... posloupnost ndhodnych jevu takovd, ze pro libovolna
i#7j,1,7=1,2,... plati A;NA; =0, pak

=1 =1

3) fn(m) =0a fn(Q) =1,
Ma34-li pravdépodobnost odpovidat relativnim cetnostem jeva, jak to na-
znacuje priklad , pak musi vykazovat obdobné vlastnosti. Pfesné toto
si uvédomil Kolmogorov a odvodil nésledujici definici pravdépodobnosti:

Definice 2.2 (Pravdépodobnost ndhodného jevu)

Necht Q # 0 a A je o-algebra definovand na Q, tj. (2, A) je jevové pole.
Pak pravdépodobnostni mirou (krdtce pravdépodobnosti) nazveme libovol-
nou redlnou funkci P: A — R, kterd spliuje ndsledujict trojici vlastnosti:
a) (nezdpornost) P(A) > 0 pro libovolny ndhodny jev A € A,

b) (o-aditivita) pro kaZdou posloupnost disjunktnich jevi {A,}5°, plati

() - S
=1 =1

¢) (normovanost) P(Q) = 1.

Trojice (2, A,P) se nazgvd pravdépodobnost-
ni prostor. Hodnota P(A) se nazyvd pravdépo-
dobnost jevu A.

Pravdépodobnostni mira takto definovana vy-
kazuje fadu dalsich intuitivnich vlastnosti. Shr-

neme si je v nasledujici véte.
Véta 2.2 (o vlastnostech pravdépodobnosti ndhodného jevu, bez dikazu).
Pro pravdépodobnost P jevi A, B € A plati:

a) P(0) =0,

b) P je konecné aditivni, tj. jestlize Ay,...,A, € A, AinA; =0 pro

libovolnd i # j, 1,7 =1,...,n, pak[P’(UA) Z}P’(Ai),

c) P je monotonni, tj. jsou-li A,B€ AaACB, pak ]P’(A) < P(B),

d) jsou-li A,Be€ AaACB, pak P(B—A) =P(B) —P(A),

e) P(A) =1 —P(A) pro libovolngj ndhodny jev A € A,

f) P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) pro libovolné nahodné jevy A, B € A,

g) P <U Ai> < > P(A;) pro libovolnou posloupnost {A;} v A,
i=1
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h) jestlize pro vSechna n je A, € A, Ay C Ay CAs... , A=J, A
pak P(A) = limy, o P(Ay),
i) jestlize pro vsechna n je A, € A, A1 D Aa D As... , A= () An,

n=1
pak P(A) = limy, o0 P(Ap).

Vlastnost B| Ize indukci rozsirit na libovolny konecény pocet jevu takto:

n n n—1 n
IP’(U Az-) SR =Y Y BN A
i=1 i=1

i=1 j=i+1

n—2 n—1
+Y > Z (A; N Aj N Ay) + ”1P<ﬂA> (2.1)

i=1 j=i+1 k=j+1

2.2 Klasicky pravdépodobnostni prostor

Kolmogorovova axiomaticka definice pravdépodobnosti je nekonstruktivni:
nespecifikuje viibec, jak ma jevové pole a pravdépodobnost vypadat, pouze
specifikuje, ze jevy musi tvorit o-algebru dle definice a pravdépodobnost
splnovat podminky definice R.2. Starsi pokusy o vymezeni pravdépodobnosti
byly vesmés konstruktivniho charakteru — specifikovaly konkrétni vlastnosti
pravdépodobnosti, ale zaroven tim pfisly o potfebnou obecnost, aby byly
schopny popsat ndhodné chovani slozitéjsich procest. Nejstarsim zkouma-
nym pravdépodobnostnim prostorem je tzv. klasickd pravdépodobnost.

Definice 2.3 (Klasicky pravdépodobnostni prostora)
Pravdépodobnostni prostor (2, A,P) nazveme klasickym pravdépodobnost-
nim prostorem, jestlize

a) mnozina S je konecnd o m prvcich,

b) za o-algebru A vezmeme systém P(2) vsech podmnozin mnoZiny €2,

¢) vSechny elementdrni jevy jsou stejné pravdépodobné, tedy oznacime-li

D1y, Pm pravdépodobnosti jednotlivych elementdrnich jevi, pak
1
p1=p2= =Pm = _-
m

2Uvedens definice se nazyvé téz Laplaceova definice pravdépodobnosti. Jejim autorem
je Pierre Simon de Laplace (1749-1827), francouzsky matematik, fyzik, astronom a politik.



26 KAP. 2 NAHODNY JEV

kde m 4 je pocet vysledki priznivich jevii A a m je pocet vsech moznijch
vysledkid ndhodného pokusu. Pravdépodobnost takto definovand se nazyvd
klasicka pravdépodobnost.

Otazka 2.3. Ovérite, ze klasickd pravdépodobnost je pravdépodobnosti ve
smyslu definice R.2, tj. spliuje vSechny tii axiomy.

V dlohéch, pii jejichz feSeni se vyuzije klasickd pravdépodobnost, jde
o nalezeni mnoziny elementarnich vysledki tak, aby tyto vysledky byly stej-
né pravdépodobné. Jakmile se ndm to podari, je vypocet pravdépodobnosti
redukovan na uziti kombinatorickych pravidel.

Priklad 2.4. Hézime dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost jevu A
»ha kostkdch padnou stény s puntiky, jejichz soucet je mensi nez 5“7

Resend. Vysledky pokusu jsou usporadané dvojice stén kostek: prvni ¢len
dvojice odpovida vysledku hodu 1. kostkou a druhy ¢len odpovida vysledku
hodu 2. kostkou. Vsechny mozné vysledky jsou tedy reprezentovany mnozi-
nou

Q=A{0O0). @0, E6, @)}
Pocet vSech moznych vysledku je |2] = m = 36. Vysledky pfiznivé sledo-
vanému jevu A jsou (G1,0), (), (&), (O.5), &6, ), tedy

ma = 6. Hledand pravdépodobnost jevu A je tedy rovna

6 1

A

Priklad 2.5 (Pravdépodobnost vyhry v druhé kostkové hre rytite z Mé-
ré). Jakd je pravdépodobnost vyhry v druhé kostkové hie rytite z Méré
z pfikladu

Resend. Pii hodu dvéma kostkami souc¢asné méame celkem 36 moznych vy-
sledki, jako v prikladu @ Pouze jeden z nich je (E3,(3), tedy pravdépo-
dobnost, ze v jednom hodu dvéma kostkami hodime dvé Sestky, je %. Podle

pravidla pro pravdépodobnost opa¢ného jevu (bod B| véty @) je tedy prav-
dépodobnost, ze dvé Sestky nehodime, %. Pravdépodobnost, ze nehodime

dveé Sestky v zadném z 24 pokusi, je tedy

24
P(bez dvojice Sestek v 24 pokusech) = (22) = 0,5086.
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Vysledna pravdépodobnost, ze v celé hie padne alespon jednou dvojice Ses-
tek, rytit z Méré zvitézi a bude brat bank, je tedy

P(alespori jedna dvojice Sestek v 24 pokusech) =1 — <35> = 0,4914.

36
Vyhoda souperu rytire z Méré tedy v této hie c¢ini =
asi 1,8 %. Pro srovnani, vyhoda kasina v americké ru-
leté (s jednoduchou a dvojitou nulou) ¢éini 5,26 % a ve P
francouzské (s jednou zelenou nulou) 2,7 %. Rytit z Mé-
ré tedy neprohral své penize tak rychle, jako v kasinu,
ale s obdobnou mirou jistoty.

Otazka 2.4. Vyuzitim postupu z prikladu @ spocitejte pravdépodobnost
vyhry rytite_z Méré v prvni kostkové hre, kterou jsme odhadli simulaci
v prikladu

Priklad 2.6. V balicku je 32 hracich karet, z to- Ve 11
ho ¢tyti esa. Dvakrat za sebou vytahneme nahod- NEK T Y
né jednu kartu, pfitom po prvnim tahu vytaze-
nou kartu

a) vratime zpét do balicku,

b) nevratime zpét do balicku.

Stanovte pravdépodobnost jevu A ,alespon jed-
na z vytazenych karet je eso®

Resend. Vysledky pokusu jsou v obou piipadech opét usporadané dvojice:
prvni ¢len dvojice odpovida karté vytazené v 1.tahu a druhy célen karté
vytazené v 2.tahu. Dale se postup lisi.

a) V 1.tahu muzeme kartu vytdhnout 32 zpusoby. Protoze vytazenou kartu
vracime zpét do balicku, i v 2. tahu mame 32 moznosti. Pocet vSech moz-
nych piipadii je tedy m = 322 = 1024. Ptiznivym piipadiim odpovidaji
tahy s usporadanymi dvojicemi typu (libovolna karta, eso), (eso, libovol-
nd karta), (eso, eso). Pocet priznivych ptipadu je myg = 28- 4+4 28+4-
4 = 240. Hledané pravdépodobnost je rovna P(A) = 120% = 15 = 0,234.

b) Pocet moznych piipadi je vzhledem k tomu, ze po prvnim tahu kartu
nevratime, m = 32-31 = 992. Priznivym pripadim odpovidaji opét tahy
(libovoln4 karta, eso), (eso, libovolna karta), (eso, eso). Pocet pfiznivych
pripadi je nyni my = 28-4+4-284-4-3 = 236. Hledana pravdépodobnost

je rovna P(A4) = 23 = 29 = ,238.
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Postupovat lze v tomto druhém pripadé i volbou reprezentace, ve kte-
ré vytahneme obé karty soucasné. Vysledky pokusu jsou vSechny neu-
spofddané dvojice moznych tahii, kterych je (%). Pocet piipadi, kdy
vytahneme alespon jedno eso, muzeme vypocitat pouzitim doplikového
jevu, tj. pomoci poctu pripadii, kdy nevytdhneme ani jedno eso. Téchto

32 28
piipadt je (228). Celkem tedy P(A) = (223_252) = 29 =10,238.
2

Priklad 2.7. Jednou héazime Sesti kostkami, pricemz
kazdou kostku ocislujeme pravé jednim z cisel 1,...,6.
Jaka je pravdépodobnost, ze alespon na jedné kostce bu-
de pocet ok souhlasit s ¢islem, jimz jsme kostku oznacili?

Resend. Necht A; je takovy jev, Ze na i-té kostce souhlasi pocet ok s ¢islem,

jimz je kostka oznacena, a necht jev A je jev ,alespon na jedné kostce
6
souhlasi pocet ok s ¢islem, jimz je kostka oznacena“. Pak A = ] A;. Protoze

i=1
jevy Ai,..., Ag nejsou disjunktni, je podle rovnice (@) na strané @

6 6 5 6
P(Uar) = 3orta -3 Y rlanas

i=1 i=1 1=1 j=1i+1

4 6 6
YN IP’(AiﬂAijk)+...+(—1)5IP>(ﬂAz). (2.2)

1=1 j=1+1 k=j+1

Hledejme pravdépodobnosti vyskytujici se v (@) Hodu Sesti kostkami od-
povida usporadand Sestice, jejiz prvky se mohou opakovat. Pocet moznych
vysledki je tedy 65 = 46656. Jevu A;, i = 1,2,...,6, jsou piiznivé ty vy-
sledky, u kterych souhlasi u i-té kostky pocet ok s jejim ¢islem, na ostatnich
kostkach miize padnout cokoliv. Takovych vysledki je 6° = 7776. Z toho
plyne, ze .
P(A;) = % _ % i=1,2,....6.
Nyni budeme pocitat pravdépodobnosti P(A;NA;), kdei,j =1,2,...,6,
i # j. Pocet moznych vysledkii je opét 6° = 46 656. Piznivé vysledky
jsou ty, u kterych na i-té a j-té kostce souhlasi pocet ok s jejich ¢islem, na
ostatnich kostkdch muze padnout cokoliv. Pocet priznivych vysledku je tedy
61 =1296 a
64 1. . .,
P(A; NAj) = i) =0,028, i,j =1,2,...,6, i £ j.



2.3 GEOMETRICKA PRAVDEPODOBNOST 29

Analogicky
6> 1. .
P(A; N A;NAg) = e =0,0046, i < j <k,
S 1
i=1

Hledana pravdépodobnost jevu A je

1 6 1 1
P(A) =6~ — c— 4 (=1)° - — = 0,665.

Zminény postup je dosti komplikovany. Jednodussi je v tomto pripadé
vyuzit opaéného jevu A (na zadné kostce nebude souhlasit pocet ok s jejim
¢islem). Pocet pifznivych jevii A je 59 tedy

_ 56
P(A)=1-PA)=1- o= 0,665.
AN

Priklad 2.8. Pti zahajeni hry Pocker dostane kazdy hrac¢ pét karet. Jaka
je pravdépodobnost, ze hra¢ dostane dva kréle a soucasné dvé esa?

Resend. Uvazujeme karty se ¢tyfmi riznymi ,barvami“, od kazdé barvy 13
karet s hodnotami 2-10, joker, kralovna, kral a eso. Poc¢et vSsech moznosti,
jak mohou vypadat ruzné pétice karet, je (52) = 2598 960. Pocet priznivych

5
vysledki sledovanému jevu je () - (5) - (%) = 1584. Vyslednd pravdépodob-
nost je P = 5225 = 0,000 609. A

2.3 Geometricka pravdépodobnost

Neékdy lze elementarni vysledky reprezentovat po-
moci néjakého geometrického tutvaru (dseckou,
obdélnikem, kouli apod.), obecné podmnozinou
bodii z R?. Jestlize viechny body maji stejnou
,pravdépodobnostni vahu“, tj. zddny elementar-
ni vysledek neni z hlediska Sance na vyskyt pre-
ferovan pred jinym, mluvime o tzv. modelu geo-
metrické pravdépodobnosti.

0BRAZKY NAM MAJ PoMAHAT
ROZUMET DATCM ALE TED
MUSIME POCHOPIT OBRAZEK

A\

N
N\

=



30 KAP. 2 NAHODNY JEV

Definice 2.4 (Geometricka pravdépodobnost)
Pravdépodobnostni prostor (2, A,P) nazveme geometrickou pravdépodob-
nosti, jestlize
a) Q C R4,
b) A= B(Q) je borelovskd o-algebra na Q (tj. nejmensi o-algebra obsahujici
vSechny oteviené podmmnoziny $2),
¢) pravdépodobnost jevu A € A je primo imeérnd d-rozmérné LebesgueovéE
mire p¢ mnoziny Ad:

Priklad 2.9. Autobusy prijizdéji na zastavku pra-

DNESKA
videlné v 10minutovych intervalech. Student pfi-
jde na zastavku v ndhodném case. Jaka je pravdé- s\ mg

podobnost, ze bude ¢ekat déle nez 5 minut? =

Reseni. Vysledkem pokusu je doba ¢ekani studen- / J |
ta na autobus. Student muze ¢ekat 0 az 10 minut, e

prostor elementarnich jevu je tedy tsecka Q = [0;10). Jev A (doba ¢ekani
delsi nez 5 minut) je otevieny interval (5;10). Hledana pravdépodobnost je
tedy:

L((5;10 5 1
IP(A):“O_’))ZZQZO,a

—~
— |~

A

Priklad 2.10. Dvé osoby (I, II) pfijdou na misto schiizky mezi 12. a 13.
hodinou. Casové okamziky p¥ichodu obou osob jsou nahodné a nezavislé.
Ten, kdo prijde na misto schiizky, ¢ekd 20 minut a nedocka-li se druhého,
odchézi. Jaka je pravdépodobnost, ze se osoby setkaji?

Reseni. Elementarni jev je zde w = (x,%), kde x zna¢i dobu piichodu osoby
I a y dobu pfichodu osoby II. Stavovy prostor je tedy £ = [0, 60] x [0, 60].
Oznac¢me A jev, ze ,se osoby setkaji“, pak mame

A={(z,y) €Q: [z —y[ <20}
(viz obrézek R.9). Jev doplitkovy je

A={(z,y) €Q : y <z —20neboy>z+20}.

3Henri Léon Lebesgue (1875-1941), francouzsky matematik.
4Pro nase tcely postadi, pokud si pod p'(A) predstavime délku mnoziny A, pod p?(A)
obsah A a pod u*(A) objem A.
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(=)
[an}

) o N o
S S o S
T T T
o

Cas prichodu osoby II [min]
—_
o

| | |

10 20 30 40 50 60
Cas prichodu osoby I [min]

ja)
)

Obrazek 2.2: Oblast setkani (jev A) k prikladu

Obsah mnoziny A sklddajici se ze dvou trojuhelniki je p?(A) = 40 - 40 =
= 1600. Obsah Q je u%(Q2) = 3600, coz dohromady dava:
2(A) 4 5

P(A):1-1P(71):1—Z2(Q):1—§:§=o,5.

2.4 Obecné pravdépodobnostni prostory

Klasicka pravdépodobnost nedokéze reprezentovat systémy, ve kterych je
nekonecné mnozstvi elementarnich jevi (napt. ndhodné jevy reprezentuji-
ci pocty udélosti). Podobné ani klasickd, ani geometrickd pravdépodobnost
si neporadi s pripady, ve kterych nemaji elementarni jevy stejnou vahu
(napr. pravdépodobnost narozeni chlapce je o néco malo vyssi nez pravdeé-
podobnost narozeni divky). Proto zavadime obecnéjsi pravdépodobnostni
prostory, ve kterych tyto pozadavky vypoustime. Tyto prostory najdou vy-
uziti pozdéji pri zavedeni pojmu nahodné veliCiny.

Diskrétni pravdépodobnostni prostor je zobecnénim klasické pravdépo-
dobnosti, ktery mize mit spocetné mnoho elementarnich jevi a kde se prav-
dépodobnosti jednotlivych elementarnich jevii mohou lisit.

Definice 2.5 (Diskrétni pravdépodobnostni prostor)
Pravdépodobnostni prostor (2, A,P) nazveme diskrétni pravdépodobnostni
prostor, jestlize
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a) Q ={wi,ws,...} md nejugse spocetné mnoho pruki,

b) A=P(A) je potencni mnozina (tj. mnozina vsech podmnozin),

c) kaZdému elementdrnimu jevu w; € Q, 1 € N je prirazena pravdépodob-
nost p; = P(w;) a to tak, aby

o
> pi=1
i=1
Pravdépodobnost libovolného jevu A € A je tedy potom jednoznacné ddna

vztahem
P4 = Y p (2.3
w; EA

Podobné spojity pripad je zobecnénim jednorozmérné geometrické prav-
dépodobnosti. V kapitole J o ndhodnych vektorech zavedeme vicerozmérnou
geometrickou pravdépodobnost.

Definice 2.6 (Jednorozmérny spojity pravdépodobnostni prostor)
Pravdépodobnostni prostor (2, A,P) nazveme jednorozmérny spojity prav-
dépodobnostni prostor, jestlize

a) =R,
b) A= B(R) je borelovskd o*—algebraﬁ nad R,
c¢) je dina funkce f: R — [0; +00] takovd, Ze

/Rf(a:) dr = 1.

Pravdépodobnost libovolného jevu A € A je dana jednoznacné vztahem

P(A) = /A () dz. (2.4)

Viz pifklad @ na strané @



2.5 ULOHY 33

2.5 Ulohy

2.1 V urné jsou kulicky t¥{i barev (jinak shodnych fyzikalnich vlastnosti).
Necht jevy A, B, C postupné znamenaji, ze ,nadhodné vybrana kulicka je
cerna”, ,kulicka je cervena®, ,kulicka je bila“. Urcete vyznam
nasledujicich jevi:
a) AN B,
b) (AUC)N B,
c) (AnC)UB,
d) AUBUC.

2.2 Hazime jednou kostkou. Jev A znamend, ze ,,pii hodu padne ¢islo mensi
nez 4%, a jev B, ze ,,pii hodu kostkou padne ¢islo mensi nez 5. Pomoci jevi
A, B, A, B vyjadiete nasledujici jevy:

a) ,pri hodu kostkou padne ¢islo 4,

b) ,,pfi hodu kostkou padne ¢islo vétsi nez 3¢,

¢) ,,pii hodu kostkou padne ¢islo mensi nebo rovno 6%

2.3 Pii zkouSce z biologie dostane ndhodné vybrany student tii otazky.
Necht jev A znamend, Ze ,student zodpovi spravné prvni otdzku*, jev B,
ze ,student zodpovi spravné druhou otazku“ a jev C, ze ,student zodpovi
spravné tieti otdzku“. Vyjadiete pomoci jevii A, B, C, A, B, C, Ze tento
nahodné vybrany student:
a) ,zodpovi spravné jen prvni otdzku“,

) ,zodpovi spravné alespon dvé otazky*,
c¢) ,zodpovi spravné pravé jednu otdzku®,

) ,zodpovi spravné maximélné dvé otazky*.

2.4 Héazime tfemi kostkami. Jaka je pravdépodobnost, ze soucet ok, které
padnou na vrchnich sténach téchto tii kostek, je roven 57

2.5 V urné je 10 listkd. Na Sesti listcich jsou dvojcifernd ¢isla a na ¢tytrech
jednociferné c¢isla. Vytahneme dvakrat po jednom listku a listky uz nevra-
cime zpét do urny. Vytazené listky ulozime vedle sebe v poradi, v jakém jsme
je vytahli. Jaka je pravdépodobnost, ze takto vzniklé ¢islo je ctyrciferné?
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2.6 Mezi ¢trnacti lidmi je osm s vysokoskolskym vzdélanim, zbyli maji stie-
doskolské vzdélani. Nahodné vybereme ctyti lidi. Jaka je pravdépodobnost,
ze

a) ,vsichni ¢tyfi maji stredoskolské vzdeélani“ (jev A),

b) ,préavé jeden ma vysokoskolské vzdélani“ (jev B),

c) yalespon jeden mé vysokoskolské vzdélani“ (jev C).

2.7 Manzelé Novakovi chtéji mit ¢tyri déti a védi, ze pravdépodobnost naro-
zeni chlapce je podle dlouhodobych statistik asi 0,514, narozeni divky 0,486.
Tchyné pana Novaka ovsem tvrdi, Ze s nejvétsi pravdépodobnosti budou mit
Novakovi dva syny a dvé dcery. Rozhodnéte, zda mé tchyné pravdu. Zdi-
vodnéte.

2.8 Hrac I vyhraje, jestlize pri Sesti hodech kostkou hodi alespon jednu
Sestku. Hrac¢ II vyhraje, jestlize hodi alespon dvé Sestky z dvandcti hodu
kostkou. Ktery hra¢ ma vétsi pravdépodobnost vyhry?

2.9 Ctyii jeleni byli chyceni z populace N jelent,
byli oznaceni a vypusténi zpét. Abychom ovérili, ze
oznaceni jeleni jsou ndhodné rozmisténi v popula-
ci, odchytili jsme pét jelenti po dostatecné dlouhé
dobé ze stejné populace. Jaka je pravdépodobnost,
7e ,pravé jeden oznaceny jelen bude znovu odchy-
cen“ (jev A), jestlize N = 8 a N = 307 Sestavte

bodovy graf zavislosti pravdépodobnosti P(A) na To J5ER
velikosti populace jelenu (N = 8,9,...,60).

2.10 Hazime n-krat po sobé dvéma kostkami. Jakd je pravdépodobnost, ze
nalespon pri jednom hodu padne soucet 1247

2.11 Student si pri zkousce z matematiky tahd tii otazky ze 30. Ve 30
otazkach je 10 otazek z algebry, 15 z matematické analyzy a 5 z geometrie.
Jakd je pravdépodobnost, ze ,si student vytdhne alespon dvé otazky ze
stejné discipliny“?

2.12 Z urny, ktera obsahuje n kulicek, vytahneme najednou nékolik kulicek.
Urcete, jaka je pravdépodobnost, ze jsme vytahli sudy pocet kulicek? Pred-

5Tento problém formuloval jako prvni Samuel Pepys (1633-1703), vysoky tfednik
anglického ndmornictva a politik. Ulohu vyf¥esil v roce 1693 sir Isaac Newton (1643-1727).
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poklddejme, zZe stejné pravdépodobnd jsou moznd tazeni kulicek, tj. volim
nadhodné mezi vSemi moznymi tahy (rozliSitelnych) kulicek.

2.13 V osudi je a listkti se sudymi ¢isly a b listkt s lichymi ¢isly. Jednim
tahem vytahneme k listkii. Vytazené listky vlozime do druhého prazdného
osudi a z ného pak vytdhneme jeden listek. Jaka je pravdépodobnost, ze
ntento listek je se sudym cislem*“?

2.14 Ve tridé je n zaku.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze se ve t¥idé najde
alespon jedna dvojice, kterd ma narozeniny stej-
ny den v roce?

b) Jaka je pravdépodobnost, ze ve t¥idé existuje ale-
spon jeden spoluzédk, ktery mé narozeniny stejny
den jako tfidni profesor?

c) Jaké je nejmensi n takové, aby pravdépodobnost, ze dva zdci maji
narozeniny ve stejny den, byla vétsi nez %7
V 1lohach neuvazujte prestupné roky, pritomnost dvojc¢at a predpokladejte,

ze se béhem celého roku déti rodi rovnomérné.

2.15 Dva parniky, které pouzivaji jediné stejné pristavisté, mohou priplout
kdykoliv béhem 24 hodin. Jejich prijezdy jsou nezavislé. Prvni parnik obsadi
pristavisté na jednu hodinu, druhy na dvé hodiny. Jaka je pravdépodobnost,
Ze ani jeden parnik nebude muset ¢ekat na uvolnéni pristavisté?

2.16 Necht z,y € (0;1) jsou ndhodné zvolena ¢isla. Jaké je pravdépodob-
nost, ze jejich soucet je mensi nez 1 a soucin vétsi nez 0,097

2.17 Na tsecce délky [ jsou ndhodné umistény dva body X a Y, které
nahodné rozdéluji isecku na tii ¢asti. S jakou pravdépodobnosti lze z takto
vzniklych ti{ tsecek sestrojit trojihelnik?

ReSeni tiloh
2.1

a) ,vybrand kulicka neni ¢ernd a souc¢asné neni ¢ervena* neboli ,vybrana
kulicka je bila“,
b) ,vybrand kulicka je ¢ernd nebo bild a zaroven ¢ervena“, jev nemozny,
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c) ,vybrand kulicka je ¢ernd a zaroven bila, nebo ¢ervend“ neboli ,vy-
brana kulicka je Cervend*,
d) ,vybrand kulicka je ¢erna, nebo Cervena, nebo bila“, jev jisty.

2.2a) BNA=B\ A, b) A ¢) BUB nebo AU A.

2.3

a) ANBNC,

b) (ANB)U(BNC)UANC),

¢) (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)

d) (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U

UANBNC)UANBNC)U(ANBNC)=(ANBNCQC).

2.4 & = 0,027
2.5 1=0,3

2.6 a) P(A) = 0,0150; b) P(B) = 0,1598; c) P(C) = 0,985.

2.7 Pravdépodobnost narozeni dvou synu a dvou dcer je po zaokrouhleni
0,374, coz je nejvyssi pravdépodobnost, které muze byt pri riznych kombi-
nacich poc¢tu synt a dcer dosazeno. Tchyné ma tedy pravdu.

2.8 Pravdépodobnost vyhry hrace I je asi 0,665, pravdépodobnost vyhry
hrace II je asi 0,619. Hra¢ I ma vyssi Sanci na vyhru.

2.9 Pro N =8 je P(A) = 0,071, pro N = 30 je P(A) = 0,42. Bodovy graf je
na obrazku P.3.

Velikost populace jelentt
0 10 20 30 40 50 60

Obrézek 2.3: Bodovy graf zdvislosti pravdépodobnosti P(A) na velikosti po-
pulace N jelenti

2.10 1 — ()"
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2.11 0,815

D P =11 (1= k) (1= ) (1 ) =

_ | _ 365:364-(365—nt1)
Ey 1 (e
b) P(B) =1 — (36)".
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Obrazek 2.4: Mnozina vsech moznych vysledka a vysledku priznivych jevu

A v tloze

2.17 P(4) = LA _ Dj4
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pozice Y

N[~

Ao

0 l pozice X

|~

Obrazek 2.5: Mnozina vSech moznych vysledki a vysledkt priznivych jevu

A= A1 U Ay v tloze P17



Kapitola 3

Podminéna
pravdépodobnost, nezavislost

3.1 Podminéna pravdépodobnost

Pravdépodobnostni prostor (€2,.4,P) je matematickou reprezentaci vSech
moznych vysledki ndhodného pokusu spolu s informaci o pravdépodobnosti
jejich vyskytu. Je bézné, ze v prubéhu casu muze dojit k néjaké aktualizaci
informace o tomto pokusu, ¢imz muze dojit i ke zméné pravdépodobnos-
ti, Ze nastane urcity jev A. Teorie pravdépodobnosti disponuje nastrojem
k popsani této situace — nazyva se podminénd pravdépodobnost.

Predpokladejme, Ze zkoumame pravdépodobnost vyskytu ndhodného je-
vu A nad pravdépodobnostnim prostorem (€2,.4,P). Necht je nové k dis-
pozici dodatecna informace o tom, zZe nastal néjaky jiny jev B s nenulovou
pravdédobnosti P(B) > 0. Situaci mtzeme ilustrovat na nasledujicim pii-
kladu.

Priklad 3.1. Hazejme postupné dvéma kostkami a zkoumejme ndhodny
jev A = _soucet ok na obou kostkach je nejvyse 5% Prostor elementarnich
jevi je stejny jako v prikladu

C={G00. GO, - BEH @B

a pravdépodobnost jevu A pred zahajenim pokusu ¢ini

10

P(4) = 5. =027,

nebot 10 z 36 moznych vysledku je jevu A priznivych (necht si je ¢tenar
sam vycisli).

39
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Nyni zkoumejme situaci po prvnim ze dvou hodi. Dejme tomu, ze v prv-
nim hodu na kostce padla []. Tuto informaci reprezentujeme nad prostorem

(Q, A, P) jako jev

B={00 GO . @B}

Pravdépodobnost vyskytu tohoto jevu je ziejmé P(B) = 6/36. Jaka je nyni
v této nové situaci pravdépodobnost vyskytu jevu A7 Z deseti usporadanych
dvojic mnoziny A jich maji [ jako prvni prvek celkem ¢ty¥i dvojice tvoiici
podmnozinu §2:

{OD GO GOH), ;-

Vsimnéte si, ze tato mnozina je formalné priunikem mnozin A a B, tj. ANB,
a jeji puvodni (pfed prvnim hodem spoétend) pravdépodobnost je 4/36.
Protoze vSak jiz vime, Ze jev B nastal, je zddouci pravdépodobnost jevu A
aktualizovat tak, aby vzala v ttvahu novou informaci o realizaci jevu B. Jeji
nova hodnota ma ¢init 4/6 — pro druhy hod pfipada v tivahu Sest moznych
vysledkt a ¢tyTi z nich jsou priznivé jevu A. S vyuzitim ptvodnich informaci
o pravdépodobnosti ji mizeme dostat jako podil

4/& — g — 0737

6/36 3
tedy jako podil pravdépodobnosti priuniku jevii A N B a pravdépodobnosti
podminky B. Vidime tedy, ze pravdépodobnost vyskytu jevu A se po prvnim
ze dvou hodu zvysila z ptivodnich pribliznych 28 % na asi 33 %.

V tomto a podobnych pripadech ve skutecnosti nehovorime o ,aktualizo-
vané“ pravdépodobnosti jevu A, nybrz o pravdépodobnosti jevu A podmi-
néné jevem B nebo téZ o podminéné pravdépodobnosti jevu A za podminky
B, kterou znac¢ime P(A|B).

Definice 3.1 (Podminéna pravdépodobnost)

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (2, A,P) a ndhodné jevy A, B, kde
P(B) > 0. Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev
B, definujeme vztahem

P(AN B)

P(AIB) = —5

(3.1)

Nésledujici véta tikd, ze podminéna pravdépodobnost mé vsechny za-
kladni vlastnosti pravdépodobnosti nepodminéné dle definice R.2, a tudiz je
to také pravdépodobnost.
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Véta 3.1. Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (2, A,P) a ndhodny jev
B, kde P(B) > 0. Pak pro libovolny jev A € A plati:

a) (nezdpornost) P(A|B) > 0,
b) (o-aditivita) pro kaZdou posloupnost {A,}7° | disjunktnich jevi plati

P (D Aan> _ S B(4,B).
n=1 n=1

¢) (normovanost) P(2B) = 1.

Diikaz.

a) P(A|B) > 0, nebot podle (@) jde o podil nezadporného a kladného ¢isla.
b) Protoze Aj, Ag,... jsou disjunktni, tak i A; 0N B, A2 N B,... jsou dis-
junktni. Z axiomu ) definice a z definice plyne

GAnt inIP(Ant)

oo ]P) oo

n=1

¢) Z definice El! plyne, Ze

P(Q|B) = - ~1.
O

Velmi casto jsou v definici El] znamy podminéné i nepodminéné pravdé-
podobnosti, coz ndm umozni ze vztahu (B.1)) odvodit pravdépodobnost, ze
dva jevy nastaly soucasné:

P(AN B) =P(A|B) - P(B). (3.2)
Piiklad 3.2 (o vadnych pojistkach). Méjme kra-
bici s 20 tepelnymi pojistkami, o nichz vime, ze KO PolIsTKR

nedopatienim obsahuje 5 vadnych. Potrebujeme
opravit dva pristroje vyménou jejich pojistek. Po-
stupné tedy z krabice vyndame dvé pojistky (bez
vraceni). Jakd je pravdépodobnost, ze budou obé
dvé vadné?
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Reseni. Ozna¢me

A = ,druh4 pojistka vadnd*
B = ,prvni pojistka vadna“

AN B = ,obé pojistky jsou vadné

Zname podminénou pravdépodobnost jevu A|B a nepodminénou pravdépo-

dobnost jevu B,
) 4
P(B)=—, P(A|B)=—
(B) = o, B(AIB)= 1,
obé plynou z jednoduché kombinatorické tivahy. Dosazenim do vztahu (@)
dostavame 4 5 )
P(ANB) = —  — = —.
(4N B) 19 20 19
AN

ve veéte

Toto @dnoduché pravidlo lze zobecnit na vice jevi, jak je formulovano

Véta 3.2 (o nédsobeni pravdépodobnosti, fetézové pravidlo). Jestlize pro
libovolnou posloupnost ndhodnych jevi Ay, A, ..., Ay plati podminka P(A1N
Ay NN A,_1) >0, potom

P (ﬂ Az> = P(Al) . IP(AQ‘Al) . ]P’(A;;’Al N Ag) cee
i=1
X P(An’Al NAsN...N An—l)- (33)
Drikaz. Vzhledem k monotonii pravdépodobnosti a predpokladu véty mame

]P)(Al)ZP(AlﬂAz)Z...ZP(Alﬂ...ﬂAn_1)>O,

a tedy vSechny podminéné pravdépodobnosti v tvrzeni véty jsou dobte de-
finovany. Opakovanym pouzitim vzorce (B.2) dostavame

() (i a)e (w04 -

n—1
= P(A;)P(Az|A1)P(A3|A1 N Ag) - - P (An] ﬂ Ai> .
=1

O]
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Priklad 3.3. Z urny, ve které je n bilych a n ¢ernych kulicek, nahodné
vybereme n-krat po dvou kulickach bez vraceni vytazenych kulicek. Urcete,
jaka je pravdépodobnost, ze vzdy vytdhneme jednu bilou a jednu éernou
kulicku.

Reseni. Ozna¢me A; jev ,v i-tém tahu vytdhneme jednu kuli¢ku bilou a jed-
nu kulicku ¢ernou“, ¢ = 1,...,n. Hleddme pravdépodobnost ndhodného jevu

AiNAsN...NA,

I
D
=

ta je dana vzorcem (@) ve vété @ Hledejme pravdépodobnosti vyskytujici
se v rovnici (B.3). Nejprve spoc¢teme P(A;): pocet moznych pripadi je (2;)
a pocet priznivych piipadu jevu A; je n - n, z ¢ehoz plyne, ze

Pii hledani pravdépodobnosti P(A3| A1) vychdzime z toho, ze v urné je jiz
pouze n — 1 bilych a n — 1 ¢ernych kulicek, takze

P(Az|A1) = (n_(glgfz)_l)
2
Analogicky
(n—2)(n—2)

IP)(A?)|Al N A2) = In—4a
(™)
n—1
P (An\ N Ai) =1.
i=1
Hledana pravdépodobnost je tedy rovna

P(ﬁAz) :n-n‘(n—l)(n—l).(n—2)(n—2)'”1:n!n!2n'

=1
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3.2 Nezavislost

Uvazujme nyni dva ndhodné jevy A a B. Jestlize vyskyt jevu B neovlivni
nijak pravdépodobnost jevu A, tedy jestlize

P(A|B) = P(A), (3.4)

lze mluvit o tom, ze jev A je na jevu B nezavisly. Dosazenim (@) do
vzorce (B.2) dostavame, ze v tom pripadé musi platit

P(AN B) =P(A) - P(B). (3.5)

Obréacenym postupem lze ze vzorce (@) odvodit, ze vztah (@) plati sy-
metricky i pro jev B:
P(B|A) = P(B). (3.6)

Oba vzorce (@) a (@) vSak kvili definici podminéné pravdépodobnosti
vyzaduji, aby
P(A) >0 a P(B) > 0.

Vzorec (@) vsak funguje dobfe i bez tohoto pozadavku, navic dobfe re-
flektuje i symetrii pojmu nezavislost, tudiz mu dnes davime prednost pri
definovani nezavislosti dvou nadhodnych jevi.

Definice 3.2 (Nezavislé ndhodné jevy)
Ndhodné jevy A a B jsou (vzdjemnéﬂ) nezavislé, jestlize plati

P(AN B) =P(A) - P(B). (3.7)

Priklad 3.4. Jakd je pravdépodobnost, ze ve dvou hodech hraci kostkou
padne v prvnim hodu éislo sudé (jev A) a ve druhém hodu padne prvocéislo
(jev B)?

Resend. Mnozinu Q tvoif vSechny mozné uspoiddané dvojice sestavené po-
stupné z vysledkt obou hazeni hraci kostkou. Pravdépodobnost jevi A a B
je stejnd, P(A) = P(B) = 1 (prvoéisla jsou 2,3 a 5, &islo 1 podle definice nenf
prvocislo). Protoze vysledek druhého hodu neni ovlivnén vysledkem hodu
predchoziho, oba sledované jevy jsou navzajem neziavislé a tedy pravdépo-
dobnost jejich soucasného vyskytu je

P(AN B) = P(A) - P(B) = = - = — % — 0,25.

N
N | =

1Slovo vzdjemné se Gasto vynechdvé a mluvime pouze o nezavislosti jeviL.
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Pojem nezavislosti mizeme rozsitit i na skupinu ndhodnych jevia, ovsem
nékolika zpuisoby.

Definice 3.3 (Po dvou nezavislé nidhodné jevy)
Necht Ay, ..., A, jsou ndhodné jevy. Rekneme, Ze jsou po dvou nezavislé,
jestlize jevy A;, Aj jsou nezdvislé pro vsechna i,5 =1,....n, i # 1.

Priklad 3.5. Pii hodu dvéma mincemi uvazu-
jeme tyto ndhodné jevy: A; je jev ,na 1. min-
ci padne panna®, As je jev ,na 2. minci padne
orel“, As je jev ,na obou mincich padne stejny
obrazec®. Zjistéte, zda jsou dané jevy po dvou
nezavislé.

Resend.
1 1 1
P(Ay) = = P(As) = = P(A3) = =
( 1) 9’ ( 2) 9’ ( 3) 9’
1 1 1
[P)(Al N AQ) = Z’ P(Al N Ag) = Z, P(AQ N Ag) = Z,
1 1 1
P(A;) -P(Ay) = T P(A;) -P(A3) = T P(Ay) - P(A3) = 7
Protoze pro vsechny tii dvojice jevi Ay, Ao, Ag plati rovnost
P(A; M Ay) = P(4;) - P(4y), i # j,
jsou tyto jevy po dvou nezavislé. A

Definice 3.4 (Skupinové nezavislé nidhodné jevy)

Necht Ay, As, ..., A, jsou ndhodné jevy. Rekneme, Ze jsou skupinové (to-
talné) nezavislé, jestlize pro libovolnou posloupnost indexi

{k1,kay... .k} C{1,...,n}, r=2,...,n plati

P (Ak1 N Ak2 Nn...N Akr) = P(Akl) . P(AkQ) cee P(Akn) (38)

Piiklad 3.6 (pokracovani pifkladu B.5). Zjistéte, zda jsou jevy z piikla-
du skupinové nezavislé.

Reseni. P(A1 N Ay N Az) = 0, nebot A1 N Ay N A3 je jev nemozny. Protoze
P(A1)-P(A2)-P(A3) # 0, nejsou jevy Ay, Aa, Az skupinoveé nezavislé, prestoze

jsou nezévislé po dvou. AN

Déle uvedeme nékterd tvrzeni o nezavislosti nahodnych jevti.
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Véta 3.3 (o nezavislosti jevil).
a) Jev nemozny a libovolny ndhodny jev A jsou nezdvislé.
b) Jev jisty a libovolny ndhodny jev A jsou nezdvislé.
¢) Necht jsou jevy A, B disjunktni. Pak jsou jevy A, B nezdvislé prdvé
tehdy, kdyz P(A) - P(B) = 0.

Drikaz.
P(0 1 A) = P(0) = 0

2) P(@)-P(A)=0-P(A) =0

b) P(QNA)=P(A) =P(A4)-1=P(A) -P(Q).

c¢) Dukaz ekvivalence provedeme ovérenim jednotlivych implikaci. Impli-
kace zleva doprava: pro disjunktni jevy A, B plati AN B = (. Jelikoz
predpokladame, Ze jsou nezavislé, plati

= PO N A) = P(0) - P(A).

P(A)-P(B) =P(ANB) =P(0) =0.
Dukaz implikace zprava doleva: A a B jsou disjunktni, tedy P(ANB) =
= P(D) = 0. Jelikoz dle pfedpokladu je rovnéz P(A) - P(B) = 0, jsou
A, B nutné také nezavislé.
O

Véta 3.4. Necht A, B jsou nezdvislé nahodné jevy. Pak dvojice jevi (A, B),
(A, B), (A, B) jsou nezdvislé.
Diikaz.
P(ANB)=P(B—A)=P(B-(ANB))=P(B)-P(ANB) =
=P(B) -P(B)-P(A) =P(B)-(1-P(A)) =P(B) - P(A).

~—

Nezévislost jevit A, B se dokéze analogicky.
Jsou-li A, B nezavislé jevy, pak podle pfedchoziho jsou nezavislé jevy A,
B, ale odtud opét podle predchoziho jsou nezavislé i jevy A, B. ]

Véta 3.5. Necht Ai,..., A, jsou skupinové (totdlné) nezdvislé jevy. Pak

plat?
P(LL&):l—IIH—MAM.
i=1

=1

Drikaz. 7 de Morganovych vzorcd pro operace s mnozinami plyne
n n

A =0- (4,
-1 i=1

(2
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tedy

Protoze A1, ..., A, jsou nezavislé, jsou i Ay, ..., A, nezavislé, takze

P ((n] Ai) = f[[[” (4;) = ﬁ (1—P(4)).

Priklad 3.7. Béhem dne se v porodnici narodi-
lo deset déti. Pravdépodobnost narozeni chlapce \
je p = 0,514. Jaka je pravdépodobnost, ze se bé-
hem tohoto dne narodil v porodnici alespon jeden
chlapec?

Reseni. Necht A;, i = 1,...,10, znadi jev ,i-té
narozené dité je chlapec“. Jev Ugl A; znamend
yalespon jedno narozené dité je chlapec®. Jelikoz A1, ..., Aig jsou skupinové
nezavislé, je podle véty

10 10
P (U AZ-) =1-JJ(1 —P(4)) = 1-0,486" = 0,999 265.
=1

i=1
A

Véta 3.6. Ndhodné jevy A, B, kde 0 < P(B) < 1, jsou nezdvislé privé
tehdy, kdyz
P(A|B) = P(A|B).

Dukaz. Rovnost o
P(ANB) P(ANB)

P(B)  P(B)
plati pravé tehdy, kdyz P(B) - P(AN B) = P(A N B) - P(B). Po dosazen{
za P(B) = 1—P(B) dostavime P(ANB) —P(B)-P(ANB) = P(B)-P(ANB)
a po tpravé P(AN B) =P(B) - (P(ANB) +P(ANB)) =P(B) -P(A). O
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3.3 BernoullihoE proces

V tvodnich kapitolach jsme mluvili o ndhod-
nych pokusech jako o jednorazovych experimen-
tech, pri nichz s urc¢itou pravdépodobnosti oceka-
vame vyskyt pravé jednoho z moznych vysledki.
Nyni budeme zkoumat opakované pokusy, tj. ta-
kové pokusy, kdy jeden a tyz pokus opakujeme
vicekrat za sebou. Specidlnim pripadem je opako-
vani pokusu s dvéma alternativnimi navzajem se
vyluéujicimi se vysledky, napiiklad 0-1, chlapec—
divka, tazeni z urny s ¢ernymi a bilymi koulemi
apod. Jednotlivé pokusy tohoto typu se nazyvaji Bernoulliho pokusy, jejichz
zakladni rys je ten, ze vysledky pokusu jsou charakterizovany pouze dvé-
ma navzajem se vylucujicimi znaky. Jestlize jsou navic jednotlivé pokusy
na sobé nezavislé (vysledek jednoho pokusu neni ovlivnén vysledky pokusi
predchézejicich), jejich posloupnost se nazyva Bernoulliho proces. V kapito-
le [ se budeme zabyvat ndhodnymi veli¢inami, které s Bernoulliho procesem
souvisi (napf. alternativni rozdéleni v odst. [7.3, binomické v odst. nebo
geometrické v odst. @) Bernoulliho proces se d4 znazornit pomoci tzv.
Bernoulliho schématu, které si nyni predstavime.

TESI ME,
JACOB BERNOULL/
; ‘

Priklad 3.8 (Bernoulliho schéma). V osudi je b kouli bilych a ¢ kouli cer-
nych. n-krat po sobé vytahneme vzdy po jedné kouli, pricemz tuto kouli
vratime po tahu vzdy zpét. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi vytazenymi
koulemi je praveé k kouli bilych a (n — k) kouli ¢ernych?

Reseni. V osudi mame pii kazdém opakovaném tahu neustile b kouli bi-
Iych a ¢ kouli ¢ernych. V kazdém z n tahi mame tedy (b 4 ¢) moznosti,
jak vytahnout jednu kouli. Protoze kazdd moznost prvniho tahu mutze byt
zkombinovana s kazdou moznosti druhého tahu a tyto moznosti se daji
zkombinovat s kazdou moznosti tahu tretiho, ..., je po¢et moznych pripadu
konaného pokusu (b + ¢)™.

Nyni budeme fesit pocet priznivych pripadi. V n tazich mame vytdhnout
k kouli bilych, tzn. rozmistujeme k£ kouli na n mist. Takovychto rozmisténi
je (Z) Budeme-li uvazovat jedno pevné rozmisténi, napriklad nejprve bude
vytazeno k bilych kouli a pak (n — k) ¢ernych kouli, vidime, ze takové roz-
mistén{ mizeme vytahnout b*-c¢"~* zpiisoby. Tedy pocet pFiznivych piipadi

2Jacob Bernoulli (1655-1705), §vycarsky matematik a fyzik.
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je (Z) b*¢"—*. Hledand pravdépodobnost P, ,, je tedy rovna

n\ bk .k
Pypn = T
k) (b+c)"
coz neni nic jiného nez

Pon = (Z) (bic>k<bic>n_k' (39)

OznaCme si p = ﬁbc, q = 352 zde tedy p znaci pravdépodobnost, Ze v jed-
notlivém tahu vytahneme bilou kouli, a ¢ zna@ravdépodobnost, ze v jed-
)

notlivém tahu vytdhneme ¢ernou kouli. Pak ( muzeme psat ve tvaru

Pip = <Z>pkq”_k, kde ¢=1-p, pe€ (0;1). (3.10)

A

U mnohonasobného nezavisle opakovaného alternativniho pokusu poci-
tame pravdépodobnost, zZe v n nezavislych pokusech ndhodny jev A nasta-
ne k-krat, podle (), pricemz v kazdém pokusu ndhodny jev A nastane
s pravdépodobnosti p. Pravdépodobnost, ze v n nezavislych pokusech na-
stane nahodny jev A alespon k-krat, pocitame podle vzorce

n
Skn =Y _ Pin. (3.11)
i=k
Z () déle specidlné pro k = 1 dostavame
n
Sin=3 Pin=1-Pyn=1-7" (3.12)
i=1

coz je pravdépodobnost, ze v n nezavislych pokusech nastane nahodny jev
A alespon jednou.

Vratme se nyni k prikladu @, ktery jsme Tesili pomoci véty @ Tento
priklad muzZeme vytesit i pomoci vyse uvedeného Bernoulliho schématu,
jestlize uvazujeme porod za Bernoulliho pokus. V prikladu tedy mame
deset nezavislych Bernoulliho pokusti; vysledek kazdého takového pokusu je
bud narozeni chlapce nebo divky. Pravdépodobnost narozeni chlapce je pri
kazdém porodu 0,514; podle (@) tedy dostavame

Sin=1—(0,486)'" = 0,999 265.

Vidime, ze Bernoulliho schéma je pomérné efektivni metodou pii feseni
podobnych tloh.
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Priklad 3.9. Hazime n-krat po sobé jednou hraci kostkou. Vypoctéte prav-
dépodobnost, ze v téchto n hodech padne alespon jednou Sestka.

Reseni. Mame opét n nezavislych pokusti. Vysle-
dek kazdého pokusu je bud Sestka s pravdépodob-
nosti p = %, nebo s pravdépodobnosti g = % nékte-
ry ze zbyvajicich vysledkt. Podle (@q) dostavame

5\"
Sl,n:1_<6> )

coz je pravdépodobnost, se kterou v n hodech hraci
kostkou padne alespon jednou Sestka. A

Casto nas spiSe nez pravdépodobnost zajima pocet pokust n, které mu-
sime vykonat, abychom s pravdépodobnosti rovnou nejméné P mohli tvr-
dit, ze ndhodny jev A nastal alespon jednou, pricemz pravdépodobnost, Ze
nahodny jev A nastane v kazdém jednotlivém pokusu, je rovna p. Neboli
pozadujme, aby

P < Sin,
odkud po tpravach dostaneme
P<1-(1-p)",
In(1—P) >nln(l —p),
a tedy

Priklad 3.10. Hrac¢ podava v sazkové kancelari 30
tiket@t Sportky. Pravdépodobnost, ze vyhraje 5. cenu
(uhodne t§i ¢isla ze 49, vypliiuje pouze jeden sloupec),
je p = 0,01765. Urcete pocet tiket1, které musi hrac
podat, aby mezi nimi byl alespon jeden vyhréavajici 5.
cenu s pravdépodobnosti rovnajici se alespon 0,75.

Resend. Vypocet provedeme podle (), kde p =
0,01765, P = 0,75:

In(1 —0,75) In0,25 |
> = =T77.8.
"= m(1-0,01765) 1098235
Hrac¢ musi podat 78 tiketd Sportky, aby s pravdépodobnosti alespon 0,75

vyhral alespon jednu 5. cenu. A
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3.4 Ulohy

3.1 V urné je Sest kulicek. Kazda kulicka mé jinou barvu (Cervena, bila,
¢ernd, zlutd, modré, zelend). Budeme nezavisle pétkrat po sobé losovat jednu
kulicku, pficemz po kazdém tahu kulicku vracime zpét do urny. Jaka je
pravdépodobnost, ze

a) ,pfi 1. a 5. tahu vytdhneme kulicku zluté barvy“ (A),
b) ,kulicku zluté barvy vytdhneme pravé dvakrat” (B)?

. 7
SERIOVE A
PARALELN”
2APOJEN!
2zvan vE 0D
SVEHO_
FYzIKARE

3.2 Stroj sestava ze dvou soucastek, které

jsou zapojeny

(S) sériove,
(P) paralelné,

(30
iy ﬂ(}

7~
7

a pracuji na sobé nezavisle. Pravdépo-
dobnost poruchy prvni soucastky je 0,04,
druhé 0,03. Zatizeni se sériové zapojeny-
mi soucastkami je funkéni, pracuji-li obé
soucastky soucasné bez problémil. Zari-
zeni s paralelné zapojenymi soucastkami
je funkeni, pracuje-li bez problému alespon jedna soucastka. Jaka je pri
jednotlivych zapojenich pravdépodobnost, ze

a) ,stroj pracuje“ (A),

b) ,stroj nepracuje® (A)?

3.3 Stroj sestava ze tii soucastek, které jsou vsechny navzajem zapojeny
paralelné a pracuji na sobé nezavisle. Pravdépodobnost funkcnosti prvni
soucastky je P(A;), druhé P(Ay) a tfeti P(A3). Zafizeni je funkéni, pracuje-li
alespon jedna soucastka bez problémti. Obecné vyjadiete pravdépodobnost
P(A) jevu A, Ze ,stroj bude pracovat bez problému‘.

3.4 Dvacetkrat hodime hraci kostkou. Jaka je pravdépodobnost, ze

a) ,ve vsech dvaceti hodech padne sténa s nejvyse 4 puntiky“ (jev A),
b) ,az pii dvaciatém hodu nepadne sténa s nejvyse 4 puntiky“ (jev B),
¢) ,pravé desetkrat padne sténa s nejvyse 4 puntiky“ (jev C).

3.5 Dvakrat po sobé vytahneme jednu kartu z balicku 32 karet, pficemz
prvni vytazenou kartu do bali¢ku zpét nevratime. Jaké je pravdépodobnost,
ze:
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a) v druhém tahu vytdhneme libovolného krale za predpokladu, Ze jsme
v prvnim tahu vytdhli také libovolného krale,

b) ,v druhém tahu nevytdhneme kréle za pred-
pokladu, Ze jsme v prvnim tahu vytahli libo-
volného kréle“,

¢) ,v druhém tahu vytdhneme kréle za predpo-
kladu, ze jsme v prvnim tahu nevytahli libo-
volného krale,

d) ,v druhém tahu nevytdhneme kréle za pred-
pokladu, Ze jsme ho ani v prvnim tahu nevy-
tahli«

VYBER St

3.6 Dva sportovci hazi ostépem nezavisle jeden na dru-
hém. Kazdy ma pouze jeden pokus. Pravdépodobnost,
ze prvni hodi 80 metrt, je 0,8. Pravdépodobnost, ze
druhy hodi 80 metri, je 0,75. Jakd je pravdépodob-
nost, ze 80 metrd nehodi ani jeden z nich?

3.7 Profesor zapomene destnik pii kazdé na-
vstéveé obchodu s pravdépodobnosti i. Jestli-
ze navstivil ¢tytfi obchody a prisel domt bez
destniku, jaka je pravdépodobnost, ze jej za-
pomnél v poslednim obchodé?

3.8 Je déno: P(A) = 0,4, P(B) = 0,5
aP(ANB)=0,3.
a) Jsou jevy A a B nezavislé?
b) Vypocitejte P(A U B), P(A N B),
P(AUB) aP(AUB).
c) Vypocitejte P(A|B) a P(B|A).

3.9 Uvazujeme dvé osudi. V kazdém jsou obsazeny ¢tyti listky. Na dvou
listcich jsou c¢isla délitelnd dvéma a na druhych dvou jsou cisla délitelnd
tfemi, pricemz na zadném z listkl neni Cislo délitelné Sesti. Necht A je
takovy jev, ze z prvniho osudi vytahneme listek, na némz je ¢islo délitelné
dvéma; necht B je takovy jev, ze z druhého osudi vytahneme listek s ¢islem
délitelnym tfemi, a C je jev, ze v obou dvou tazich vytahneme listky s ¢isly
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délitelnymi tymz Cislem. Zjistéte, zda jevy A, B, C' jsou nezavislé po dvou
a po trech.

3.10 Détské obrazkova skladacka obsahuje dvanact kostek, které maji na
kazdé sténé ¢ast jednoho ze Sesti obrazku. Aby se obrazek spravné slozil
z dil¢ich obrazka na jednotlivych sténach kostek, musi byt kazda kostka na
spravném misté, musi byt kostka otocena spravnou sténou vzhiiru a obrazek
natoceny spravnym smeérem. Necht jev A znamen4, Ze ,kazdou kostku ulo-
zime do krabic¢ky na jeji spravné misto“, jev B, ze ,bude spravnou sténou
vzhuru® (vsechny stény prislusejici stejnému obrézku) a jev C, ze ,spravnou
sténu otoc¢ime do spravné polohy“ (pfi¢emz pozici hlavou doli nepokladejme
pro jednoduchost za spravnou). Vypocitejte P(AN BN C), tj. ze pii ndhod-
ném ulozeni kostek do krabice slozime spravné néktery z Sesti obrazki.

3.11 Zahradnictvi Truhlik a spol. dodava obchodu s kvétinami zasilku sta
kusa kvétin v kvétinac¢ich. Prodavacka pti prejimani zasilky déld namét-
kovou kontrolu kvality zbozi. Vybere ndhodné pét kvétin. Jestlize alespon
jedna kvétina je napadend sktudcem, zédsilku neprijme. Urcete pravdépodob-
nost zamitnuti zasilky, jestlize v celkovém dodaném mnozstvi kvétin jsou

2 % kvétin napadenych skudcem.
crAcovskA  FLUsH
VZ 2ASER

3.12 7 32 karet, mezi nimiz jsou ctyfi esa, tahdme
jednu kartu po druhé, pricemz vytazené karty nevra-
cime zpét do balicku. Vytahneme celkem 7 karet. Vy-
poctéte pravdépodobnost, Ze se eso vyskytne pouze
jako druha a sedma karta.

3.13 U zkousky z pravdépodobnosti a statistiky

je z Sedesati otdzek 30 % otazek z teorie prav- -,
NESTASTNY STUDEMT...

dépodobnosti. Jednou vytazené otazky se uz zpét 2EEME MALO BoJOVAL
, v o U 2KOUSKY ZE
nevraci. Doposud bylo vyzkouseno deset studentii. TS TIKY. ..

Urcete pravdépodobnost, ze
a) ,prave ¢tyfi z vytazenych otézek byly z te-
orie pravdépodobnosti“ (jev A),
b) ,nejvyse tii byly z teorie pravdépodobnos-
ti“ (jev B),

¢) yalespon dvé otdzky byly z teorie pravdépodobnosti* (jev C').
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3.14 (Banachovaaﬁloha) Prodavacka mé na pulté rozdélené pulovry na dveé
stejné pocetné hromadky. V kazdé hroméadce je jich n. Pfi prodeji pulov-
ru vybird ndhodné rovnomérné jednu z hromédek, ze které pulovr odebere.
Casem dojde k tomu, Ze vybere hroméadku, ze které jsou jiz pulovry vypro-
dané. Vypocitejte pravdépodobnost, ze v druhé hromédce v tomto okamziku
zustalo k pulovri.

3.15 (De Montmortﬁvgpfifazovaci problém) Méme n ruznych dopisu a n
riznych obélek. Dopisy byly do obédlek umistény ndhodné, do kazdé pra-
vé jeden. Jaka je pravdépodobnost, ze se alespon jeden dopis dostane do
spravné obalky? Pravdépodobnost vypocitejte pro n = 4.

3.16 Hraci A, B, C stridavé hazeji minci; A hézi prvni, B hézi jako druhy
a C hazi jako treti. Hra konci, jakmile jednomu hrac¢i padne lic a ten se
stava vyhercem. Spoctéte pravdépodobnosti:

a) vyhry hrace A,

b) vyhry hrice B.

3.17 Urna obsahuje Sest kouli, z nichz ¢tyfi jsou bilé. Nahodnym zptsobem
vybereme bez vraceni ¢tyfi koule. Oznaéme jevy: A ,pravé jedna z prvnich
dvou tazenych kouli je bila“, B ,¢tvrta tazend koule je bila“, C' ,ve vybéru
jsou pravé dvé koule bilé“. Urcete pravdépodobnost jevi A, B, C. Jsou jevy
A, B, C skupinové nezavislé?

3.18 Héazime dvéma hracimi kostkami. Jev A znamenad, ze na modré kostce
padlo liché ¢islo, jev B znamena, Ze na zelené kostce padlo sudé ¢islo, jev C
znamena, ze soucet obou ¢isel je lichy. Jsou nahodné jevy A, B, C nezavislé?
Jsou nédhodné jevy A, B, C po dvou nezavislé?

3.19 Ve vézeni jsou t¥i lotti: Al Capone, Babin-
sky a Cimrman. Losem jsou urceni dva z nich,
kteri budou popraveni. Al Capone se chce do-
védét, zda je mezi vylosovanymi. Vi, ze dozor-
ce by mu na primou otdzku neodpovédél, pro-
to ho zad4a, aby mu jmenoval jednoho z jeho
spoluvézni, ktery bude popraven. Dozorce je
pravdomluvny a mé-li dvé moznosti, voli mezi

JAKA' JE SANCE,
3E SE DoSTAMV
DO NEBE

3Stefan Banach (1892-1945), polsky matematik.
*Pierre Remond de Montmort (1678-1719), francouzsky matematik.
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nimi ndhodné rovnomérné. Jmenuje Babinského. Predstavuje tato odpovéd
pro Al Capona néjakou informaci o jeho osudu? (Pred rozhovorem s do-
zorcem byla Al Caponova pravdépodobnost, ze bude popraven, rovna %; je
podminénd pravdépodobnost po dozorcové odpoveédi jind?)

Reseni tiloh
3.1 a) P(4) = & = 0,028; b) P(B) = 0,161.
3.2
(S) a) P(4) =0,9312; b) P (A) = 0,0688.
A

(P) a) P(A) =0,9988; b) P (A) = 0,0012.

3.3 P(Al) + P(AQ) -+ P(Ag) — P(AI)P(AQ) — P(Al)IP)(Ag) —
— P(A2)P(A43) + P(A1)P(A2)P(A3).

3.4 a) P(A) =3,01-107% b) P(B) =1,50-107%
20 10
) B(O) = () - (1) ()" = 0,051
3.5 a) P(K3|K1) = 5 = 0,097; b) P(K| K1) = 33 = 0,903;
¢) P(K3|Ky) = 4 =0,129; d) P(K2|K7) = 3T = 0,871.
1. tah 2. tah

jind karta
nez kral
jind karta
nez kral

4

- 31
jina karta
nez kral

3.6 0,05
3.7 0,154
3.8

a) Jevy A a B jsou nezdvislé, nebot jsou nezavislé i jevy Aa B:
P(A)-P(B)=0,6-0,5=03=P(ANB).
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b) Vzhledem k nezavislosti jevii A a B je vyhodné nejdiive spocitat
jejich prunik: P(AN B) =P(A) -P(B) =0,4-0,5 = 0,2. Poté urc¢ime
P(AU B) = P(A) + P(B) —P(ANB) = 0,4 +0,5— 0,2 = 0,7.

Dale podle téhoz vzorce: P(AU B) = 0,6 + 0,5 — 0,6 - 0,5 = 0,8,
P(AUB) =04 +05—04-05=0,7.
¢) Z nezavislosti jevii A a B plyne P(A|B) = P(A) = 0,4 a P(B|A) =

=P(B) = 0,5.

3.9 Jevy A, B, C jsou nezavislé po dvou, nejsou nezavislé po tiech.

3.11 0,098
3.12 0,008 34

3.13 a) P(A) = 0,213; b) P(B) = 0,6575; ) P(C) = 0,874.

3.14 (2nn—k:) . (%)n . (%)n—k — (2nn—k) . (%)Qn—k

3.15 P, = 1 — 21 kde Dn:n!<1f%+%f%+---+(_1,)n).Pn:4:
9 _ 5 _
1— 2 =3 =0625.

4 - . 2 -
3.16 a) = = 0,571; b) = = 0,286.
3.17 P(A) = &, P(B) = 2, P(C) = 2, A, B,C nejsou skupinové nezavislé.
3.18 A, B, C jsou po dvou nezavislé, nejsou skupinové nezavislé.

3.19 Pravdépodobnost, ze bude Al Capone ve vylosované dvojici véznu k po-
pravé, je % Uvede-li dozorce pravdivé Babinského za vézné k poprave, bude
podminénd pravdépodobnost, ze druhym odsouzenym k popravé je Al Ca-
pone, %. Ovsem Al Capone nadale zistava v dalsich tfech zbylych moznych
dvojicich dvou véznu k popraveé. Informace od dozorce tedy pouze rika Al
Caponovi, ze bude popraven ve dvojici s Babinskym s pravdépodobnosti %.

Pravdépodobnost, ze bude popraven Al Capone zlstava na %



Kapitola 4

Celkova pravdépodobnost,
Bayesuv vzorec

4.1 Celkova pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost v primarnim pohledu slouzi, jak bylo zminé-
no v odstavci B.1|, k aktualizaci pravdépodobnosti vyskytu néjakého jevu,
jestlize doslo k néjakému upresnéni informace souvisejici s timto zkoumanym
jevem, konkrétné tedy k realizaci podminujiciho jevu. Koncept podminéné
pravdépodobnosti ovsem muzeme pouzit i pro vypocet tzv. celkové (ipiné)
pravdépodobnosti zkoumaného jevu v situaci, kdy k realizaci podminujici-
ho jevu jesté nedoslo, ale jsou k dispozici jeho mozné vysledky a prisluse-
jici pravdépodobnosti a souvisejici podminéné pravdépodobnosti. Uvedme
si priklad, kde bude tato situace ilustrovana.

Priklad 4.1. V tréninkové skupiné sportovcu je dvacet lyzai, Sest cyklisti
a CtyTi bézci. Pravdépodobnost splnéni tréninkové normy pro lyzafe je 0,9,
pro cyklistu 0,8 a pro bézce 0,75. Jaka je pravdépodobnost toho, ze ndhodné
vybrany sportovec splni normu?

Reseni. Oznacime A, jev ,nahodné vybrany sportovec je lyzai“, Ay jev ,na-
hodné vybrany sportovec je cyklista®“ a As jev ,ndhodné vybrany sportovec
je bézec“, dale B jev ,nahodné vybrany sportovec splnil normu®. Pak

20 2 6 1 4 2

P(Al):%:? P(AZ):%:g, P(A?’):%:E'

Tyto pravdépodobnosti se nazyvaji apriorni — dopfedu zname rozlozeni
vyskytu jednotlivych sporti v populaci sportovci. Déle zndme podminéné

o7
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pravdépodobnosti splnéni normy u jednotlivych kategorii sportovei, tj.

P(B|A;) =09, P(B|A3) =08 a P(B|As)=0,75.

Jev B rozlozime podle kategorie sportu na tfi disjunktni podmnoziny
(tudiz muzeme jejich pravdépodobnosti secist) a opakované pouzijeme vzor-
ce (@) pro vypocet pravdépodobnosti jevu B:

P(B) =P(BN A1) +P(BNAy) +P(BN A3) =

— P(B|A) - P(A1) + B(B|ds) - B(43) + P(B|As) -B(d;). (D

Protoze mame k dispozici veskerou potfebnou informaci, mtizeme dosadit
do vzorce ({.1f) aktudlni hodnoty, ¢imz dostavame

2 1 2
P(B) =509+ 508+ --0,75=086.

Néhodné vybrany sportovec tedy splni normu s pravdépodobnosti 0,86. A

Postup z Teseni prikladu @ zobecnime do véty @ i jejtho dtkazu.

Véta 4.1 (o celkové pravdépodobnosti). Necht Ay, As,... jsou ndhodné
jevy tvorici rozklad jevu jistého, tzn.

A; N Aj =0 pro libovolnd i #j a U A; = Q.
i=1

Necht tyto ndhodné jevy maji postupné pravdépodobnosti P(A1),P(As),...,
pricemz P(A;) > 0 pro libovolné i = 1,2,... Uvazujme libovolny nahodny
jev B, u néhoz zndme podminéné pravdépodobnosti P(B|A;) pro libovolné
1=1,2,... Pak plati tzv. formule o celkové pravdépodobnosti

=Y "P(B|A) - P(A). (4.2)
=1

Diikaz. Jevy A1, ..., A, tvori disjunktni rozklad. Z toho vyplyva, ze jestlize
pro libovolna i # j plati (4; N B) N (A; N B) =0, pak

=1

P(B) =P (GAOB) ZIP’A N B) iP(B[Ai)-IP’(A,-).

V dukazu jsme vyuzili vlastnosti @ z véty @ na strané @ a vzorce (@) O
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Situaci ndhodného vybéru jednoho sportovce je také mozné znazornit
stromovym diagramem, jak ukazuje obrazek @.1]. Celkova pravdépodobnost
je souctem sdruzenych pravdépodobnosti, lezicich na vSech vétvich s ozna-
¢enim ,ano“ (splnil normu).

Vybér sportu Splnéni normy
(_ano ) P(BNA;) =P(B|4;)-P(A1) =0,9- 22 = 0,60

P(BN A1) =P(B|A1) - P(A1) =0,1- 22 = 0,067

lyzai

Ax
20

P(BN As) = P(B|As) - P(A2) = 0,8+ & =0,16
sportovec Hcykllsta<

IP’ BN Az) (B|A2) . IP(AQ) =0,2-

2 0,75 _(_ano_) P(BN As) = P(B|A3) - P(A3) = 0,75 - 4 = 0,10
bézec _ _
0,25 P(B N As) = P(B|As) - P(As) = 0,25 - & = 0,033

apriorni podminené sdruzené pravdepodobnosti

Obréazek 4.1: Stromovy diagram nahodného vybéru sportovce z tlohy @

4.2 Bayesﬁvm VZorec

Vratme se k piikladu @ ze strany @ a polozme si novou otazku.

Priklad 4.2. Ve skupiné triceti sportovcu je dvacet lyzara, Sest cyklisti
a CtyTi bézci. Lyzaf splni normu s pravdépodobnosti 0,9, cyklista s pravdé-
podobnosti 0,8 a bézec s pravdépodobnosti 0,75. Nyni je znamo, ze nahodné
vybrany sportovec splnil normu. Jaka je pravdépodobnost, Ze je to cyklista?

Reseni. Necht jevy Ay, As, A3, B znamenaji totéz, co v feseni piikladu @
V ném jsme na zakladé znalosti apriornich a podminénych pravdépodob-
nosti P(4;) a P(B|A;) dopocitali celkovou pravdépodobnost jevu B. Nyni
navic vime, Ze jev B nastal, a chceme pfislusnym zptsobem ,aktualizovat®
pravdépodobnosti jevi A; (konkrétné tedy As).

7 pravdépodobnostniho pohledu hleddame pravdépodobnost, s jakou bu-
de vylosovan cyklista (jev Aj), jestlize vime, Ze splnil normu (jev B), tj

chceme dle vzorce (B.1]) z definice vypocitat hodnotu podminéné prav-
dépodobnosti
]P(AQ N B)
P(A3|B) = ———=

'Thomas Bayes (1701-1761), anglicky duchovni a statistik.
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Citatel vzorce je sdruzend pravdépodobnost

6
P(AyN B) =P(B|Ay) - P(A3) = 0,8 - 30 = 0,16,
kterou jsme kuptikladu zanesli do stromového diagramu @, a jmenovatel
P(B) = 0,86 je hodnota celkové pravdépodobnosti, kterou jsme také vypo-
¢itali v prikladu @ Hledana vyslednéd pravdépodobnost je tedy

P(A;NB) 0,16
P(B) 0,86

P(A3|B) = = 0,186. (4.3)

A

Vypocet prikladu @ ukryva naznak dikazu tzv. Bayesova vzorce, ktery

nyni uvedeme v obecném tvaru.
ik AL Shvel o
2E ToMU ROZUA(

Véta 4.2 (Bayesova véta). Necht jsou splnény pred-

poklady véty . Pak pro libovolné j = 1,2,...
plati @37
P(B|A;) - P(A; '
P(A;1B) = o D) B gy
S B(BJA,) - P(A)
=1 z‘;n"g.;;"'

Diikaz. Podle vzorce (@) pro podminénou prav- o %sz?h

3 X N ""-Ltu‘?&?*"“
dépodobnost je b A

P4 |B) = DU
Po dosazeni (@) do (@) dostédvame

P(4,1B) = 0B
;P(B’Ai) -P(A;)

V citateli jesté pouzijeme (@) a dostdavame vzorec (Q), coz jsme méli
dokézat. O

Vzorec (@) nazyvame prvni Bayesiuv vzorec, ktery vyuzijeme tak, ze
podle textu ulohy sestavime jevy A;,i € I, tzv. hypotézy, které se navza-
jem vylucuji a soucasné jejich sjednoceni reflektuje vsechny moznosti — tedy
tvori rozklad 2. Hleddme pravdépodobnost jednoho z téchto jevi, napriklad
Aj pro néjaké j € I, za podminky, Ze nastal jev B. Dopiedu zndme tzv.
apriorni pravdépodobnosti P(4;) a podminéné pravdépodobnosti P(B|A;)
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pro vSechna i € I. Pravdépodobnost P(A;|B) nazyviame aposteriorni prav-
dépodobnost a vypocitame ji dosazenim zndmych hodnot do vzorce (@)

Vratme se nyni k prikladu @ a ovérme jeho reseni pomoci prvniho Ba-
yesova vzorce, coz je ovsem piimo vypocet ({.3).

Reseni. (pokracovéani ze strany @) S vyuzitim jiz zndmych pravdépodob-

nosti z piikladu §.1 vypocteme P(Az|B). Po dosazeni do (4.4) dostaneme
P(B|A;) - P(A 0.8+
P(Ay|B) = LBl B . 2 - = 0,186.
3 09-24+08-14075 2

P(B[A;) - P(A;)
=1

J

Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany sportovec spliujici normu je cyklis-
ta, je rovna po zaokrouhleni 0,186. A

Otazka 4.1. Spocitejte pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany sportovec
spliujici normu je lyzaf, resp. bézec.

Priklad 4.3. Pri vysetrovani pacienta je po-
dezfeni na tii navzajem se vylucujici nemo-
ci. Pravdépodobnost vyskytu prvni nemoci je
0,3, druhé 0,5 a treti nemoci 0,2. Laboratorni
zkouska ddvd pozitivni vysledek u 15 % ne-
mocnych na prvni nemoc, u 30 % nemocnych
na druhou nemoc a u 30 % na tfet{ nemoc. Ja-
ké je pravdépodobnost vyskytu druhé nemo-
ci, jestlize po vykonani laboratorni zkousky je
vysledek pozitivni (pacient nékterou z nemoci
ma)?

Reseni. Ozna¢me si A jev ,pacient mé 1. nemoc®, Ay jev ,pacient mé 2.
nemoc®, As jako jev ,pacient ma 3. nemoc“ a B jev ,laboratorni zkouska
dava pozitivni vysledek®. Jevy Aj, Ao, A3 tvori rozklad jevu jistého, nebot
3
A; N Aj =0 pro libovolnd i # j, 4,j =1,2,3, a | JA;i=Q.
i=1
Vime, ze P(4;) = 0,3, P(A2) = 0,5 a P(A3) = 0,2. Zndme i podminéné prav-
dépodobnosti: P(B|A;) = 0,15, P(B|A2) = 0,30, P(B|A3) = 0,30. Chceme
zjistit hodnotu P(Az|B). Opét pouzijeme Bayestv vzorec. Po dosazeni zné-
mych pravdépodobnosti do (@ dostdvadme

B 0,5-0,3
T 0,3-0,15+05-0,3+0,2-0,3

P(A|B) = 0,588.
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Jestlize je po vykondani laboratorni zkousky vysledek pozitivni, pravdépo-
dobnost vyskytu druhé nemoci je po zaokrouhleni 0,588. AN

Priklad 4.4. V celé spolecnosti je naockovano 60 % obyvatelstva, 40 %
vsech lidi nemé ockovani. Ze statistik nemocnic je znamo, ze pravdépodob-
nost, ze pacient je ockovany, resp. neockovany, za predpokladu ze skon¢i na
JIP, je 0,1, resp. 0,9. Jaké je riziko, Ze neockovany c¢lovek skon¢i na JIP?

Resend. Ozna¢me nahodné jevy: O ,,Clovék je ockovany, J ,,Clovék skon-

¢il na JIPY Ze zadéni je znamo: P(O) = 0,6, P(O) = 0,4, P(O|J) = 0,1,
P(O|J) = 0,9.

Plati
P(O|J) - P(J 0,1-P(J
r(si0) = PO _ 0150
a podobné
— P(O|J) - P(J 0,9-P(J
rui) - PFOLLE) _0.)
P(JI0) _ o3
0,6 -
—L = 50 = 0,074.
P(JIO) &1

)

A

Z uvedenych prikladu je vidét, ze v ulohach fesitelnych podle Bayesova
vzorce postupujeme nésledovné:

1) stanovime ndhodné jevy Ay, ..., Ay, které tvori rozklad jevu jistého,
tzn., ze jsou disjunktni a vycCerpavaji vSsechny moznosti,

2) stanovime jev B,

3) identifikujeme apriorni pravdépodobnosti P(4;),...,P(A,) a podmi-
néné pravdépodobnosti P(B|A4;),...,P(B|A,) a

4) dosadime do vzorce (4.4).

Priklad 4.5 (AIDS). Krevni test na pfitomnost viru HIV nemusi vzdy
spravné identifikovat chorobu. Mohou nastat dva druhy chyb:

a) test Spatné indikuje pozitivitu (pfitomnost viru), nebo

b) test Spatné indikuje negativitu (nepfitomnost viru).

Statistickym pozorovanim bylo zjisténo, ze tento test je velmi spolehli-
vy, presnéji, je-li objekt infikovan, bude test pozitivni s pravdépodobnosti
0,995 (tato vlastnost se nazyva senzitivita testu). Neboli P(Poz|Inf) = 0,995,
odkud dostavame, ze pravdépodobnost chyby (falesné negativity testu) je
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P(Neg|Inf) = 0,005. Podobné je identifikovan neinfikovany objekt s pravdé-
podobnosti P(Neg| Nelnf) = 0,996 (tato vlastnost se nazyva specificita testu)
a pravdépodobnost chyby (falesné pozitivity testu) je P(Poz| Nelnf) = 0,004.
Predpoklddejme, ze bude vydan zakon, ktery naridi vSem lidem podstou-
pit tento ,,presny“ test, aby mohli byt identifikovani vsichni infikovani lidé.
Jestlize pak ndhodné vybereme jednoho ¢lovéka s pozitivnim vysledkem tes-
tu, ptame se, jaka je pravdépodobnost, ze skutecné ma HIV. Neboli zajima
nas pravdépodobnost P(Inf| Poz), kterou uréime podle Bayesova vzorce:

P(Poz| Inf) - P(Inf)
(Poz|Inf) - P(Inf) + P(Poz|Nelnf) - P(Nelnf)

P(Inf|Poz) = P

Zbyva nam uréit apriorni pravdépodobnosti P(Inf), P(Nelnf). V Ceské
republice bylo k 31. ¢ervenci 2021 registrovano 2990 infikovanych osob. Ke
stejnému datu méla Ceska republika 10 524 167 obyvatel. Zjisténi vede k od-
hadim

2990

P(Inf) = —=o
(Inf) = {052a 167

=0,000284 a P(Nelnf) = 0,999 716.
V 1ékarské diagnostice se P(Inf) nazyva prevalence nemocia. Po dosazeni do
(Q) dostavame

0.995 - 0,000 284
P(Inf|Poz) — ) ’ = 0.066.
(Infi Poz) 0,995 - 0,000 284 + 0,004 - 0,999 716

Vydévat takovy zdkon tedy neni prilis chytré, protoze pouze 6,6 % pozitivné
testovanych lidi by bylo skuteéné infikovanych HIV.

2P¥i analyze Sifeni chorob se misto prevalence obvykle pouziva tzv. incidence nemoci,
tj. pocet nové zjisténych pacientti s chorobou vztazeny k celkové velikosti populace.
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4.3 Ulohy

4.1 Dvé skolky produkuji sazenice smrki. Prvni Skolka vyprodukuje 80 %
sazenic, pricemz ze sta je jich devadesat prvni jakosti. Druhd skolka kryje
vysadbu z 20 %, pricemz ze sta sazenic je Sedesat prvni jakosti.
a) Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrand sazenice je prvni ja-
kosti?
b) Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrand sazenice prvni jakosti
je z prvni skolky?

4.2 Ve mésté jsou tfi obchodni spolecnosti. Pod prvni obchodni spolec-
nost spada dvacet obchodt, pod druhou patnact obchodii a pod tfeti deset
obchodi. Pri navstévé obchodu prvni spolec¢nosti budete osizen s pravdépo-
dobnosti 0,15, v obchodé druhé spolecnosti 0,08 a u treti spolecnosti s prav-
dépodobnosti 0,05. Jaké je pravdépodobnost, ze pii ndkupu v tomto mésté
budete oSizen?

4.3 Prijimaci zkousky na urcitou stredni sko-
lu se konaji ve ¢tyfech tfidach. V prvni tridé
s padesati studenty zkousku udélalo 80 %, ve
druhé tiidé s 35 studenty prospélo 40 %, ve
tieti tFidé se 40 studenty zkousky slozilo 65 %
studentu a ve Ctvrté tridé se 30 studenty by-
la tispésnost 60 %. Ze vSech studentt, ktefi
absolvovali pfijimaci zkousky, vybereme na-
hodné jednoho. Jaka je pravdépodobnost, ze
tento student zkousky uspésné slozil?

POCET , PRAVDEPODOBNOST
u%:ﬁ':“"‘" NE US PECHU

4.4 V autobusu je n cestujicich. Na nésledujici zastavce kazdy z nich vystu-
puje s pravdépodobnosti p. Kromé toho do autobusu nenastoupi ani jeden
cestujici s pravdépodobnosti pg a s pravdépodobnosti 1 — pg nastoupi jeden
novy cestujici. Jaka je pravdépodobnost toho, ze kdyz se autobus znovu
rozjede, bude v ném po nésledujici zastavce n cestujicich jako na zacatku?

4.5 Ve tiidé je 36 zaktl, z toho je 15 chlapcti a 21 dévcat. Z chlapcii je pét
obéznich a z divek je obéznich sedm. Jaké je pravdépodobnost, ze vybrané
obézni dité bude chlapec?
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4.6 Na hristi se sesly dvé skupinky hochii. V prvni skupince bylo dvanact
hochi a ve druhé deset. Hosi si chtéji zahrat fotbal. Jelikoz na kazdé stra-
né by mélo byt jedendct hract, je z prvni sku-
piny nadhodné vybran jeden, ktery je preveden
do druhé skupiny. Jaka je pravdépodobnost, zZe
nahodné vybrany hoch z doplnéné druhé skupin-
ky je dobrym fotbalistou, jestlize prvni skupinka
pred odchodem jednoho z hochti méla osm dob-
rych a ¢tyTi horsi fotbalisty a druha Sest dobrych
a Ctyri horsi fotbalisty?

4.7 Jsou dana ¢tyti osudi. Necht pravdépodobnost volby kteréhokoliv z nich
je stejna. V kazdém z prvnich ti{ osudi jsou obsazeny tii listky se sudymi
¢isly a dva listky s lichymi ¢isly. Ve ¢tvrtém osudi jsou ¢tyti listky se sudymi
¢isly a jeden listek s lichym c¢islem. Nahodné zvolime osudi, vytdhneme z néj
jeden listek a vlozime ho do jiného osudi (opét ndhodné zvoleného). Z tohoto
osudi pak vytahneme jeden listek. Jaka je pravdépodobnost, ze posledni
vytazeny listek je se sudym cislem?

4.8 12 studentu oboru M-F, 14 studentii oboru M-Bi a 12 studentt M-VT
umi fesit piiklad na Bayesovy vzorce potadé s pravdépodobnosti 0,80, 0,65
a 0,95. S jakou pravdépodobnosti je Pavel poslucha¢ oboru

a) M-F,

b) M-Bi,

c) M-VT,

jestlize neumi resit priklady na Bayesovy vzorce?

4.9 Pro zpravy vysilané Morseovou abecedou plati: misto vyslaného signalu
ytecka® prijde omylem ve % pripadt ,,carka“ a misto vyslaného signalu ,,¢ar-
ka“ prijde v % pripadid omylem ,tecka®. Vyslané signdly tecka a carka jsou
v poméru 5 : 3. Zjistéte, jaka je pravdépodobnost
toho, ze byl vyslany signal
a) tecka za podminky, Ze jsme prijali signal
carka (jev A);
b) tecka za podminky, Zze jsme prijali signél
tecka (jev B)?

4.10 Béhu na 100 m se ucastni t¥i skupiny bézcu.
Prvni skupina s deseti bézci ubéhne trasu v limitu
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s pravdépodobnosti 0,90, druha skupina Sesti béz-
ci s pravdépodobnosti 0,85 a tfeti skupina Sesti
bézcu s pravdépodobnosti 0,75. Nahodné jsme vy-
brali ze vSech bézci jednoho, o kterém jsme zjis-
tili, ze ubéhne 100 m v limitu. Jaka je pravdépo-
dobnost, zZe tento vybrany bézec pochazi z druhé
skupiny?

Il e

ResSeni tloh

4.1 a) 0,84; b) 0,857.

4.2 0,104 4

4.3 0,6323

4.4po-(1—p)"+ (L —po) n-p-(1—-p)!
4.5 0,417

4.6 0,606

4.7 0,65

4.8 ) 0,304; b) 0,620; ¢) 0,076.

4.9 a) P(A) =0,5; b) P(B) = 0,75

4.10 0,274



Kapitola 5
Nahodna velicina

Prace s ndhodnymi jevy, tedy s mnozinou elementérnich jevi € a o-algebrou
A mize byt nékdy obtizna, nebot konstrukce obou mnozin miize byt znacné
komplikovana: elementarnimi jevy mohou byt kuprikladu libovolné objekty
Ci jejich k-tice, kterych muze byt vysoky pocet. Nastésti mnoho vysledku
nahodnych pokusu je ¢iselnych: bud je vysledek ¢islo jiz z podstaty pokusu,
nebo jej lze ¢islem vyjadrit. Pro reprezentaci takovych vysledka tedy mu-
zeme pouzivat pravdépodobnostni prostor vybudovany nad mnozinou redl-
nych ¢isel. Matematické objekty reprezentujici ndhodné pokusy s ¢iselnymi
vysledky nazyvame ndhodné veliciny.

5.1 Zavedeni nahodné veliciny

Uvazujme pravdépodobnostni prostor (€2, A,P), kde Q je neprazdna mno-
zina vSech moznych vysledk ndhodného pokusu, A je o-algebra sestrojena
na mnoziné Q a P: A — [0; 1] je pravdépodobnost. Pokud je vysledek poku-
su ¢iselny, mohli bychom mnozinu §2 definovat rovnou jako mnozinu vsech
moznych ¢iselnych vysledkt tohoto pokusu — tedy napiiklad u méfeni té-
lesné vysky studentti bychom vzali Q = (0; 00), za systém jevu borelovskou
o-algebru B([0;00)) a pracovali pfimo s timto prostorem. Nahodné veli-
¢iny ovSsem muzeme zavést i pro pripady, kdy prostor vysledki sice neni
Ciselny, ale muzeme jej vhodnym zpusobem c¢iselné zakdédovat, jak ucinime
v prikladech a @ 7 tohoto divodu definujeme nahodnou velic¢inu ja-
ko funkci, kterd libovolnému (¢iselnému ¢i abstraktnimu) ndhodnému jevu
prifadi vhodnou ¢iselnou reprezentaci.

Definice 5.1 (Nahodn4a veli¢ina)
Necht (2, A,P) je pravdépodobnostni prostor. Redlnou funkci X definova-

67
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nou na ) nazgvdme ndhodnou veli¢inou, jestlize X je méritelné zobmzemﬁ]
definované jako X : (2, A) — (R, B), tj. pro libovolnou borelovskou mnoZinu
B € B plati

{we: X(w)e B} e A, (5.1)

kde B = B(R) je o-algebra borelovsky’cfﬁ podmnozin R.

Priklad 5.1. Jedenkrat hodime jednou kostkou. Mnozina elementarnich
jevu je Q = {4,, ), 3, (), Ed}, o-algebra (kolekce ndhodnych jevi) je
poten¢ni mnozina A = P(2). Nahodnou veli¢inou X rozumime ciselng vy-
sledek hodu kostkou a definujeme ji jako funkci X : 2 — R s hodnotami

XE=LXE)=2X[)=3XE)=4XE) =5XE) =6 (52)

Vsimnéte si, ze takto definovana funkce je skuteéné ndhodnou veli¢inou,
tj. je méritelnou funkci: pro libovolnou borelovskou podmnozinu realnych
¢isel plati, Ze jeji vzor patii do A. Napriklad pro interval (m,5] je vzorem
zobrazenf mnozina X (=Y ((r; 5]) = {3, ]} a ta je prvkem A.

O tom, zda je funkce X nahodnou veli¢inou, rozhoduje mimo jiné i podo-
ba zvolené g-algebry. Pokud bychom v prikladu pracovali se g-algebrou
napriklad ve tvaru

pak funkce definovana prostfednictvim (@) nemuze byt nahodnou velici-
nou: v pifkladu zminéna mnozina X =Y ((r;5]) = {E3, &} do této o-algebry
totiz nepatii, coz je v rozporu s podminkou métitelnosti. Pripomenme v té-
to souvislosti, ze z praktického hlediska predstavuje o-algebra prislusejici
nahodnému pokusu informaci, kterou mizeme identifikovat jako vysledek
nédhodného pokusu. Mnozina vysledku ve tvaru (@) odpovid4 situaci, ve
které napriklad nemtze nastat jev ,padla [-]*, resp. takovy jev neni moz-
né identifikovat (hod byl napriklad proveden tajné a statistikovi je pouze
sdélena informace, zda vysledek prevysil dvojku). Konstrukce a vyuziti tako-
vychto specifickych o-algeber ovsem presahuje ramec této knihy; pro bézné
uziti si vystacime se g-algebrami zminénymi v piikladech a @

V nasledujicim prikladu si zkonstruujeme ndhodnou veli¢inu, jejimz obo-
rem hodnot bude néco jiného nez prirozena ¢isla, jak jsme byli dosud zvykli.

'Dvojice (k,.A) a (8, B), kde x a 6 jsou neprazdné mnoziny a A, B jsou o-algebry jejich
podmnozin, nazyvame méritelné prostory. Zobrazeni f: k — 0 se nazyva méritelné prave
tehdy, kdyz VB € B plati {z € k : f(z) € B} € A, tj. vzory méfitelnych mnozin jsou
meéritelné. Méfitelné zobrazeni znacime f: (k,.A) — (6, B).

2Tj. nejmens{ o-algebra obsahujici véechny oteviené podmnoziny R, viz piiklad @
na strané E
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Priklad 5.2. Pohlavi narozeného ditéte muzeme prezentovat jako ndhodny
pokus se dvéma moznymi vysledky, a to chlapec a dévce. Tento pokus tedy
reprezentujeme mnozinou elementarnich jeva Q = {chlapec, dévce} a jevovy
prostor je poten¢ni mnozina

A = {0, {chlapec}, {dévce}, Q}.
Nahodnou veli¢inu X muzeme v tomto pripadé definovat napriklad takto:

X (w) 0, jestlize w = chlapec,
w) =
1, jestlize w = dévce.

V tomto pripadé maji vysledky ndhodného pokusu kvalitativni charakter
(chlapec, dévée) a my jsme je ohodnotili ur¢itym, v tomto pripadé uméle
zvolenym redlnym c¢islem.

Nahodné velic¢iny se obvykle znaci velkymi pismeny z konce abecedy, na-
priklad X,Y, Z. Hodnoty X (w), kterych mohou ndhodné veli¢iny nabyvat,
budeme znaé¢it malymi pismeny z,y, z. Rikime také, ze x je tzv. realiza-
ce ndhodné veli¢iny X (zejména v pripadech, kdy je jiz hodnota ndhodné
veli¢iny zndma, protoze nahodny pokus jiz byl proveden). Také bézné pou-
zivame zjednoduseného zapisu: misto {w € Q : X(w) € B} budeme struéné
psat {X € B} a misto {w € Q : X(w) < z} budeme psat {X < z}.

Soucty, souciny a podily ndhodnych veli¢in jsou opét ndhodné veli¢iny.
Stejné tak umocnéni ndhodné veli¢iny prirozenym ¢islem a nasobeni na-
hodné veli¢iny skalarem jsou opét nahodné veli¢iny. Dikazy jsou uvedeny
naptiklad v [[7].

5.2 Rozdéleni nahodné veliciny

Stejné jako jsme v kapitole E na abstraktnim jevovém ostoru za-
vedli pravdépodobnost P (spliujici pozadavky definice mohh bychom
podobnym zpusobem zavést pravdépodobnostni miru na borelovskych pod-
mnozindch prostoru (R, B), reprezentujici mozné ¢iselné vysledky nédhod-
nych veli¢in. Protoze jsme vsak definovali ndhodnou veli¢inu X nad jiz
stanovenym pravdépodobnostnim prostorem (£2,.4,P), je pravdépodobnost
vysledkt urcena jiz definovanou mirou P a predpisem funkce X.

Priklad 5.3 (pokracovani prikladu @) Pravdépodobnost narozeni chlapce
je 0,514. Definujme nahodnou veli¢inu X tak, jak byla zavedena v prikla-
du @ Chceme-li nyni zméfit pravdépodobnost, ze tato ndhodna veli¢ina
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nabude hodnoty nula, budeme postupovat takto:

P(X =0)=P{lweQ: X(w) =0} =P{weXxD0)} =
= P{w € {chlapec}} = P{w = chlapec} = 0,514.

Podobné bychom uréili, ze P(X = 1) = P{w = dévce} = 0,486.

Vidime, Ze timto postupem muzeme urcit pravdépodobnost libovolné
borelovské mnoziny, jednoduse tak, ze zjistime pravdépodobnost jejitho vzo-
rud. Takto zavedena pravdépodobnostni mira na borelovskych mnozindch
(indukovand pravdépodobnosti P) se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti nd-
hodné wveliciny, i kratce jen rozdéleni®. Rozdéleni pravdépodobnosti tedy
plné charakterizuje pravdépodobnostni chovani ndhodné veli¢iny.

V praktickych tlohdch urcujeme pravdépodobnost c¢iselnych vysledki
tak, jak bychom to délali pro jakykoliv jiny pravdépodobnostni prostor. Na-
ptiklad diskrétni ndahodné veliciny, tedy veli¢iny s koneénym nebo nejvyse
spocetnym mnozstvim hodnot, jsou tuplné charakterizovany tzv. pravdépo-
dobnostni funkci, tj. vy¢tem hodnot ndhodné veli¢iny a prislusejicich prav-
dépodobnosti. Takovymi veli¢cinami jsou napriklad vysledek hodu kostkou
(viz_piiklad b.1f), ¢iselné reprezentované pohlavi narozeného ditéte (prikla-
dy @ B.4), pocet prichozich telefonnich vizev (pifklad [7.1) apod. Situaci
budeme ilustrovat také na nasledujicim piikladu.

Priklad 5.4 (zkouska ze statistiky). V univerzitnim studijnim systému je
mozné vypozorovat dlouhodobé rozlozeni zndmek z predmétu Statistika.
Student muze u zkousky dostat jednu ze zndmek 1, 2, 3, nebo 4. Pravdépo-
dobnost, s jakou nahodné vybrany student obdrzel konkrétni znamku, lze
prehledné reprezentovat tabulkou hodnot a prislusejicich pravdépodobnosti
(viz tabulku @) Definujeme nédhodnou velicinu X = zndmka ze statistiky
pro ndhodné vybraného studenta. Potom tabulka @ je rovnéz reprezentaci
pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X, a tedy jejiho rozdéleni.

Otazka 5.1. K tabulce EI z prikladu @ sestavte v Excelu sloupcovy graf
reprezentujici pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X.

Pro vypocet pravdépodobnosti uzivame pravidel zavedenych v kapitole E;
v prikladu napriklad mame

P(X =2)=0,25 nebo P(X >3)=0,50+0,15 = 0,65.

3Nshodnou velid¢inu jsme pravé proto definovali tak, abychom to mohli udélat: jako
meritelnou funkci.

4Rozdéleni pravdépodobnosti miizeme znadit napiiklad px = Po X (=1 protoze je
z hlediska forméalni matematiky slozenou funkci miry P a zobrazeni X (=1, Toto znadeni
vsak nebudeme déle potiebovat.



5.3 DISTRIBUCNI FUNKCE 71

Tabulka 5.1: Znamky a pravdépodobnosti pro nahodné vybraného studenta

Znamka 1 2 3 4
Pravdépodobnost || 0,10 | 0,25 | 0,50 | 0,15

Vsimnéte si, ze soucet pravdépodobnosti v tabulce ¢ini 1. Rigorézni defi-
nici diskrétni ndhodné veli¢iny uvedeme v odstavci p.4. Je-li pocet moznych
vysledkt ndhodné veli¢iny nespocetny, pravdépodobnostni funkce je zavede-
na pomoci integralniho poctu a predstavime ji v odstavci p.5. K tomu tcelu
se ndm bude hodit jesté jedna alternativni Uplna charakterizace rozdéleni
nahodné velic¢iny, kterou si predstavime nyni.

5.3 Distribuéni funkce

Definice 5.2 (Distribuéni funkce)
Necht X je ndhodnd velicina. Jeji distribu¢ni funkei nazgvame redlnou funk-
ci F'x redlné proménné x definovanou predpisem

Fx(z)=P(X <z) =P{w : X(w) <z}). (5.4)

Distribuc¢ni funkce je pravdépodobnost pro mnoziny specifického tvaru
{w : X(w) < x}, které patii do o-algebry A, jsou to tedy ndhodné jevy a je
mozné pro né pravdépodobnost (hodnotu distribu¢ni funkce) uréit. Distri-
bucni funkce je z tohoto titulu definovana pro vsechna x € R a lze ukazat, ze
vedle pravdépodobnostni funkce také jednoznac¢né urcuje rozdéleni ndhodné
veli¢iny.

Piiklad 5.5 (Clovéce, nezlob se!). Ve hie Clovéce, nezlob se! hrac nasadi
figurku do hry v okamziku, kdy mu pii hodu kostkou padne sestka. Hod
kostkou jako ndhodny pokus reprezentujeme pomoci mnoziny elementarnich
jevua
Q={00.6,0 5. 63}

a za o-algebru A vezmeme systém vSech podmnozin ). Protoze pravdé-
podobnosti vSech elementarnich jevu jsou totozné (%), jednd se o klasicky
pravdépodobnostni prostor a pravdépodobnost P(A) ndhodného jevu A € A
je rovna pomeéru poctu priznivych elementarnich jevia k poc¢tu vsech elemen-
tarnich jevii. Nyni na tomto prostoru (2, .4,P) zkonstruujeme ndhodnou
velicinu X, reprezentujici tispéch pri hodu kostkou, ktery umozni nasadit
figurku do hry. Udélame to analogicky k prikladu @ pomoci uméle zvolené
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0,83

Obrazek 5.1: Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X z ptikladu @

dvojice cisel takto:

X(w) = 0, Jestlize w € {1, (3, (1, (3, (0},
1, jestlize w =3

Pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny X je dédna hodnotami pravdé-
podobnosti P(X = 0) = 2 a P(X = 1) = {. Distribu¢ni funkce F' je podle
definice pak definovana takto:

0, pokud x <0,
F(x) = %, pokud 0 <z < 1,
1, pokud z > 1.

Graf této distribuéni funkce uvadime na obrazku b.1|.

Vsimnéte si, ze distribu¢ni funkce z prikladu @ je neklesajici, nebof
postupné kumuluje pravdépodobnosti (nejprve P(X = 0), potom P(X =
1)). Proto se distribu¢ni funkce také oznacuji jako kumulativni distribucni
funkce. Hodnoty distribu¢ni funkce lezi mezi nulou a jednic¢kou, nebot se
jedné o pravdépodobnosti. A konecéné, distribuéni funkce diskrétni ndhodné
veli¢iny vykazuje schodovity (skokovity) charakter, pri¢emz skoky nastavaji
presné v hodnotach, které ndhodn4 velicina realizuje (v nasem pripadé tedy
v hodnotéch 0 a 1), a maji velikost prislusejicich pravdépodobnosti. Tyto
vlastnosti jsou charakteristické pro libovolnou distribu¢ni funkci a shrneme
je jako vétu p.1l, kam pripojime jesté informaci o spojitosti a nevlastnich
limitach distribuéni funkce.

Véta 5.1 (o vlastnostech distribuéni funkce). Distribucni funkce Fx(x)
ndhodné veliciny X je
a) neklesajici, tj. pro libovolné a,b € R, a <b, plati Fx(a) < Fx(b),
b) zprava spojita v libovolném bodé x € R, tj. pro libovolné xo € R plati
hmx%xar Fx(z) = Fx(x0),
¢) limgys_ oo Fx(z) =0 alim,o Fx(x) =1,
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d) md nejvgse spocetné bodi nespojitosti; tyto body nespojitosti jsou proniho
druhu (tj. skoky) a velikost skoku v bodé xq je

Fx(xo) — Fx(zy) = P({w € @ : X(w) = z0}),
kde Fx(xy) = lim Fx(z).

Diikaz.
a) Podle definice @ je

Fx(a) =P({w : X(w) <a}),
Fx(b) = P({w : X(w) < b}).

Jelikoz {w : X(w) < a} C {w : X(w) < b}, je podle vlastnosti
pravdépodobnosti ve vété na strané

P({w : X(w) <a}) <P({w : X(w) <b}),
tj. Fx(a) < Fx(b>

b) Zvolme si libovolny bod xg € R. Mame dokézat, ze funkce Fx je v bodé
xo zprava spojitd. Uvazujme libovolnou posloupnost {z,} redlnych ¢isel
takovou, ze x, \, xg. Jestlize si oznacime

Ay ={weQ: X(w)<z,}, n=0,1,2,...,
pak

Fx(xz,) =P(A,), n=0,1,2,...,
AnCAn-i-l) n = ].,2,...

Ay = G A,
n=1

Chceme dokazat, ze lim,, o Fx () = Fx(z0). To dokdZzeme s vyuzitim
vlastnosti h) pravdépodobnosti ve vété na strané

lim Fy(an) = lim P({w : X(w) <an}) = U A,)

P(Ao) = Fx(zo).
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c) lim Fx(x)= 1};\120 Fx(—n) = nhﬁ\rgo P{we Q : X(w) < —n}).

T——00

Podle vlastnosti H pravdépodobnosti na strané @ plati
lim P{weQ: X(w) <—n}) =
n—oo

:P<ﬁ{w e=0: X(w) g—n}> =P()) =0,
n=1

lim Fx(z) = lim Fx(n)= nli_}n;()[P’({w €0 X(w) <n}).

T—00 n—oo

7 vlastnosti @ pravdépodobnosti ve vété @ plyne

lim Pw e Q: X(w) <n}) =

:]ID(G{WGQ : X(w)ﬁn}) =P(Q) =1
n=1

d) Oznacme si:
C jako mnozinu bodu nespojitosti dané distribuc¢ni funkce,
C', jako mnozinu bodu nespojitosti se skokem vétsim nez %, n=23,...
Pak C = (J;2, C,. Protoze distribuéni funkce Fx(z) je pro libovolné
z € R mezi nulou a jednickou a je to funkce neklesajici, obsahuje C,
nejvyse (n — 1) bodu nespojitosti. Mnozina C' je tedy sjednocenim spo-
¢etné mnoha koneénych mnozin, ptricemz takové sjednoceni je nejvyse
spocetnd mnozina.
Nyni si ukazeme, ze velikost skoku v bodé zg je

Fx(aj‘o) — FX(xE) = P({w e X(w) = 1‘0})

P{weQ: X(w) =z0}) =
=PH{weQ: X(w) <zp}) —PweQ: X(w) <zo}) =
= Fx(z9) —PH{w e Q : X(w) <zo}) =
:FX(:UO)IP’<U {wGQ : X (w) Sxoi}>.
n=1

7 vlastnosti H pravdépodobnosti ve vété @ na strané @ plyne

P(G {wGQrX(w)gxo—iD:

n=1

— lim P <{w €0 X(w) <o — ;}) — Fx(ay).

n—o0
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O]

Nyni se vratime ke slibenému predpisu diskrétnich a spojitych nahodnych
velicin.

5.4 Diskrétni nahodné veli¢iny

Definice 5.3 (Diskrétni ndhodna veli¢ina)

Ndahodna velicina X se nazyvd diskrétni, nebo téZ ndhodnd velicina s dis-
krétnim rozdélenim pravdépodobnosti, jestlize existuje posloupnost redlngch
¢isel {xn} a odpovidajici posloupnost nezdipornych cisel {p,} takovd, Ze

pn =P(X = x,)

a plati

)
an =1
n=1

Pravdépodobnost, s jakou diskrétni ndhodné veli¢ina X nabude hodno-
ty x, budeme oznacovat px(x) nebo jen p(z); px(x) = P(X = z) je tedy
pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X, jak jsme ji zavedli v odstav-
ci . Distribucni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny je po ¢astech konstantni
az na hodnoty x,, ve kterych ma skok velikosti p, = P(X = z,,). Formalné
mé tvar

Fx(z)=P(X <z)= Y PX=z)= Y  pu (5.5)

{n:azn<z} {n:xn<z}

ve které ¢tenar muze identifikovat charakter kumulujicich se pravdépodob-
nosti. Distribu¢ni funkce slouzi mimo jiné k vypoc¢tu pravdépodobnosti jevu
X € (a;b], tj.

Pla<X <b)=Fx(b)—Fx(a)= Y PX=z)= >  pn

{n:a<z,<b} {n:a<z,<b}
pro libovolna realné ¢isla a, b, kde a < b.

Priklad 5.6 (zkouska ze statistiky). K ndhodné veli¢iné X z prikladu @,
jejiz pravdépodobnostni funkce je dédna tabulkou p.1|, sestrojte distribuc¢ni
funkci a vypoctéte pravdépodobnosti, ze ndhodné vybrany student

a) dostane zndmku 4, tj. zkouskou neprojde;
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0,85

0,35
P(X = 2) = 0,25
01 —P(X =1) = 0.10

1 2 3 4

Obrazek 5.2: Graf distribuc¢ni funkce k prikladu @

b) projde zkouskou se zndmkou 1 az 3;
¢) obdrzi znamku 3 nebo 4;
d) patii k ,,pruméru roéniku® se zndmkami 2 nebo 3.

Resend. Distribu¢ni funkce Fx ndhodné veli¢iny X je po ¢astech konstantni
se skoky v hodnotach 1,2,3 a 4 velikosti prislusejicich pravdépodobnosti.
Graf distribu¢ni funkce ukazuje obrazek

Pro vypocty pravdépodobnosti obecnych diskrétnich ndhodnych veli¢in
Ize v MS Excel vyuzit funkci = PROB|. Argumenty funkce jsou oblast hod-
not ndhodné veli¢iny (v nasem pripadé udélované zndmky, které méjme na-
priklad v bunkach A2:A5), prislusejicich pravdépodobnosti (bunky B2:B5)
a meze intervalu, pro které hodnoty pocitdme. Snadno tedy spocteme, ze

a) P(X =4) = PROB(AQ:A5;BQ:B5;4)}: 0,15;

b) P(X < 3) PROB(A2:A5;B2:B5; ;3)]: 0,85;
c) P(X >3) |= PROB(A2:45;B2:B5;3;4)| = 0,65;
d) P2<X<4) = PRDB(AQ:A5;BQ:B5;2;4)} = 0,90.
V tomto jednoduchém prikladu samozrejmé snadno vysledky ovérime ruc-
nim vypoctem. Vsimnéte si také, ze

a) P(X = 4) = px(4),
b) P(X < 3) = Fx(3),
c) PX>3)=1-P(X <3)=
d) P2<X<4)=P(1l< X <4

Priklad 5.7. ll Uvazujme diskrétni nahodnou ve-
licinu X, kterd udava pocet padnutych lica v péti
hodech minci. Stanovte jeji pravdépodobnostni a dis-
tribu¢ni funkci a vytvorte jejich grafy.

Resend. Opakovany hod minci je pifkladem Bernoul-
liho procesu (viz odstavec B.3); pravdépodobnost, zZe
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Tabulka 5.2: Hodnoty p(z) a F'(x) pro priklad @

N Lol 2 [ s | 4 | 5
p(z) || 0,03125 | 0,15625 | 0,3125 | 0,3125 | 0,156 25 | 0,031 25
F(z) || 003125 | 0,1875 | 05 |08125 096875 | 1

v n hodech padne k lici, je tedy urcena vzorcem (), ve kterém je
p=gq= % Pravdépodobnostni funkce ma tedy tvar

D)) ro T
p(ﬂf):P(X:x):{(()z) (3)" - (3) inak,e{O’L .5},

Uvedené hodnoty si snadno vypoc¢teme v Excelu uzitim kombinatorickych
vzorcu, napiiklad P(X = 2) '= KOMBINACE(5;2)%0,572%0,5"(5-2) ’, pri¢emz
dvojku v tomto vzorci fakticky nahradime odkazem na ptislusnou bunku pti-
pravené tabulky hodnot_(prvniho fadku tabulky @), abychom mohli vzorec
zkopirovat i pro ostatni hodnoty x. Vypoctené hodnoty pravdépodobnost-
ni funkce jsou také v tabulce . Jesté ovérime, ze se jednd o rozdéleni
pravdépodobnosti:

> S5\ /1\F /1\°7*
S or=) A=) (= =0,0312540,156 25+ --+0,03125 = 1.
— k — k 2 2 ) ) )

Distribué¢ni funkce je pak kumulativnim souctem vyse uvedenych pravdépo-
dobnosti:

0 pro x < 0,
F( —P =] 5 1\k 1\5—k
D =PX <0 S @) (3) (1) poo<a<s
k=0
1 pro x > 5.

Do tabulky @ jsme doplnili i hodnoty distribu¢ni funkce proxz =0, 1,...,5.

Pravdépodobnostni funkci obvykle znazornujeme pomoci sloupcového
grafu, ktery je na obrazku . Graf lze vytvorit napiiklad v MS Excel
volbou sloupcového grafu na karté Vlozeni a tpravou popiskt vodorovné
osy (v Névrhu grafu zvolime Vybrat data a jako Popisky vodorovné osy
(kategorie) zvolime namisto vychozich hodnot_oblast bunék s hodnotami
x). Graf distribu¢ni funkce ukazuje obrazek .

5V odstavci @ si predstavime jesté o néco jednodussi vzorec na vypocet hodnot této
pravdépodobnostni funkce.

5Grafy distribuénich funkei ndhodnych veli¢in lze v MS Excel vytvaiet pouze pfiblizné
a pomérné komplikované, proto je ¢tenafi predkladame pripravené v jiném grafickém
softwaru (konkrétné PGF/TikZ).
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0.35

0.25
0.2
0.15
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Obrazek 5.3: Graf pravdépodobnostni funkce v prikladu @

0,901
0,813 -
0,5
P(X =2) = 0,3125
0,188 -—
0,031 e

Obrazek 5.4: Graf distribuc¢ni funkce k prikladu @

5.5 Absolutné spojité nahodné veliciny

Je-li pocet moznych vysledk ndhodné veli¢iny X nespocetny, neni mozné
pro vypocet pravdépodobnosti pouzit , klasickych“ souctovych vzorci, které
pro nespocetné mnoho hodnot diverguji do nekonecna. Misto souctd pou-
zijeme pro vypocet urcity (Lebesgueuv) integral a roli pravdépodobnostni
funkce prebird tzv. hustota rozdéleni pravdépodobnosti.

Definice 5.4 (Absolutné spojita ndhodna veli¢ina)

Ndhodnd velicina X, resp. jeji distribucni funkce Fx se mazgvd absolutné
spojita, jestliZe existuje nezdpornd integrovatelnd funkce fx takovd, Ze pro
libovolné x € (—o0, 00) plati

F(o) =B(X <) = [ " px(t) e (5.6)

Funkce fx se nazgvd hustota (rozdéleni) pravdépodobnosti.
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/
Fx(b) — Fx(a)
P(X € (a;b))

Fx(z)

Obrazek 5.5: Priklad hustoty a distribu¢ni funkce absolutné spojité ndhodné
veli¢iny a vypoctu pravdépodobnosti

Pripomenme si kratce vlastnosti Lebesgueova integralu. Definice @ za-
jistuje, ze k hustoté fx existuje primitivni funkce. Vzhledem k (@) je jed-
nou z nich distribuéni funkce (konkrétné ta, kterd méa v —oo limitné nulovou
hodnotu, jak predepisuje vlastnost ) ve vété p.1l). Déle pravdépodobnost,
ze X_€ (a;b] pro néjakd redlna ¢isla a,b, je vzhledem k vlastnosti d) ve
veéte

P(X € (a;]) = P(X € (—00;b]) — B(X € (~oc;a]) = Fx(b) - Fx(a),

coz neni nic jiného nez pravidlo pro vypocet ur¢itého (Newtonova) integrélu
z hustoty fx o mezich a, b,

b
P(X € (a:0]) = / Fx(2) da,

ktery dale mizeme vizualizovat (v RiemannovéB smyslu) jako plochu pod
grafem hustoty fx mezi jejimi body a,b (viz také obrazek b.5). Z této geo-
metrické interpretace mimo jiné vyplyva, ze

P(X =c¢)=P(X € [¢c)) = /CfX(;r)dx:O

pro libovolnou elementérni hodnotu ¢ € R (,,plocha® pod jednim bodem ¢
je samoziejmé nulova).

Nulovost pravdépodobnosti pro kazdou jednotlivou elementarni hodnotu
také znamen4, ze distribu¢ni funkce v daném bodé nemd skok, je tam tedy
spojita, a je tedy spojita na celé redlné ose R. Vlastnost (@) je ale silnéjsi,
zajistuje dokonce diferencovatelnost ve vSech bodech az na nejvyse spocetné

"Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), némecky matematik.
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pocetnou mnozinu nulové pravdépodobnosti, ve kterych nemusi byt prvni
derivace definovana. Takové funkce oznacujeme jako absolutné spojité, odkud
plyne i ndzev pro odpovidajici pravdépodobnostni rozdéleni.

Dtisledkem toho je rovnéz, ze pii zkouméani pravdépodobnosti absolutné
spojité nahodné veli¢iny X nemusime brat v tvahu vsSechny jeji hodnoty
v daném intervalu — piislusny integral ziistane nezménén, kdyz jich konec¢né
nebo nejvyse spocetné mnoho z intervalu vypustime. Naptiklad pravdépo-
dobnosti

P(X € (a;b]) = P(X € (a;b)) = P(X € [a;b)) = P(X € [a:])

jsou vSechny z tohoto divodu totozné.

V teorii pravdépodobnosti maji specidlni vyznam mnoziny hodnot V' (¥i-
kejme kratce ,vlastnost V), kterych ndhodna veli¢ina nabyva s pravdépo-
dobnosti 1, tedy

P(X ma vlastnost V) = 1.

7 vyse uvedeného vyplyva, ze z hodnot ptislusejicich vlastnosti V' je mozné
jich az spo¢etné mnoho vypustit (nebo zménit), aniz by se cokoliv zménilo na
jednotkové pravdépodobnostifi. V téchto pripadech budeme fikat, ze X ma
vlastnost V' skoro jisté“ (pfip. ,skoro vSude“, jinymi slovy az na mnozinu
pravdépodobnosti 0) a uzivat zkratku s.j.

/.

Vyé@(j odvozené vlastnosti hustoty pravdépodobnosti nyni shrneme jako
vétu

Véta 5.2 (o vlastnostech hustoty). Necht fx(x) je hustota rozdéleni prav-
dépodobnosti nahodné veliciny X. Pak plati:

0) fx(x) = - Fx(2) s.i.

) [ axade=1,

b
¢) Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a) = / fx(z)dz pro libovolnd redlnd
Gisla a,b, kde a < b. ¢

Diikaz. VSechny uvedené vlastnosti plynou z definice @ a z vlastnosti dis-
tribuc¢ni funkce. O

Priklad 5.8. Uvazujeme hypotetickou populaci ryb. Je znamo, ze funkce
doziti ryb zavisi na kvadratu délky zivota a ze zadna ryba se nedozije vice

87 toho také plyne, 7e hodnoty V vypusténé z uvazovani maji nulovou pravdépodob-
nost.
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f(z) F(z)

10,07 /1

0 10 0 10

Obrazek 5.6: Hustota, distribu¢ni funkce a vypocet pravdépodobnosti k pri-
kladu

SNAD DNES ULOVIM
ALESPON) PROMERNY
&)

nez 10 let. Neboli F(z) je ddna vztahem

0 pro x <0,
F(x) =1 (c-2)*> pro0<z <10, ceRT,
1 pro x > 10.

Necht X je ndhodna veli¢ina reprezentujici vék

ryby v ¢ase umrti.

a) Urcete konstantu ¢ tak, aby F(z) byla distribu¢ni funkce ndhodné veli-
¢iny X.

b) Vypocitejte hustotu f(z) doziti v rybi populaci.

¢) Spocitejte pravdépodobnost, ze ryba zemfe mezi 3. a 4. rokem zivota.

Resend.

a) Musi platit, ze F(10) = 1, tedy (c-10)%2 =1, tedy ¢ = 1—10, tedy

0 pro x < 0,
F(r) =445 pro0 <z <10,
1 pro x > 10.

b) fla) = (100) = 2 tedy

o) = 5 pro 0 <z <10,
0 jinak.
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c¢) Pravdépodobnost mtzeme spocitat bud z hustoty

4 1 1 [22]"
PEB<X <4)= dr = —zder=—|—| =0,07
aex<= [ fwa= [ gear- 515 <o

nebo primo z distribucni funkce

16 9

Vypocet je ilustrovan na obrazku @
A

Vsimnéte si jesté jednou, ze oba pristupy feseni posledni otazky pri-
kladu @ jsou totozné: jak bylo receno vyse, distribu¢ni funkce je jednou
z primitivnich funkci hustoty pravdépodobnosti. Tudiz vypocet pravdépo-
dobnosti z hustoty (matematicky vypocet Riemannova urcitého integrélu)
je nutné ekvivalentni vypoc¢tu pomoci distribuéni funkce (matematicky vy-
pocet Newtonova integrélu), nebot diky vlastnostem hustoty pravdépodob-
nosti oba integraly existuji a musi si tedy byt rovny.

Ukazme nyni feseni podobného prikladu, vyjdeme vSak ze zndmé hustoty
pravdépodobnosti.

Priklad 5.9. Urcete koeficient ¢ tak, aby funkce

c-x?-e® pro0<z<l,
0 jinde,

byla hustotou néjaké ndhodné veliciny X. Vypocitejte distribucni funkci

Reseni. Musime najit ¢ tak, aby

/_Zf(m)dx:l.

Ze zadani funkce f(x) a s opakovanym vyuzitim metody per partes dosta-
vame

e 1
/ f(a:)dx—/c-xQ‘ezdw—c‘(e—2)—l, tedy ¢ = .
—00 0 e—2

Tedy predpis hustoty ndhodné veli¢iny X je

o) dmzwt e pro0SesL
0 jinde.
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0 1 0 1

Obréazek 5.7: Hustota a distribucni funkce k prikladu @

Distribu¢ni funkce na intervalu [0;1] je

Tl pgai= L[ et 2] =
1

= 2‘($2€x—2$61+26x—2).
6_

Kompletni predpis distribuc¢ni funkce tedy je

0 pro z <0,
Fz) = ¢ L5 (2%e” — 2ze® +2¢* —2)  pro0 <z <1,
1 pro z > 1.

Distribu¢ni funkce i hustota pravdépodobnosti jsou zobrazeny na obréz-
ku @ A

5.6 Zobecnéni*

Teorie miry zavadi pro ucely méreni ,velikosti“ mnozin pojem mnozinové
miry. Mira je néjaka o-aditivni mnozinova funkce na prostoru (2,.4), tj.
a) p: A—[0,00],
b) u(®) =0,
[0.9] o0
c) jsou-li A, € A, n > 1 po dvou disjunktni, pak M( U An> = > u(Ap).
n=1 n=1

Je-li navic u(Q) = 1, fikdme, Ze p je pravdépodobnostni mira.
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Pro tcely charakterizace rozdéleni ndhodné veli¢iny ve smyslu zobrazeni
do prostoru (R, B) tedy na tomto prostoru zavadime takovou pravdépodob-
nostni miru: kazdé borelovské mnoziné B € B lze pripsat pravdépodobnostni
miru na (R, B)

ux(B) = F(X"'(B)) = B(fw € Q : X(w) € BY),

kterou nazyvame rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X. Polozi-
me-li specidlné B = (—oo, x|, dostdvame distribuéni funkci

P{we Q : X(w) <z}) = Fx(z).

Vidime, Ze mezi distribu¢ni funkei a rozdélenim pravdépodobnosti existuje
vzajemné jednoznacny vztah.

Polozime-li B = (a,b] pro —co < a < b < 00, dostédvame
P(X € (a,b]) = Fx(b) — Fx(a) = pr(la, b)).

Timto vztahem je jednoznac¢né definovana Lebesgueova—Stieltjesova mira
indukovana distribuc¢ni funkci F', resp. ndhodnou veli¢inou X. VysSe uvedeny
vztah je definovan pouze pro intervaly, ovsem to nam staci pro jednoznacné
definovani miry pro vSechny Borelovské mnoziny. Neboli plati

P(X € B) = ppy (B) = / dpry pro libovolny ndhodny jev B € B
B

[ X @) ap) = [ o) dury @)
pro libovolnou méritelnou funkci ¢, pro kterou existuje alespon jeden z in-
tegralu.

Integral podle Lebesguovy—Stieltjesovy miry se nékdy zkracené zapisuje
| #le)dFx (@),
R

Jelikoz neni nasim zamérem vykladat teorii miry v tomto textu, spoko-
jime se s intuitivnim objasnénim vyse uvedenych definic.

Je-li mira A definovana vztahem
Aa, b)) =b—a, —o00o <a <b< oo,

pak se mite A fika Lebesguova mira. Tato mira neni konecnd, a tudiz neni
pravdépodobnostni. Integral podle Lebesgueovy miry [ ¢(z) dA(x) je zobec-
nénim Riemannova integralu [ ¢(z) dz. Mizeme tedy s nim i tak pracovat.
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Definujeme-li miru p na omezeném intervalu [A; B] vztahem

b—a
; = — <a<b<

pak u je jiz pravdépodobnostni mira.

Integrél podle miry p pak vypocéteme jako

[o@ ane) = [ o) = Tume e

V obou téchto pripadech maji vSechna x stejnou vahu. Lebesguetuv—Stieltje-
suv integral nam navic umoznuje dat riznym x ruznou vahu, kterd je urcena
prirtustkem distribu¢ni funkce Fx.

Je-li X ndhodn4 veli¢ina definovana v prikladu @, pak distribu¢ni funkce
Fx ma pouze dva skoky a zadné jiné priristky. Integrdl podle pip, je vliastné

/¢ v) dpr () = 26(0) + (1)

Nema-li naopak F'x zddné skoky a je spojitda v kazdém bodé, méa pak F'x
derivaci f v kazdém bodé, a ta ukazuje prirtistek F'x. Integral podle pp, je

pak pouze
[ @ durg (@) = [ oors

Lebesguetv—Stieltjestiv integral je tedy zobecnénim integralu, kde x maji
riznou vahu, a sumy, kde jednotlivé s¢itance maji také rtiznou vahu.

Tyto tvahy nas vedou k rozdéleni ndhodnych veli¢in na dva zédkladni typy,
na diskrétni a absolutné spojité ndhodné veli¢iny. Mohou se vsak vyskytovat
i jejich kombinace.

Priklad 5.10. Raketa se zamérovacim systémem zasahuje s presnosti 0 az
30 metrti od zaméreného cile, pficemz predpokladejme, Ze zasazené vzdéle-
nosti od cile jsou vSechny stejné mozné (jde tedy o geometrickou pravdépo-
dobnost). Zamérujeme stfed budovy o priaméru 10 metri. Raketa zptsobi
stoprocentni poskozeni, pokud budovu jakkoliv zasahne, poskozeni se kon-
tinualné snizi o 10 % za kazdy metr od budovy. Jaké je pravdépodobnost,
ze budova bude po vystreleni rakety poskozena alespor z 50 %?

Resend. Zavedme nejprve pomocnou ndhodnou veli¢inu Y s hodnotami v in-
tervalu [0;30] reprezentujici odchylku dopadu rakety od zamétfeného cile
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v metrech. Déale zavedme nahodnou veli¢inu X reprezentujici zptsobené
poskozeni v procentnich bodech. Plati zfejmé:

0 jestlize Y € [15;30], e e
X =410-(15-Y) jestlize Y € (5;15), —
Np g
100 jestlize Y € [0;5]. GSHEINE PRSTANY

Dle principt geometrické prav%podobnos—
)

ti (viz odstavec na strané je
15 1
P(X =0) =P € [15;30]) = — = =
(X =0) = B(Y € [15:30) = o = 5.
5 1
P(X =100) =P(Y i9]) = o= = —.

Distribu¢ni funkce Fx ndhodné veli¢ciny X ma tedy dva skoky v bodech 0
a 100 o velikostech % a %. V ostatnich bodech je distribuéni funkce spojita,
pricemz

P(X € (0;100)) = P(Y € (5;15)) = 1 — <1 N 1> 1

a tudiz
pro xz < 0,

+ 355 pro 0 <z <100,
pro z > 100.

Fx(x) =

= o= O

Pravdépodobnost, ze budova bude znic¢ena alespon z 50 %, je tedy

1004 100 1
P (X > 50) = pr([50,100]) :/ duF:/ —dz+—- =
5

1,11
S0 o 300 6 6 6 3
A

Kompletni vypocet je ilustrovian na obrazku @

Nyni si jesté uvedme existencéni vétu pro distribucni funkci, tj. vétu, ktera
nam bude rikat, pro jakou funkci redlné proménné existuje pravdépodob-
nostni prostor a na ném nahodnd veli¢ina tak, aby dand funkce byla jeji
distribuc¢ni funkci.

Véta 5.3. Necht funkce F: R — R mda vlastnosti a), b), c) z véty . Pak
existuje pravdépodobnostni prostor (2, A,P) a na ném definovand ndhodnd
velicina X takovd, Ze
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F(z)
1 o —————
[IF’(X =100) = £
P(X >50) = 1| 0,833
0,667 /
0,5 ¢
P(X =0)=1
1 1
0 50 100

Obréazek 5.8: Distribuc¢ni funkce k prikladu

Dukaz. Polozme
0= R, A = B, P= HF,

kde pr je Lebesguetiv—Stieltjesova mira indukovand funkci F'. Jesté polozme
X (w) = w. Nyni{ mame

Fy(x) = B(X <) = pp((~00,2]) = lim_jup((a, z])

= lim (F(z) — F(a)) = F(z), z € R,

a——00

kde jsme pouzili spojitost koneéné miry pp a vlastnost (b) distribuéni funk-
ce. O



88 KAP. 5 NAHODNA VELICINA

5.7 Ulohy

5.1 Necht mnozina elementdarnich jevu je Q = {wi,wa}, o-algebru A defi-
nujeme na mnoziné {2 takto:

A= {0, {wi}, {w2}, Q}.

Zjistéte, zda funkce X dand predpisem X (w;) = 1, X(w2) = 0 je ndhodnd
velic¢ina.

5.2 Hodme jedenkrat kostkou. Mnozina elementarnich jevi je

Q= {lIL D? |Z|a |Z|7 7 }a (57)

o-algebru podmnozin mnoziny €2 definujeme takto:

A= {®7 {D}7 {E]vELEL ’ }7 Q}

Najdéte funkci, kterd bude nahodnou veli¢inou vzhledem k A.

5.3 V USA je zndma popularni hra Chuck-a-luck, ve které se hraje se tfemi
béznymi kostkami s puntiky na sténach od 1 do 6. Michal hraje s Honzou
hru, ve které Michal vsadi 1€ a vybere si urcity vysledek hodu, napfi-
klad, Ze na kostce padne sténa se tfemi puntiky (padne ¢islo tii). Pokud
se tak po hodu tremi kostkami nestane na zadné z kostek, ztrati Michal
svij vklad. Pokud padne ¢islo tfi na pravé jedné kostce, vyplati Honza Mi-
chalovi 2 €, pokud padne ¢islo tfi na pravé dvou kostkach, dostane Michal
3 € a pokud padne ¢islo t¥i na vSech tfech kostkach, dostane Michal 4 €.
Popiste nahodnou veli¢inu, kterd vyjadiuje vysi ¢istého zisku s ohledem na
pocet padnutych Cisel tii, a urcete rozdéleni pravdépodobnosti této ndhodné
veli¢iny.

5.4 Nahodna velicina X ma distribuéni funkeci

0 pro x < 1,
Fx(z)=((x—1)? prol<z<2,
1 pro x > 2.

a) Urcete hustotu ndhodné veli¢iny X.
b) Znazornéte graficky hustotu a distribuéni funkei ndhodné velic¢iny X.
c) Urcete P(1,5 < X < 1,75).

?Podle [f], str. 281, 282.
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5.5 Je dana distribu¢ni funkce
F(x) :a+b-arctang, —00 <z < 00.

Urcete:

a) pro jaké hodnoty a,b je F' distribu¢ni funkce,
b) hustotu pravdépodobnosti f,
c) Pla < X < p).

5.6 Graf hustoty ndhodné veli¢iny X je lomend c¢ara tvorena tremi body
A = [0;0], B = [5;yp] a C = [10;0]. Najdéte soufadnici yp bodu B tak,
aby slo o hustotu pravdépodobnosti. Urcete vzorec a sestrojte graf hustoty
pravdépodobnosti f(x) a distribu¢ni funkce F'(z) urcené danou lomenou
¢arou.

5.7 Ndhodna veli¢ina X mé hustotu

0 pro x < —4,
f(l’) = % ) 421__,E2 pro —4 <z <4,
0 pro x > 4.

Urcete distribuc¢ni funkci Fx.

5.8 Hustota pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny X ma tvar

0 pro z < —1,
— a _
flx) = Jies pro —l<az<l,
0 pro x > 1.

Urcete:

a) koeficient a,
b) P(—3 <X <3).

5.9 Zjistéte, pro jaka a, b je funkce

F(z) !

= 71+€—(a+b$)’ r €R

distribu¢ni funkei.

ResSeni Gloh
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5.1 Ano

5.2 Napiiklad X([@) = b, X@) = X@ = X@ = X@ = X@) = ¢,

kde b, c jsou libovolné realné konstanty.

53X:Q—R, Q= {(a,b,c) € {E,5...,B8}}, 19 =6 =216.

3 pro a = b= c =[],

X(a,b, ) pokud pravé dvé z a, b, ¢ jsou [,

a,b,c) =
pokud pravé jedno z a, b, c je [,

—1 jinak.

715 = 0,005 pro z = 3,
+% =0,069 prox =2,
316 — 0,347 proz =1,
125 = (579  jinak.

5.4
20 —2 prol <x <2,
a) f(z) = { -
0 jinak,

b) viz obrazek p.9,
¢) P(1,5 < X < 1,75) = 0,3125.

) i)
9 () 1 ()
15 0,8
)
0,6
1
0.4 0,3125
0,5
0,2
L | L L
0 05 1 15 2 0 05 1 151752

Obrézek 5.9: Graf hustoty a distribucéni funkce z tlohy @

5.5a) a=3b=1b) fx(@) =2 (5),
c) Pla<X <p)=~- (arctang — arctan §).
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Jedné se o tzv. Cau(:hyhoE rozdéleni, které se pouziva napriklad ve finan-
cich pro modelovani extrémnich investi¢nich rizik. Graf hustoty a distribuc¢ni
funkce je na obrazku .

—

0,8

0,6

—10 -5 ” 5 10

—10 -5 5 10

Obréazek 5.10: Graf hustoty a distribucni funkce z lohy @

5.6 Yy = 0,2,
0,04« pro 0 < x < 5,
f(x) =<0,4—0,04cr probd <z <10,
0 jinak.
(0 pro z < 0,
Flz) = 0,022 pro0 <z < 5,
0,4z — 0,022 —1 pro 5 < z < 10,
1 pro z > 10.

Jedna se o tzv. trojuhelnikové rozdéleni. Pouziva se napriklad v simula¢nich
studiich pro veli¢iny, u kterych znadme pouze rozsah (dolni a horni mez)
hodnot, jichz muze nabyvat, a jeji nejpravdépodobnéjsi hodnotu (modus).
Graf hustoty a distribu¢ni funkce je na obrézku p.11|.

10 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francouzsky matematik.
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F(z)
0,2 1

0,8
0,15

0,6
0,1

0,4
0,05

0,2

f(z)

Il Il Il Il Il Il I Il Il Il Il Il
-2 0 2 456 8 10 12 -2 0 2 4 6 8 10 12

Obréazek 5.11: Graf hustoty a distribu¢ni funkce z lohy @

5.7
0 pro x < —4,
Fx(z) = %aurcsin\/%r4 pro —4 <z <4,
1 pro x > 4.

Jde o tzv. rozdéleni arcsin (na obecném intervalu, viz obrazek ), které
ma uziti naptiklad v signalni technice.

F(x
03 (x)

—

0,25 08

0,05

—6 4 -2 0 2 4 6 —6

2 4 6

Obréazek 5.12: Graf hustoty a distribu¢ni funkce z ilohy @

5.8 a) a =1, b) 1. Toto je rovnéZ rozdélenf arcsin.

5.9 a € R, b> 0. Jedna se o tzv. logistické rozdéleni, pouzivané pri mode-
lovani nahodnych veli¢in reprezentujicich kategorické charakteristiky.



Kapitola 6

Charakteristiky nahodnych

oWV e

veli¢in

Pravdépodobnostni chovani ndhodné velic¢iny je Uplné popsano pravdépo-
dobnostn{ funkef, hustotou pravdépodobnosti, nebo distribuéni funkef. Upl-
né charakterizace nahodné veli¢iny mtze byt ovsem nékdy strukturné slozita
nebo v nékterych pripadech dokonce nedostupnd (napft. se Spatné nebo vel-
mi nepresné odhaduje). V praktickych aplikacich vsak casto postacuje shr-
nout informaci o rozdéleni ndhodné veli¢iny do nékolika vhodnych ¢iselnych
charakteristik, které dostatecné vystizné popisuji zdkladni vlastnosti tohoto
rozdéleni. V takovych pripadech pak uplna charakterizace ndhodné veliciny
pomoci pravdépodobnostni funkce ¢i hustoty a distribu¢ni funkci neni ani
potfebna. V této kapitole se budeme zabyvat pouze tzv. charakteristika-
mi polohy (stfedni hodnota, kvantil, medidn, modus) a charakteristikami
variability (rozptyl, smérodatna odchylka) a zpusoby jejich vypoctu.

6.1 Stredni hodnota nidhodné velic¢iny a jeji vlast-
nosti

Definice 6.1 (Stfedni hodnota ndhodné velic¢iny)

Necht X je ndhodnd velicina definovand na pravdepodobnostnim prostoru

(Q, A, P) a Fx jeji distribucni funkce. Stiedni hodnotou EX ndhodné veli-
c¢iny X nazveme integrdl

IEX:/ xdFx(x), (6.1)
pokud tento integrdl existuje.

93
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Stredni hodnota EX ndhodné veli¢iny X se ¢asto také nazyva ocekavand
hodnota a predstavuje cislo, které charakterizuje polohu hodnot ndhodné
veli¢iny na ¢iselné ose s ohledem na jejich pravdépodobnosti. Integral ve
vzorci (p.1) je Lebesgueova—Stieltjesova typu (viz odstavec p.6). Déle uve-
deme specidlni tvar definice v pripadé, ze nahodna velicina ma diskrétni,
resp. absolutné spojité rozdéleni.

Véta 6.1.

a) Necht X je diskrétni nahodnd veli¢ina nabjvajici pro i = 1,2,... hod-
not x; s pravdépodobnostmi P(X = x;) = p;. Pak stredni hodnota EX
ndhodné veliciny X je tvaru

EX =Y - pi, (6.2)
=1

pokud Tada v () konverguje.
b) Necht X je absolutné spojitd ndhodnd veli¢ina s hustotou fx. Pak stredni

hodnota ndhodné veliciny X je
o0
EX :/ zfx(x)de, (6.3)
—o0
pokud integrdl konverguje.

Dikaz. Viz odstavec @ O

Vsimnéte si, ze stfedni hodnota je vazenym souc¢tem hodnot ndhodné ve-
liciny. Roli vah hraje pravdépodobnostni funkce v diskrétnim, resp. hustota
pravdépodobnosti ve spojitém pripadé.

Priklad 6.1. Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X, kterd udéava pocet pad-

nutych lict v péti hodech minci (viz priklad p.7), vypocitejte jeji stiedni
hodnotu EX.

Resend. Stiedni hodnota se vypocita dle vzorce (@)

5
EX = Zl‘l -p; =0-0,031254+1-0,15625+ ...+ 5-0,03125 = 2,5.
i=1
Tento vysledek Ize snadno spocitat i v Excelu pomoci funkce skalarniho sou-
¢inu. Jsou-li napiiklad hodnoty nahodné veli¢iny (prvni rddek tabulky @)
umistény v burikdch B1 az G1 a prislusejici pravdépodobnosti (druhy fadek
tabulky 5.2) v bunkéach B2 az G2, potom je stfedni hodnota EX vysledkem
funkce = SOUCIN.SKALARNI(B1:G1;B2:G2) ] A
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Priklad 6.2. Uvazujme absolutné spojitou ndhodnou veli¢inu X, ktera ma
hustotu f(z) = Inz pro = € [1;¢e] a 0 jinde. Vypocitejte stfedni hodnotu
EX.

Reseni. Nejprve ovéime, ze f(x) je hustota, tj. zda plati ffooo f(z)dx = 1:

/_OO f(ﬂf)dxz/lelnxdx: [tlnz —x]§ = 1.

Stredni hodnota EX je dle vzorce (@) rovna hodnoté integralu
¢ z? 1\N]® e 1
‘Inzdr=|—-|Inzx— = —+ - =2,097.
o= (nemg)] ==

Priklad 6.3. Uvaiujeme absolutné spojitou ndhodnou veli¢inu X, ktera
mé hustotu f(x) = 5 (jde o tzv. Cauchyho rozdéleni). Vypoctéte EX.

A

)

Resend. Nejprve je vhodné ovéfit, ze funkee f je skuteéné hustotou pravdeé-
podobnosti, tj. ze plati

°° 1 1 1
[Lrde= [ = et =1

Vidime tedy, Zze f je hustota. Pokusime se vypocitat EX dle vzorce (@)

EX = /
7r1+;v2

Integral na pravé strané vzorce ovSsem diverguje. Toto pravdépodobnostni
rozdéleni je tedy prikladem rozdéleni, pro které stredni hodnota neexistuje.

A

Stredni hodnota nahodné veli¢iny je podle definice @ Lebesgueovym-—
Stieltjesovym integrélem, tudiz sdili vSechny jeho vlastnosti a plati tedy
tvrzeni nasledujici véty, kterou uvadime jinak bez dikazu.

Véta 6.2 (o vlastnostech stfedni hodnoty). Necht X,Y, X,, n =1,2,...
jsou nahodné veli¢iny na pravdépodobnostnim prostoru (2, A,P) a a,b jsou
redlné konstanty. Potom

a) stredni hodnota konstanty je konstanta:

Ea = a,
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b) stredni hodnota je absolutné integrovatelnd:
EX < oo prdvé tehdy, kdyz E|X| < oo,
¢) stredni hodnota je linedrnim operdtorem:
E(aX +bY) = aEX + bEY,

d) jestlize existuje stredni hodnota souctu nahodnijch velicin X;, pak je ddana
jako soucet strednich hodnot ndhodnych velicin X;:

n n
E (Z Xi) => EX;,
i=1 i=1
e) stredni hodnota je nezapornd pro nezaporné nahodné veliciny:
je-li X >0 s.7., pak EX > 0,
f) stredni hodnota je monoténni:

jestlize X1 < X < X9 5.7, pak EX; <EX <EXos,
9)
[EX| < E|X],

h)

jestlize | X| <Y s.j., EY <oo, pak EX < oo,

i) integrace clen po clenu:

o0 oo [ee]
jestlize » E|X,| < oo, pakE <Z Xn) = EX,,
n=1

n=1 n=1
j) plati Fatouovoﬂ lemma:

jestlize X, >0 s.j., pak E(liminfX,,) < liminfEX,,.
n—oo n—oo

I kdyz vlastnosti M vyplyvaji z obecnych vlastnosti Lebesgueova—Stiel-
tjesova integralu, lze je v ptripadé diskrétnich a absolutné spojitych veli¢in
dokéazat i primo. Je-li X diskrétni ndhodné velic¢ina, vyuzijeme vlastnosti
sumy. V pripadé, ze X je absolutné spojitd nahodna veli¢ina, vyuzijeme
vlastnosti Riemannova ¢i Lebesgueova integralu.

!Pierre Fatou (1878-1929), francouzsky matematik.
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Priklad 6.4. Podle tmrtnostnich tabulek USA (1978-1979) je pravdépo-
dobnost tmrti 32leté zeny béhem jednoho roku rovna 0,001 819. Pojistovna
nabizi zendm tohoto véku, ze pfi ro¢nim pojistném 100 USD vyplati po-
ziistalym v pripadé tmrti pojisténce 25000 USD. Jaky zisk miize pojistovna
ocekdvat, jestlize takovou pojistku uzavie 5000 zen uvedeného véku?

Reseni. Zisk (&i ztratu) pojistovny v piipadé uzavieni jedné pojistky ozna-
¢ime jako ndhodnou veli¢inu X;, ¢ =1,...,5000. Jeji stfedni hodnota je

EX; =100-0,998 181 — 24900 - 0,001 819 = 99,818 1 — 45,293 1 = 54,525.
Uzavte-li pojistovna 5000 takovych pojistek, je jeji ocekavany zisk roven
stfedni hodnoté ndhodné veliciny

5000

Y=> X,
=1

tedy
5000
EY = E(Z XZ-> =5000-EX; = 272625.
i=1
Ocekédvany zisk pojistovny je 272625 USD. A

Jestlize definujeme novou ndhodnou veli¢inu Y jako funkci néjaké existu-
jici ndhodné veliciny X, tj. Y = ¢(X), je mozné k vypoctu stredni hodnoty
Y vyuzit rozdéleni X, jak uvadi nésledujici véta. Neni tudiz v tomto pripa-
dé nutné odvozovat rozdéleni ndhodné veli¢iny Y, abychom mohli stredni
hodnotu spocitat.

Véta 6.3. Necht X je ndhodnd velicina a necht ¢: R — R. Pak plati
B6(X) = [ o(a) dPx(a),

pokud jeden z integrdlu konvergugje.

Ma-li néhodnd velicina X diskrétni rozdélent {xy, pn}nen,, pak

]Egb(X) = Z Qb(xn)pna

neNy
pokud jedna ze stran rovnosti konvergugje.

Ma-li ndhodnd velicina X absolutné spojité rozdéleni s hustotou f, pak
B6(X) = [ ola)f (@),

pokud jeden z integrdlu konverguje.
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6.2 Dalsi charakteristiky polohy nahodnych veli-
¢in

Stredni hodnotu nahodné veli¢iny fadime mezi vlastnosti ndhodnych veli-
¢in, kterym souhrnné rikdme charakteristiky polohy. Dalsi charakteristiky
tohoto typu jsou odvozeny od tzv. kvantilové funkce.

Definice 6.2 (Kvantilova funkce, kvantil)

a) Necht F je distribucni funkce ndhodné velic¢iny X . Zavedme funkci F~1
predpisem
F~Y(u) =inf{z : F(z)>u}, 0 <u<1. (6.4)

Pak F~! nazjvdme kvantilovéa funkce odpovidajici distribucni funkci F.
b) Hodnoty funkce F~'(u) se nazjvaji kvantily. Konkrétné a-kvantilem
nazyvdme hodnotu F~1(a).

Z definice vyplyva, ze pokud je F rostouci a spojita, pak kvantilova funkce
F~1 je inverzni funkei k . Odtud pochdzi i oznaceni F'~!, které se oviem
pouziva i pro zbylé pripadyd. Kvantily také casto zna¢ime pomoci procent,
protoze « je ¢islo mezi nulou a jednicku. V tomto kontextu se také oznacuji
jako percentily.

Vv

Nejdtlezitéjsim kvantilem je tzv. medidn; oznacujeme jej X nebo Me(X).
Medién je 50% kvantil, tj. F~1(0,50). Hodnoty ndhodné veli¢iny rozdéluje
na dvé ¢ésti, které maji stejnou 50% pravdépodobnost:

P(XS)N()Z% a P(Xzf()z%. (6.5)

Median se uziva vsude tam, kde vazeni hodnot pomoci pravdépodobnosti
(tedy uziti stfednich hodnot) selhéva. Typicky tomu je v pripadech rozdéleni
s tézkymi chvosty, jako je tfeba Cauchyho rozdéleni z ptikladu @ (ve kte-
rém stfedni hodnota neexistuje vitbec), anebo rozdéleni modelujicich situace
s vyskyty extrémnich hodnot — mé-li tato extrémni hodnota nezanedbatel-
nou pravdépodobnost, vychyli stfedni hodnotu smérem k sobé. Ukazkovym
prikladem je stfedni hodnota mzdy ndhodné vybraného zaméstnance néjaké
firmy: jedna vysokd manazerskd mzda velmi vyznamné zkresli stiedni hod-
notu mezd ostatnich zaméstnanci smérem k hodnoté, které vétsina zamést-
nanct firmy se svoji mzdou nedosahuje. V takovych pripadech je median

2V pifpadé, 7e je distribu¢ni funkce na néjakém intervalu (a;b) konstantni, inverzni
funkce neni pro prislusnou hodnotu definovina, nebot ji neni mozné urcit jednoznacné: je
principidlné mozné za kvantil volit kterykoliv bod tohoto intervalu. Infimalni vzorec (Q)
definuje jako kvantil dolni mez, ale v ucebnicich je mozné najit i supremdlni verzi.
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lepsi charakteristikou polohy nahodné veli¢iny: v ptipadé mezd udava hod-
notu, na kterou dosahne presné polovina zaméstnancu firmy. Poznamenejme
jesté, ze medidn neni podminkou (6.5) urcen jednoznacéné (viz tlohu @)

Hodnoty nahodné veli¢iny je samozrejmé mozné pomoci kvantila délit
i na dily nestejné velikosti: naptiklad 25% kvantil F~1(0,25) rozdéli hodnoty
nahodné veli¢iny na dolni ¢tvrtinu a horni t¥i ¢tvrtiny (z hlediska pravdé-
podobnosti dosazeni). Tento kvantil nazyvame dolnim kvartilem. Obdobné
horni kvartil je 75% kvantil F~1(0,75). Mensi, resp. vétsi kvantily zase na-
jdou uplatnéni ve statistice, konkrétné pii urcovani intervalovych odhadu
(viz kapitolu [L4) a pri testovani hypotéz (viz kapitolu [LF).

Priklad 6.5. Ozna¢me dobu cekani rybafe na tlovek (v minutédch) jako
nahodnou veli¢inu X. Urcete stredni hodnotu, dolni kvartil, median a horni
kvartil doby cekani rybare na tlovek, mé-li ndhodna veli¢ina X hustotu
pravdépodobnosti ve tvaru

e ™ pro0<ax < oo,
flz) = ) (6.6)
0 jinak.

Reseni. Rozdéleni, jehoz hustota je dana rovnici (@), se nazyva exponenci-
alni (vice viz odstavec 8.2 na strané ) Stfedni hodnotu urcime integraci
per partes

EX:/O roeTdy — [x(e—m)]go/o (76_9”) d:p:OﬁL[fe_m]gO:]_

Pro vypocet dolniho kvartilu, medidanu a horniho kvartilu nejdrive uréime
distribuc¢ni funkci, staci pro x > 0:

F(x) = / e tdt = [—e_t]g =1—-e"
0

(pro x < 0 je F(x) nulovd). Nasledné odvodime i kvantilovou funkei jako
funkci inverzni k F'(z):

F(u) = —In(1 — u).
Dosadime za u postupné 0,25, 0,5 a 0,75. Dostavame
F71(0,25) = 0,288, F~1(0,5) =0,693, F~1(0,75) = 1,387.

Hodnoty jsou v minutich, vynasobenim vysledki hodnotou 60 dostaneme
Casy ve vtefindch. Vyznam téchto kvantilt je ilustrovin na obrézku 6.1l.

A
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[(@)

25 %

010,288,693 1,387 0]0,2880,693 1,387

Obrazek 6.1: Prvni, druhy a tieti kvartil ndhodné veli¢iny X z prikladu @

Posledni charakteristikou polohy rozdéleni ndhodné veli¢iny X, kterou
zde zminime, je tzv. modus, ktery se obvykle znaci X , pripadné Mod(z)
nebo Mo(X). Modus zjednodusené feceno predstavuje ,nejpravdépodobnéj-
$1“ hodnotu, které mize nahodna veli¢cina nabyt. Je-li diskrétni rozdéleni
soustiedéno v bodech 1,3, ..., je modem X ta hodnota, pro kterou plati

P(X = X) > P(X = x;)

pro libovolné i = 1,2,.... Je to tedy hodnota této veli¢iny, ve které nabyva
pravdépodobnostni funkce p(x) svého maxima. Pro absolutné spojitou na-
hodnou veli¢inu je modem X ta hodnota, ve které nabyva svého maxima
hustota pravdépodobnosti f(z), tj.

F(X) > f(x)

pro libovolné x € (—oo,00). Ani modus nemusi byt urc¢en jednoznacné,
ndhodnd veli¢ina muze mit dva i vice modu (viz ulohu B.3).

Ptiklad 6.6. Uréete modus X nasledujicich nahodnych velic¢in:

a) diskrétni veli¢iny X s rozdélenim pravdépodobnosti

" pron=1,2,...,
_ G
bn = 0 jinak,

b) spojité ndhodné veli¢iny s hustotou

D=

$2‘;_x pro x € (0;00),
0 jinak.

Resend.
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a) Vidime, ze
1 1

plzia p2:i’”'

Jelikoz pro rostouci n pravdépodobnost p, geometricky klesa, je modus
X=1.

b) Ke stanoveni Xv pripadé spojitého rozdéleni je nutné najit maximum
hustoty. Vytesime tedy prubéh funkce hustoty f(x). Jelikoz v krajnich
bodech intervalu (0; 00) je limita f(x) rovna nule, vySetiime body, kde

f(@) =0

=gze ” (1— g) =0.

Jedinym takovym bodem uvnitt intervalu (0;00) je z = 2. Jelikoz
f"(2) = —e2 <0,

jedna se skuteéné o maximum, a tedy modus X = 2.

6.3 Rozptyl ndhodné veliciny

Stredni hodnota, medidn, kvantily a ostatni charakteristiky polohy poskytu-
ji informaci, kde mizeme ocekavat hodnoty ndhodné velic¢iny, avsak nerikaji
samy o sobé nic o tom, jak daleko ¢i blizko charakteristice polohy se tyto
hodnoty vyskytuji. Tuto informaci poskytnou tzv. charakteristiky meénli-
vosti neboli variability. Zakladni charakteristikou tohoto typu je rozptyl
nadhodné veli¢iny.

Definice 6.3 (Rozptyl ndhodné veli¢iny)
Stredni kvadratickd odchylka od stredni hodnoty ndhodné veliciny, tj.

var X = E(X — EX)?,

se nazyvd rozptyl ndhodné veliciny X.

definice vidime, Ze existence stfedni hodnoty je nutnou podminkou k exis-
tenci rozptylu, takze napiiklad Cauchyho rozdéleni z prikladu nemiize
mit vedle stfedni hodnoty ani rozptyl. Rozptyl ndhodné veli¢iny je vzdy
nezdporny a rovna se nule pravé tehdy, kdyz P(X = ¢) = 1, kde ¢ je né-
jaka konstanta. Rozptyl ma fadu péknych matematickych vlastnosti, které
si shrneme v nésledujici vété.
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Véta 6.4 (o vlastnostech rozptylu). Necht je X ndhodnd velicina, a, c redlné
konstanty. Potom

a) plati tzv. vgpocetni vzorec rozptylu
var X = E(X?) — (EX)?, (6.7)

b) varc =0,

¢) var(aX) = a?var X,

d) var(X + ¢) = var X.

e) Jestlize X md konecnou stredni hodnotu a konecny nenulovy rozptyl a

v X-EX
Vvar X
pak EY =0 a varY = 1.
Diikaz.
a) var X = E(X — EX)? = E[X? — 2XEX + (EX)?] =

=EX? - 2(EX)? + (EX)? =EX? - (EX)%

b) Jelikoz Ec = ¢, je nutné var(c — Ec)? = var(c — ¢)? = 0.
c) var(aX) = E(aX — EaX)? = E[a(X — EX)]? =
= a’E(X —EX)? = a®var X.

Céstid) a B| ponechame bez dikazu. O

Nevyhodou rozptylu je to, ze udava variabilitu nahodné veli¢iny ve ¢tver-
cich jejich jednotek a ¢iselné hodnoty rozptylu jsou tak velmi obtizné inter-
pretovatelné. 7 tohoto divodu se v praktickych tlohach pouziva pro cha-
rakterizaci variability ndhodnych veli¢in tzv. smérodatnd odchylka, coz je
druhé& odmocnina rozptylu,

o= +VvarX.

Smérodatna odchylka méri variabilitu ndhodné veli¢iny v jejich ptivodnich
jednotkach. Nesdili vsak nékteré dobré vlastnosti rozptylu, se kterymi se
sezndmime v kapitole g (naptiklad smérodatnd odchylka souctu nezavislych
nahodnych veli¢in neni souc¢tem smérodatnych odchylek).

Priklad 6.7 (pokracovani prikladu @) Vratme se k feseni piikladu o ¢eka-
ni rybare na tlovek ze strany 9. Dobu ¢ekéni rybéfe na tlovek (v minutach)
jsme oznacili jako ndhodnou veli¢inu X. Vypocitejte rozptyl a smérodatnou
odchylku této ndhodné veli¢iny X.
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Reseni. Pripomenme, ze ndhodnd veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti

e prol<z<oo,
flz) = y
0 jinak.

Jiz_jsme odvodili, ze EX = 1 minuta. Rozptyl vypocitdme podle vzor-
ce (@) na strané @ Nejdifve uréime EX?2.

EX? = / 2 e dx = [x2 . (_e—x)]go —/ —2ze Fdz =
0 0

:0+2-/ ze Pdr=2-EX = 2.
0
Odtud

var X =2 —1%2=1.

Rozptyl ndhodné veliciny X je 1 min?, smérodatna odchylka je tedy 1 mi-
nuta. A

Véta 6.5 (Cebysevova nerovnostE’). Necht X je nahodnd velicina s konec-
nym rozptylem. Pak pro libovolné € > 0 plati

X
P X —EX|>¢] < Va; . (6.8)

Vétu @ dokédzeme v odstavci @ Vzorec (@) miizeme prepsat do al-
ternativni podoby: jestlize polozime ¢ = k-0, kde k > 0 a 0 = vvar X je
smérodatnd odchylka ndhodné veli¢iny X, potom

1

P|X ~EX| 2 ko] < 5.

(6.9)

Nerovnost (@) se nazyvé klasickd Cebysevova nerovnost a plati pro li-
bovolné k£ > 0. Vzorec (@,) poskytuje hruby symetricky intervalovy odhad
pravdépodobnosti (¥ikd se mu interval spolehlivosti), ze ndhodnd veli¢ina
s koneénym rozptylem bude v predem uréené vzdalenosti od své stredni
hodnoty. Tato vzdalenost je vyjadiena jako k-nasobek smérodatné odchyl-
ky ndhodné veli¢iny. Pro ticely odhadu nema smysl volit k& < 1. Nerovnost
je nezavisla na rozdéleni ndhodné veliciny X, jedna se tedy o maximalné
konzervativni odhad (fakticky horni mez pravdépodobnosti). Jeji podstatny
teoreticky vyznam spociva v tom, ze poslouzi k dikazu Bernoulliho zdkona
velkych ¢isel (viz odstavec 11.2 na strané )

2Pafnutij Lvovi¢ Cebysev (1821-1894), rusky matematik.
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Priklad 6.8. Predpoklddejme, ze spravujeme investi¢ni portfolio s pramér-
nym vynosem 8000 K¢ a smérodatnou odchylkou 500 Ké. Jaka je nejvyssi
mozné pravdépodobnost, ze se skuteény vynos bude od stredni hodnoty lisit
o vice nez +10 % prumérného vynosu?

Reseni. Rozdéleni vimosu portfolia neni zndmo, pro odhad tedy pouzijeme
Cebysevovu nerovnost, kterd na rozdéleni nezavisi. 10 % z 8000 K¢ je 800
K¢, tedy chceme nalézt

P[|X — 8000| > 800].

Dle vzorce (@) odhadujeme

1
F[|X ~8000] > 1,6 500] < o = 0,391,

Pokud bychom vsak znali rozdéleni nahodné velic¢iny X, mohli bychom tento
odhad vyznamné snizit. A

6.4 Momenty vyssich radut

Definice stredni hodnoty a rozptylu lze zobecnit prostrednictvim nasledujici
definice.

Definice 6.4 (n-ty moment)

Pro prirozené cislo n je n-ty moment ndhodné veliciny X definovdan jako
E(X™); n-ty absolutni moment jako E(|X|™); n-ty centrdlni moment jako
E[(X —EX)"].

Vyuzijeme-li Lebesgueovy—Stieltjesovy miry (viz odstavec @), potom
pravé definované momenty muzeme vyjadiit obecné pomoci integrala

E(X") = /OO 2" dFx(x),

BxP) = [l dFx (@),
E[(X — EX)"] = /oo ( — EX)" dFx ().

Vzorce pro specidlni piipady ziskdme nahrazenim dFx (z) vyrazem f(z)dx
v absolutné spojitém pripadé a nahrazenim integralu vdzenou sumou s va-
hami p,, v diskrétnim pripadé, podobné jako ve vété 6.1].
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7 definice @ vidime, Ze stfedni hodnota je prvni moment. Prvni centralni
moment je vzdy roven nule, nebof

E(X —EX) =EX — E(EX) =EX — EX = 0.

Rozptyl ndhodné veli¢iny je druhy centralni moment. V praktickych apli-
kacich se jesté rutinné pouzivaji nasledujici dvé charakteristiky zalozené na
centralnich momentech tretiho a ¢tvrtého radu.

Definice 6.5
Oznacme p = EX stredni hodnotu a o = v/var X smeérodatnou odchylku
ndhodné veliciny X. Potom

a) sikmost ndhodné veliciny X je

E(x—u>3: E(X — p)?

o o3 ’

b) Spicatost ndhodné veliciny X je

. <X—u>4: E(X — )t

o ot

Koeficient sikmosti popisuje asymetrii hustoty ndhodné veli¢iny. Ndhod-
né veli¢iny s hustotou symetrickou podle vertikalni osy (prochézejici medi-
anem) maji Sikmost nulovou. Ndhodné veli¢iny, jejichz modus je vpravo od
medidnu, maji Sikmost zdpornou a oznacujeme je zesikmené zleva. Jestlize je
modus vlevo od medianu, sikmost je kladnd a ndhodnou veli¢inu oznacujeme
jako zesikmenou zprava.

Koeficient Spicatosti charakterizuje koncentraci hustoty kolem medidnu.
Spi¢atost normované ndhodné veli¢iny, jejiz hustotou je Gaussova kiivka
(viz odstavec @ na strané ), ma koeficient Spicatosti roven hodnoté 3.
Nahodné veliciny, jejichz pravdépodobnost je vice soustredéna kolem medi-
anu (maji hustotu kolem medidnu vétsi nez Gaussova kiivka), maji hodnotu
Spicatosti vétsi nez 3 a oznacujeme je jako leptokurtické (Spicaté). Nahodné
veli¢iny, jejichz pravdépodobnost je oproti Gaussové kiivce rozlozena vice
do chvostii, maji hodnotu spicatosti mensi nez 3 a nazyvame je platykurtické
(ploché). Ndhodné veli¢iny s koeficientem $picatosti 3 jsou oznacovany jako
mesokurtické.

Nékdy se koeficient $picatosti definuje s posunem —3 oproti vyse uvedené
definici (tj. platykurtické veli¢iny maji tento posunuty koeficient zaporny).
Anglicky se tato charakteristika nazyva ezcess kurtosis, v doslovném pre-
kladu ,nadmérnd Spicatost“. Napriklad Microsoft Excel pracuje s pojmem
Spicatosti ve smyslu této upravené definice.
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Cebysevovu nerovnost lze zobecnit pro libovolny absolutni moment, coz
formalizujeme nasledujicim lemmatem. Lemma rovnéz vyuzijeme pro odlo-
zeny dikaz CebySevovy nerovnosti.

Lemma 6.6. Necht existuje n-tyj moment nahodné veliciny X, n > 0. Pak
pro libovolné € > 0 plati

E|X|
B[X| > < < ZXI
Dikaz.

EIX|" = / 2] dFx (z) > / 2" dFy (z) >

—00 |z|>e
> gn/ dFy(z) = &"B[|X] > e].
ol
O

Drikaz véty . V predchozim lemmatu polozime n = 2 a uvazujeme misto
nadhodné veli¢iny X ndhodnou veli¢inu X — EX. O



6.5 ULOHY 107

6.5 Ulohy

6.1 Skody na majetku v tisicich K& piedstavuji ndhodnou veli¢inu X, ktera,
se Tidi rozdélenim s hustotou

(@) = 5 prox >3,
0 jinak.

a) Vypocitejte hodnotu ¢ tak, aby slo o hustotu pravdépodobnosti.
b) Existuje stfedni hodnota a rozptyl? Pokud ano, vypocitejte je.
c) Jaka je pravdépodobnost, ze skody budou do 10 tisic K¢?

6.2 Najdéte takové diskrétni a spojité rozdéleni, kde neni median urcen
jednoznacné.

6.3 Najdéte takové diskrétni a spojité rozdéleni, kde neni modus urcen jed-
noznacne.

6.4 Vysetrete, pro které hodnoty p ma hustota

1 _e=w?  (etpw)?
X)) = e 2 e 2
f(z) 5 %( )

maximuim.

6.5 Zkouseny pristroj je slozen z péti prvkia. n-ty prvek se porouchd s prav-
dépodobnosti
pn=024+0,1(n—1).

Urcete stfedni hodnotu poc¢tu porouchanych prvki.

6.6 Zkousi se n pristroju. Pravdépodobnost poruchy je u vSech pristroju
stejnd a rovna se p. Urcete stredni hodnotu poctu pristroji, které se béhem
zkousky porouchaji.

6.7 V loterii je my vyher o hodnoté ki, mo vyher o hodnoté ks,...,my,
vyher o hodnoté k,. Celkem je N losi. Urcete cenu losu tak, aby stiedni
hodnota vyhry na jeden los byla rovna poloviné jeho ceny.
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6.8 V urné je m bilych a n éernych kouli. Koule se vytahuji tak dlouho,
dokud neni vytazena bila koule. Koule se po vytazeni vraci zpét. Urcete
stfedni hodnotu a rozptyl poctu vytazenych kouli.

6.9 Urcete stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X s hustotou

f@)= ——=—, —a<a<a.

b
m™a? — x2
ResSeni Gloh

6.1a) c=18,b) EX = 6, var X neexistuje, ¢) P(X < 10) = 0,91. Jde o tzv.
Paretovo rozdéleni typu I s parametrem tvaru a = 2, pouzivané ve financich
pravé pro modelovani vyskytu extrémnich jevi.

6.2 Diskrétni: jakékoliv rozdéleni se sudym poctem moznych hodnot. Spoji-
té: rozdéleni s hustotou, ktera je symetricka kolem nuly a zaroven je hustota
na intervalu (—c;¢) pro néjakou konstantu ¢ > 0 nulovd. Medidnem muze
byt kterékoliv ¢islo z intervalu (—c; ).

6.3 Diskrétni: rozdéleni, které ma pro dvé rizné hodnoty stejnou pravdépo-
dobnost, kterd je zaroven maximalni hodnotou pravdépodobnostni funkce.
Spojité: rozdéleni s hustotou, kterd ma dva vrcholy stejné hodnoty, ktera je
zaroven maximalni hodnotou hustoty.

6.4 Pro ¢ = 0 je maximum pouze jedno.

6.5 Oznacme Y = X; + --- + X5 pocet porouchanych prvki, kde X, je
nahodnd veli¢ina nabyvajici hodnoty 1, pokud se n-ty prvek porouchd, a 0
v ostatnich pripadech.

5
EBY =EX;+-+EX; =) [02401(n—1)]-1=2.

n=1

6.6 EX =np

6.7 5
N (miky + -+ mpky)
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6.8 ) "
m+n ~ min n
EX = , varX = ——"0 =
m m m
(7#5)
[ oy . P . m
Jednd se o tzv. geometrické rozdéleni s parametrem spéchu p = .

6.9 EX =0, var X = “2—2 Jedna se o tzv. rozdéleni arcsin.
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Kapitola 7

Vybrana rozdéleni
diskrétnich nahodnych
velicin

7.1 Rovnomérné diskrétni rozdéleni

Necht D je mnozina o n hodnotich (n € N). Ndhodnd veli¢ina X, jejiz
kazda hodnota z mnoziny D nastane se stejnou pravdépodobnosti p, ma
rovnomérné diskrétni rozdéleni Rd(n) s parametrem n, piseme X ~ Rd(n).
Rovnomérné diskrétni rozdéleni je zndmé také jako ,rozdéleni se stejné prav-
dépodobnymi vysledky“, jde tedy o model klasické pravdépodobnosti v po-
jmech ndhodnych velic¢in.

Pro dalsi iivahy budeme pracovat s mnozinou vysledkt specidlniho tva-
rud D = {1,2,...,n}, pro kterou explicitné odvodime zakladni vlastnosti
nahodné veli¢iny X. Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce maji pro tuto
mnozinu tvar

1 cD 0 pro x <1,
= ro T ,
p(z) =" p Fiz)=<|z]-1 prol<az<n
0 jinak. n
1 pro z > n,

kde |z| je zaokrouhleni ¢isla = na celé ¢islo smérem doli. Stfedni hodnota
a rozptyl jsou tvaru

1 21
nt a varX:n

EX = ,
2 12

vvvvvv

'Pro jiné mnoziny D bychom mohli uéinit totéz, jen budou formulace vzorct slozitéjsi.

111
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gle

gl

"

L
12345678 9101112 123456789101112

Obrazek 7.1: Graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce rovnomérného
diskrétniho rozdéleni Rd(12)

(viz tlohu @)

Priklad 7.1. Uvazujme hod kostkou ve tvaru pravidelného dvanéctisténu,
jehoz kazdé ze stén je oznacena postupné ¢islem od 1 do 12.

a) Popiste rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X, kterd udava
hozené ¢islo (tj. ¢islo na svrchni sténé dvandctisténu po jeho dopadu),
pomoci pravdépodobnostni a distribuc¢ni funkce.

b) Sestavte grafy pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce.

c) Vypoéitejte stiedni hodnotu a rozptyl.

d) Spocitejte pravdépodobnost, ze

« na horni sténé bude po dopadu sudé ¢islo (jev A),
 mna horni sténé bude po dopadu prvocislo (jev B).

Resend. Viechny mozné vysledky hodu kostkou jsou reprezentovany mnozi-
nou D ={1,2,...,12} (tedy n = 12) a jsou vSechny stejné pravdépodobné,
s hodnotou pravdépodobnosti %

a) Pravdépodobnostni a distribuéni funkce maji tvar

1 cD 0 pro x < 1,
= ro T ,
p(l’)z{m b Flz)=< || & prol<z<l12,
0 jinak,
1 pro x > 12.

b) Graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce ukazuje obrazek EI
c) EX =65, var X = 1.
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d) Prislusné pravdépodobnosti jsou

P(A) =P(X =2) + P(X =4) 4 --- + P(X =12) = 0,5,
P(B)=P(X =2)+P(X =3)+P(X =5)+P(X =7)+P(X = 11) =
5
==

7.2 Degenerované rozdéleni

Nahodn4d veli¢ina X, kterd nabyva néjaké konstantni hodnoty c¢ s pravdépo-
dobnosti 1, tedy P(X = ¢) = 1, a kazdou jinou hodnotu nabude s pravdépo-
dobnosti 0, tedy P(X # ¢) = 0, ma degenerované rozdéleni Dg(c) s paramet-
rem ¢, pisSeme X ~ Dg(c). Degenerované rozdéleni se nazyva také Diracoval
mira (centrovand) v bodé ¢ a znaéi se d.. Degenerované rozdéleni ma svij
vyznam predevsim v tom, ze umoznuje pracovat s nendhodnou veli¢inou,
u které je predem znam vysledek, jako by slo o veli¢inu ndhodnou. Degene-
rované rozdéleni mé napriklad ndhodnd veli¢ina vyjadiujici pocet puntiki
padlych pii hazeni s kostkou, kterd ma na vsech sténach Sest puntiki.

7.3 Alternativni rozdéleni

V odstavci @ jsme se zabyvali specidlnim typem
nahodného pokusu, jez jsme nazvali Bernoulliho poku-
sem. Bernoulliho pokus nabyva pouze dvou moznych vy-
sledk, které obvykle oznacujeme jako ,aspéch® a ,ne-
uspéch®. Piikladem muze byt tspéch pri hodu minci,
tispéch (hozeni Sestky) ve hie Clovéée, nezlob se!, obje-
veni vadného kusu vyrobku pfi vystupni kontrole, po-
hlavi chlapec pravé narozeného ditéte (nebo divka, dle preferenci ¢tenare-
-rodice), vybaveni ndhodné vybrané domécnosti vysokorychlostni datovou
pripojkou atd. V praxi se hodi tento pokus vyjadrit v terminech ndhod-
nych veli¢in pomoci tzv. alternativniho, nazyvaného také Bernoulliho nebo
nula-jednickové rozdélenid.

2Paul Dirac (1902-1984), britsky matematik a fyzik.

3Mezindrodné je rozsifen nézev Bernoulliho rozdéleni, ktery mé p¥imou ndvaznost na
Bernoulliho pokus. V Polsku a nékterych dalsich zemich se uziva nizvu nula-jednickové
rozdéleni podle hodnot, kterych nahodna veli¢ina nabyva. V nasi uCebnici jsme se pridr-
zeli oznaceni alternativni rozdéleni, které je tradi¢ni v ceském, slovenském a némeckém
prostredi.
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Predpoklddejme, Ze pravdépodobnost tspéchu v Bernoulliho pokusu je
déana parametrem p, pricemz predpokladame 0 < p < 18. Zavedme nahod-
nou veli¢inu X se dvéma hodnotami 0 a 1, reprezentujici netispéch, resp.
uspéch v Bernoulliho pokusu takto:

X — {O jestlize nastal netspéch,

1 jestlize nastal ispéch v Bernoulliho pokusu.

Snadno odvodime, ze pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce tohoto rozdé-
leni maji tvar

1—-p prox=0, 0 pro x < 0,
p(x): P prox':l’ F(I’): 1—p pr00§x<1,
0 jinak, 1 pro x > 1.

V tloze @ ¢tenar saim dokéaze, ze stiedni hodnota a rozptyl jsou tvaru
EX =p a varX = p(l —p).

Alternativni rozdéleni budeme oznacovat A(p)a.

Priklad 7.2. V osudi je jedna bila a dvé cerné koule. Najdéte pravdépo-
dobnostni a distribu¢ni funkci ndhodné velic¢iny X, kterd hodnotou 1 udava,
zda jsme pri jednorazovém tazeni pravé jedné koule z osudi vytahli bilou
kouli, a hodnotou 0, ze jsme vytahli kouli ¢ernou. Jaka je pravdépodobnost,
ze vytdhneme bilou kouli? Vypocitejte stfedni hodnotu a rozptyl.

Reseni. X ~ A(p), kde p = é je pravdépodobnost vytazeni bilé koule. Dale
tedy

% prox:O’ 0 pr0$<0,
p(w): % pI‘O"L‘:]_’ F(]I): % pr00§x<1,
0 jinak, 1 prox>1.

Grafy p(z) a F(z) pro X ~ A(%) jsou na obrazku @ Stfedni hodnota

a rozptyl jsou X , )
1
EX:§7 VaI‘X:§~ <1—3> = —.

4Pokud by bylo p = 0 nebo p = 1, jednalo by se o degenerované rozdéleni.
®Nékdy se oznacuje také Alt(p), v anglicky psanych publikacich pak B(p).
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M

T

0 1 0 1

Obrazek 7.2: Graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce alternativniho
rozdéleni A(1/3)

7.4 Binomické rozdéleni

Meéjme posloupnost n nezavislych Bernoulliho pokusi s konstantni pravdée-
podobnostni tspéchu p € (0;1). Ty muzeme reprezentovat pomoci posloup-
nosti nahodnych veli¢in X1,..., X, s identickym alternativnim rozdélenim
Xi ~A(p), i =1,...,n. Rozdéleni ndhodné veli¢iny X predstavujici pocet
uspéchii v této posloupnosti nezavislych Bernoulliho pokust se nazyva bi-
nomické rozdéleni. Z podstaty této definice vyplyva, ze ndhodnéa veli¢ina X
muze byt reprezentovana jako soucet

X=> X (7.1)

a muze nabyvat hodnot z mnoziny {0,1,...,n}. Binomické rozdéleni bude-
me znacit Bi(n; p), kde n je pocet Bernoulliho pokust a p pravdépodobnost
aspéchu.

Pravdépodobnostni funkci binomického rozdéleni jsme jiz odvodili v pri-
kladu jako vzorec () a distribu¢ni funkce je kumulativnim souctem
téchto pravdépodobnosti. Pravdépodobnost, Ze v fadé n Bernoulliho pokusu
nastane pravé k uspécht, je tedy

P(X = k) = (Z)pk(l )" prok=0,1,...,n. (7.2)
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Distribué¢ni funkce F'(z) je tvaru

0 pro z < 0,
Lz
Flz) =4 X ()@ =p)" " pro0 <z <n,
k=0
1 pro x > n.

Pro vypocet hodnot pravdépodobnostni funkce, resp. distribu¢ni funkce
muzeme vyuzit funkce Excelu | = BINOM.DIST| jak je ukézano v prikla-
du [.3. Posledni parametr této funkce udava typ vypoctu: pouzijeme hod-
notu NEPRAVDA pro vypocet hodnot pravdépodobnostni funkce, a PRAVDA
pro hodnoty funkce distribu¢ni. Prvni tii parametry funkce jsou postupné
hodnoty parametra k, n a p.

Priklad 7.3. Sestavte graf pravdépodobnostni funkce nahodné veliciny X
s binomickym rozdélenim
a) Bi(16;0,1),
b) Bi(16;0,5),
c) Bi(16;0,8)
a k nim grafy distribu¢nich funkci. Pro pripad B| urcete pravdépodobnost,
ze nahodné veli¢ina X nabude hodnoty

1) préve 12,
) nejvyse 12,
) méné nez 12,
) alespon 12,
) vice nez 12,
)
)

Ol = W N

6
7

alesponi 12 a nejvyse 15,
vice nez 12 a méné nez 157

Reseni. Grafy pravdépodobnostnich a distribuénich funkei jsou na obraz-
ku @ Vypocty pravdépodobnosti nasleduji.

16
1) P(X =12) =p(12) = <12)0,8120,24 = 0,2,

= BINOM.DIST(12;16;0,8;NEPRAVDA)‘
2) P(X < 12) = p(0) + - - + p(12) = F(12) =

16 16
= (0 )0,800,212 +o 4 (12>0,8120,24 = 0,402,

= BINOM.DIST(12;16;0,8;PRAVDA)}
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Obrazek 7.3: Graf pravdépodobnostnich a distribuc¢nich funkci binomického
rozdéleni Bi(16;0,1) (modrd barva), Bi(16;0,5) (Cervena barva), Bi(16;0,8)

(zelena barva)

. 1
= <o6>0,800,216 +o (1?)0,8”0,25 = 0,202,

= BINOM.DIST(11;16;0,8;PRAVDA)]
4) P(X >12) = p(12) + --- + p(16) = 1 — F(11) =

1 1
L [( 06> 0.8°0.21 1 ... ¢ <1§3>0,8110,25} = 0,798,

= 1—BINOM.DIST(11;16;0,8;PRAVDA)]
5) P(X >12) = p(13) + - -+ p(16) = 1 — F(12) =

16 16
=1- [( 0 >0,800,216 4+ (12>0,8120,24} = 0,598,

= 1—BINOM.DIST(12;16;0,8;PRAVDA)]
6) P(12 < X <15) = p(12) +--- + p(15) = F(15) — F(11) =

(12>0,8 O, <15>0,8 0, 0,770,

= BINOM.DIST(15;16;0,8;PRAVDA)-BINOM.DIST(11;16;0,8;PRAVDA)

7) P(12 < X < 15) = p(13) + p(14) = F(14) — F(12) =

16 13 3 16 14 2
(13>0,8 0,2° + (14> 0,870, 0,457,

= BINOM.DIST(14;16;0,8;PRAVDA)-BINOM.DIST(12;16;0,8;PRAVDA)

nebo také jako soucet
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BINOM.DIST(14;16;0,8;NEPRAVDA) ] a
BINOM.DIST(13;16;0,8;NEPRAVDA) I

A

Naézev binomické rozdéleni vychazi ze skute¢nosti, ze pravdépodobnosti
pr = P(X = k) jsou ¢leny binomického rozvoje vyrazu

1" =[p+(1-p)" =) (Z)pk(l -p)" "= k. (7.3)
k=0

k=0

Ze vzorce (@) jeiokamzité vidét, ze pravdépodobnosti py spliuji podminky
pro pravdépodobnostni rozdéleni, totiz

a) nezapornost py > 0 pro libovolné k a
n

b) normovanost Z pr = 1.
k=0
Nahodné veli¢ina X s rozdélenim Bi(n;p) ma stfedni hodnotu np a roz-
ptyl np(1 — p). MuZeme to odvodit pfimo z definic:

EX = En:kpk = Zn:k@)pk(l -p)" =

n—l _ e
an )!p'“ f1—p)r =

=np(p+(1—p))"~" =np.
Pro vypocet rozptylu uzijeme vypocetniho vzorce (@), odkud
var X = EX(X — 1) + EX — (EX)?.

7 definic dopocteme potrebnou hodnotu

EX(X —1) = Z k(k —1) (Z)pk(l ko
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Dosazenim konecné dostavame

var X = n(n — 1)p* 4+ np — (np)® = np(1 — p).

Pri odvozeni stredni hodnoty lze rovnéz vyuzit vlastnosti vety @
o souctu stiednich hodnot a faktu, ze ndhodna veli¢ina X je dle ([7.1) tako-
vym vhodnym souc¢tem. Pro rozptyl plati obdobnd vlastnost (véta 9.9), ta
je vsak zalozena na nezavislosti ndhodnych veli¢in, o které budeme hovotit
az v odstavci P.4.

Priklad 7.4. Vime-li, ze pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515, jaka
je pravdépodobnost, zZe mezi ¢tyfmi po sobé narozenymi détmi budou

a) prvni dva chlapci, dalsi dvé divky,

b) pravé dva chlapci?

c) Zjistéte, kolik se musi narodit déti, aby pravdépodobnost, Ze mezi nimi
bude alespon jeden chlapec, byla vétsi nebo rovna 0,99.

Pro teseni vSech tloh pripustime zjednodusujici predpoklad, ze pohlavi po

sobé narozenych déti jsou nezavislé jevyH.

Resend.
a) Jelikoz je poradi narozeni chlapcu a divek uréeno pevné, je hledand

pravdépodobnost
0,5152 - 0,485 = 0,062.

b) V této situaci na poradi narozeni nezilezi, musime uvazovat vSechny
moznosti, kterych je (3) Vysledna pravdépodobnost je

4
P2 = < 2) -0,5152 - 0,485% = 0,374.

Tuto pravdépodobnost muzeme nalézt také zavedenim ndhodné veli¢iny
X reprezentujici pocet narozenych chlapcti; ¥idi se binomickym rozdéle-
nim Bi(4;0,515). Pravdépodobnost ps = P(X = 2) = 0,374 vypoc¢itdme
v MS Excel.

= BINOM.DIST(2;4;0,515;NEPRAVDA)]

¢) Opaénym jevem k pozadovanému jevu ,narozen alespon jeden chlapec®
je ,nenarozen zadny chlapec* neboli ,,narozeno n divek“, jehoz pravdé-
podobnost je

P(narozeno n divek) = (1 — 0,515)" = 0,485".

5To v pi{padé narozeni dvojéat obvykle neplati.
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Pocet narozenych déti tedy musi dle pozadavku zadani tlohy spliovat
nerovnost

— (0,485)™ > 0,99,

odkud jiz snadno odvodime

log 0,01

0 =47
log 0,485

n Z 10g0,485 0,01 ==

Potfebujeme tedy alespon sedm narozenych déti.
A

Priklad 7.5. Vime, zZe pravdépodobnost vypéstovani zdravé sazenice ze
semena je 0,62. Za ndhodnou veli¢inu X budeme povazovat pocet zdravych
sazenic vypéstovanych z 27 semen. Urcete,

a) jaky je nejpravdépodobnéjsi pocet zdravych rostlin a jaka je jeho prav-
dépodobnost,
b) stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné velic¢iny X.

Reseni. Piedpokladejme, Ze semena kli¢f a rostliny rostou nezivisle na sobé.
Pak je ze zadani prikladu zfejmé, ze ndhodnd veli¢ina X ma Bi(27;0,62).

a) Mame nalézt nejpravdépodobnéjsi hodnotu nédhodné veliciny X, tzn.
modus X. Z definice X plyne, ze

IP(X:)?—1)<1 P(X =X +1)
PX=%X) ~  PX=X)

Protoze X ma Bi(27;0,62), dostavame odtud, ze

(&7,)0,62571(1 - 0,62)2 X+

27 e < <1
(%)0,62% (1 — 0,62)27—X
0 62X+1 _ 0,62 27-X—1

(L)oo ta —oepm

(3)0,62% (1 - 0,62)27-X
neboli
X 1—0,62 27— X 0,62
= . < a — . <1.
2T—X+1 0,62 X+1 1-0,62

Z obou nerovnic vyjadiime X a dostavame

~

16,36 < X < 17,36.
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Nejpravdépodobnéjsi pocet sazenic, které vypéstujeme z 27 semen, je
17. Alternativni moznosti nalezeni modu rozdéleni je spocitat si hodno-
ty pravdépodobnostni funkce v MS Excel pomoci |= BINOM.DIST| pro

vSechny argumenty k = 0,1,...,27 a nalézt mezi nimi tu s nejvyssi
hodnotou P(X = k). Tou je pravdépodobnost, ze vypéstujeme prave 17
sazenic,

27

P(X =17) = (17

>0,62170,3810 = 0,156 5.

= BINOM.DIST(17;27;0,62;NEPRAVDA) ]

b) Dle vzorci pro vypocet stfedni hodnoty a rozptylu binomického rozdé-
leni dostavame

EX = 27-0,62 = 16,74,
var X = 27-0,62 - 0,38 = 6,361 2.

7.5 Geometrické rozdéleni

Nahodné veli¢ina X m4 asymetrické geometrické rozdéleni Ge(p), piseme
X ~ Ge(p), jestlize X oznacCuje pocet netspésnych pokusi pred prvnim
uspésnym pokusem v Bernoulliho procesu. Nabyva hodnot r = 0,1,2, ...
s pravdépodobnostmi

P(X =r)=p,=p(1-p),

kde parametr p € (0;1) je pravdépodobnost tispéchu v jednom Bernoulliho
pokusu a je stejnd pro vSechny nezavislé pokusy. VSimnéte si, ze tyto prav-
dépodobnosti tvori geometrickou posloupnost (geometricky klesaji s rostouci
hodnotou ), odkud vychazi i ndzev tohoto rozdéleni. Je zfejmé, ze vSechna

o0
pr>0a > p. =1, nebot
r=0

> > r > ro__ 1 _
;)przrzzop(l—p) =p;(1—p) =P -

Pravdépodobnostni funkce geometrického rozdéleni ma tedy tvar

p(l—p)* prox=0,1,...,
p(w)z{( oo
0 jinak.
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Distribu¢ni funkce geometrického rozdéleni je tvaru

0 pro x < 0,
F(z) =< Lz

>.p(l—p)" proz>0.

r=0

Priklad 7.6. Nahodna velicina X udava pocet tispéchi v sérii nezavislych
pokusu. Pravdépodobnost tspéchu je 0,2. Vypocitejte pravdépodobnost, se
kterou pred prvnim tspéchem nastanou

a) prave ¢tyri nedspéchy,

b) nejvyse ¢tyfi netspéchy,

c) alespon ¢tyfi nedspéchy,

d) vice nez dva a nejvyse ¢tyfi nedspéchu.

Resentd.
a) P(X =4) =p(4) =0,2(1 — 0,2)* = 0,081 92.
b) P(X <4)=p(0) +---+p(4) = F4) =
=0,21-0,2)°+---40,2(1 -0,2)* =0,67232.
OPX>4)=1-P(X<4)=1-P(X<3)=1-F(3)=
=1-1[02(1-02)%+--+0,2(1 — 0,2)°] =0,4096.
d) PC2<X <4)=p3)+p4)=F4)-F(2)=
=0,2(1-0,2)3+0,2(1 —0,2)* = 0,184 32.
A

Priklad 7.7. Sestrojte graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce ndhod-
né veli¢iny X s geometrickym rozdélenim

a) Ge(0,2),

b) Ge(0,5),

c) Ge(0,8).

Resend. Grafy pravdépodobnostnich a distribu¢nich funkei pro uvedena roz-
déleni ukazuje obrazek [7.4. A

Pred vypoctem stiedni hodnoty a rozptylu si pfipomeneme vzorce pro
soucet Tad

() 00 9
-1

S = g a S R

r=1 ( r=2 <1_q)
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Obrazek 7.4: Graf pravdépodobnostnich a distribuc¢nich funkci geometrické-
ho rozdéleni Ge(0,2) (modré barva), Ge(0,5) (¢ervend barva), Ge(0,8) (zelena
barva)

které se odvodi derivovanim podle g vzorce pro soucet geometrické rady

o0
S -t

r=0

Vyuzitim téchto vzorci dostavame

EX =Y rmp(l-p) =p(l-p) rl-p "=
r=0 r=0
1 _1-p

=p(l—p)

1-(1-p)*

oo
er—l —p) =
r=2

227‘ (r—1)(1—p) 2=
r=2
2 2(1 — p)?
PP o =

Odtud plyne, ze

var X = EX(X — 1)+ EX — (EX)? =
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Geometrické rozdéleni se uplatnuje jako jednoduchy pravdépodobnostni
model napriklad pro diskrétni délku ,zivota“ (dobu trvanlivosti, bezporu-
chovosti) vyrobku ve dnech, mésicich ¢i letech, nez se rozbije, dobu ¢ekani na
urcitou udalost, napriklad nez zakaznik nahlasi pojistovné skodni udalost,
nebo dobu pracovni neschopnosti, nez dotyény bude opét schopen préce.

V nékterych publikacich se jako geometrické rozdéleni oznacuji i rozdéleni
pribuznych nahodnych veli¢in, konkrétné

e pocet pokusit X’ = X +1 potfebnych k prvnimu dspéchu s pravdépo-

dobmnostni funkci

PX' =n)=P(X=n—-1)=p(1 - p)”_l, nebo

(oznacovano téz jako posunuté geometrické rozdélent),
o pocet tspéchi X” pred prvnim dosazenym netspéchem s pravdépo-
dobnostni funkei
P(X" =k) =p"(1—p)

(vyznam parametru je otocen).

V tomto ohledu neni nazvoslovi ani oznaceni ustalené, vzdy je tfeba se
ujistit, kterd z parametrizaci byla pro tu kterou ndhodnou veli¢inu autorem
textu zvolena.

Priklad 7.8. S jakou pravdépodobnosti padne pii hodu kostkou Sestka

a) az v osmém hodu,
b) nejpozdéji ve tfetim hodu,
¢) v jinych nez ve druhém a tfetim hodu?

Re$end. Necht ndhodné veli¢ina X udévé pocet hodii, kdy Sestka nepadne.

Pravdépodobnost tispéchu, tj. ze v jednom hodu padne Sestka, je p = %.

a) Jev .Sestka padne az v osmém hodu“ znamend, Ze ispésnému osmému
hodu predchazi sedm hod® netspésnych, tedy

1 1\’
P(X =7) = G (1 - 6) = 0,046 5.

b) Jev ,Sestka padne nejpozdéji ve tfetim hodu“ znamend, Ze padne hned
v prvnim hodu (tedy nepredchazi ji Zadny netspéch), nebo ve druhém
hodu (predchézi ji jeden hod netspésny), nebo Sestka padne pri tfetim
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hodu (pfedchdzi ji dva netispésné pokusy). Proto

2
P(X <2)=p(0) +p(1) +p2) =F(2) =) p(l—p) =

r=0
1 15 1/(5\?
=—+=-.-—-+2(=] =0,421.
66 6+6(6> ’
c) P(X #2;X #£3)=1—p(1) — p(2) = 0,745 4.

Priklad 7.9. Predpokladejme, Ze drava ryba prezije, pokud ulovi rybu
alespon jednou za dva dny. Béhem dvou dnii podnikne osm zapast s prav-
dépodobnosti uloveni p = 0,25. Jaka je pravdépodobnost, ze drava ryba
nezemie?

Resend. Drava ryba piezije, jestlize poprvé zvitézi béhem osmi zapast. Hle-
dana pravdépodobnost je tedy soucet

8
anflv
n=1

kde p,—1 je pravdépodobnost, ze drava ryba poprvé zvitézi v n-tém zipase
(n—1 je tedy pocet predchozich netspéchu). Tyto pravdépodobnosti se idi
geometrickym rozdélenim s parametrem p:

8 7 7 7
D= pr= p(l-p) =) 025075 =
n=1 r=0 r=0 r=0

_1,3 .9 27 81 243 729 2187 .
T4 16 64 256 1024 ' 4096 ' 16384 ' 65536

Tedy drava ryba méa 10% sSanci, Ze zemfe, nez se ji podaii kotist ulovit.

Porovnejme pro zajimavost jesté stfedni hodnotu EX poc¢tu netspésnych
souboji X ~ Ge(0,25) s nejpravdépodobnéjsim poc¢tem neispésnych soubo-
ju, neboli modem X:

1-— 0,75 N
EX=-—2=2"_3 X =0,
D 0,25
v 1 1 3\T . , _ 1. .
protoze pg = 3 > pr = - (1) pro libovolné r = 1,2,... Vidime, ze

stfedni hodnota geometrické ndhodné veli¢iny maze byt znacné vzdalena od
nejpravdépodobnéjsi hodnoty (tim vice, ¢im je pravdépodobnost tispéchu
mensi). A
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7.6 Negativné-binomické rozdéleni

Néhodna veli¢cina X s negativné binomickym rozdélenim udava pocet r € N
neuspésnych pokusi, které predchézeji k-tému tspésnému pokusu (k € N)
v posloupnosti celkem n = k+r nezavislych Bernoulliho pokusit, ve kterych
uspéch nastéava s pravdépodobnosti p € (0;1). Toto rozdéleni oznacujeme
NB(k; p) nebo NeBi(k;p). Obcas se nazyva také Pascalovo ¢i Pdlyovoll roz-
déleni.

Pravdépodobnostni funkce negativné binomického rozdéleni ma pii vyse
uvedené parametrizaci tvar

(Hr_l)pk(l —p)" pror=0,1,...,

p(r) =B(X =) = {0 ' jinak

kde p je pravdépodobnost uspéchu. Distribuc¢ni funkce ma tvar

0 pro x < 0,
Flr)=4¢l

S, ("Y1 —p)m proa > 0.

r=0

Vztahy pro stfedni hodnotu a rozptyl maji tvar

1[41)(:]{;(17_10)7 varX:L;p).

p p

Negativné-binomické rozdéleni je specidlné pro k = 1 geometrickym roz-
délenim (viz odstavec [7.5). Pro vypocet geometrickych pravdépodobnosti
v prikladech a je tedy kromé piimého vypoctu mozno vyuzit funkci

= NEGBINOM.DIST| ur¢enou pro vypocet pravdépodobnostni a distribuc¢ni
funkce negativné binomického rozdéleni. Naptiklad pravdépodobnost v pri-
kladu dostaneme jednoduseji jako vysledek funkce

= | NEGBINOM.DIST(7;1;0,25;PRAVDA) |

Priklad 7.10. Necht ndhodn4 veli¢ina X ~ NB(2;0,8) vyjadiuje pocet net-
spéchu pred 2. ispéchem v sérii nezavislych Bernoulliho pokusii. Vypocitejte
pravdépodobnost, ze

a) nenastane zadny neuspéch,
) nastanou ¢ty¥i nedspéchy,
¢) nastanou nejvyse ¢tyri netspéchy,

) nastane vice nez pét a nejvyse osm nedspéchi.

o

(o}

"Gyorgy Pélya (1887-1985), madarsky matematik.



7.6 NEGATIVNE-BINOMICKE ROZDELENI 127

Reseni. V nezavisljch pokusech je pravdépodobnost tispéchu 0,8.

a) X = 0 znamend, ze pred 2. tispéchem nenastane zadny neispéch. Tedy

0+2-1
MX:O%zM@zPﬂDz( +0 >Q§ﬂ—0@°:&§:0ﬁ¢

= NEGBINDM.DIST(O;2;0,8;NEPRAVDA)]
4421

) P =) =p() = (11
= NEGBINOM.DIST(4;2;0,8;NEPRAVDA)}
&) B(X <4)=p(0) + - +p(4) = F(4) =
_(04+2-1

B 0
=0,9984,

= NEGBINOM.DIST(4;2;0,8;PRAVDA)]

2) B(5 < X <8) = p(6) +p(7) + p(8) = F(3) — F(5) =

6+2—1 T+2-1
:< +6 >a§a—nsf+< +7 >Q§O—Q&u—

)03%1—05%——mmm1z

442-1
>Q§Q—05W+~-+<'ﬂl )Q§Q—O§f:

§+2-1
+< +8 >Q§u—nsfﬁopm3m.
= NEGBINOM.DIST(S;2;0,8;PRAVDA)—NEGBINDM.DIST(5;2;0,8;PRAVDA)]
A

Priklad 7.11. Sestrojte grafy pravdépodobnostnich funkei a distribuc¢nich
funkei ndhodné velic¢iny X s negativné-binomickym rozdélenim NB(6; p) pro

a) p=0,2,
b) p=0,5,
c) p=0,8.

Resend. Grafy pravdépodobnostnich a distribucnich funkei jsou na obrazku
AN

Stejnou informaci jako negativné binomicky rozdélena ndhodnd velic¢ina
X (vyjadiujici pocet netspéchu pred k-tym tspéchem) nese ndhodna ve-
licina W reprezentujici dobu ¢ekani na k-ty tspéch, tj. vyjadiujici pocet
pokusii potirebnych k dosazeni k-tého tispéchu. V tomto piipadé

Pmuﬂwzmxzn—@:(Z:Dﬁa—mmﬁ
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Obrazek 7.5: Graf pravdépodobnostnich a distribu¢nich funkci negativné
binomického rozdéleni NB(6;0,2) (modra barva), NB(6;0,5) (Cervend barva),
NB(6;0,8) (zelena barva)

Pripadné lze situaci charakterizovat pomoci ndhodné veli¢iny Y reprezen-
tujici pocet aspéchti pred r-tym nedspéchem, pak

O N T

Rozdéleni vsech tii nahodnych veli¢cin X, W, Y byvaji v literature oznaco-
vana shodné za negativné binomicka rozdéleni, i kdyz se matematicky jedna
o odlisna rozdéleni.

Priklad 7.12. Jakd je pravdépodobnost, ze ,pro hozeni dvou Sestek pri
hodu kostkou budeme muset hézeni opakovat®:

a) prave 10krat,

b) vice nez 20krét,

c) alespon 12kréat a nejvyse 17krat,

d) 100 a vicekrat?

Resend. Predpokladejme, ze kostka je spravedlivd, tedy vsechny vysledky
hodu kostkou nastanou se stejnou pravdépodobnosti p = %. Za nahodny
pokus budeme povazovat hozeni jedné Sestky s dvéma moznymi vysledky:
»padne Sestka“ (tspéch), ,nepadne Sestka*“ (netspéch). Necht W udava po-
Cet hodu, které musime provést, abychom hodili Sestku dvakrat, tj. k = 2.
Pro 2 < n < oo tedy plati

e (O TR
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10—-1\ /1\? /5\"7% (9 [1\?/5\® .
weov=w= (7)) G) - ()() (5) =om
Pro vypocet pravdépodobnosti pomoci Excelu musime ndhodnou ve-
licinu reparametrizovat jako pocet neudspéchii pred 2. uspéchem, te-
dy jako X = W — 2 s rozdélenim X ~ NB (2;%). V tom pripadé
P(W =10) = P(X = 8), a tedy muzeme nechat vypocitat

= NEGBINOM.DIST(S;Q;1/6;NEPRAVDA)]
b) P(W > 20) = p(21) + p(22) + p(23) +--- = 1 — P(W < 20) =

20 2 18
n—1 1 5
=1- E - - =0,13042

n—=

= | 1-NEGBINOM.DIST(18;2;1/6;PRAVDA) ]
c) P12 < W < 17) = p(12) + p(13) + p(14) + p(15) + p(16) + p(17) =

3G () e

F NEGBINOM.DIST(10;2;1/6;NEPRAVDA)+
2

. +NEGBINOM.DIST(15;2;1/6;NEPRAVDA)

Nebo také: P(12 < W < 17) = F(17) — F(11) = 0,232,
= | NEGBINOM.DIST(15;2;1/6;PRAVDA) -NEGBINOM.DIST(9;2;1/6;PRAVDA)
d) P(W > 100) = p(100) + p(101) + p(102) + - -- =
=1-P(W <100) =1—P(X <99) =1 — F(99) =

99 2 99—-2
n—1 1 b
=> ) (= = 3,014-107".
n:2< ]‘ ) <6> <6) ’

= 1-NEGBINOM.DIST(97;2;1/6;PRAVDA) ]

7.7 Hypergeometrické rozdéleni

Diskrétni rozdéleni uvedena v predchozich odstavcich vychézela z Bernoul-
liho procesu, ktery mtzeme nazorné reprezentovat jako opakovany experi-
ment taht s vracenim, kde pravdépodobnost tspéchu p zistava pro vSechny
tahy neménnd. Pokud vsak tazeny prvek do populace nevracime, pravdépo-
dobnost tispéchu se bude v zavislosti na vysledcich jednotlivych tahii ménit.
Méjme ndhodnou veli¢inu X reprezentujici pocet tspéchi v takové posloup-
nosti n taht bez vraceni z osudi o celkovém poc¢tu N prvkt, z nichz M prvka
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predstavuje ﬁspécha. Tato ndhodné veli¢ina ma tzv. hypergeometrické roz-
déleni a budeme ji znacit HGeom(n; M, N)E

Pravdépodobnostni funkci hypergeometrického rozdéleni snadno odvodi-
me pomoci kombinatorickych pravidel (srovnej s prikladem R.G.p))

p(z) = (]y)((gb)_% pro z = max{0, M — N +n},...,min{n, M},

0 jinak.
Distribuc¢ni funkce je pak ve tvaru
0 proz < [M — N +n]t,
F(r) = O Gy

K pro [M — N +n|" <z < min{n, M},
k=[M—N+n]*+ (n)

kde [M — N +n]* = max{0, M — N 4+ n} predstavuje tzv. kladnou ¢ast ¢isla
M — N + n. Vztahy pro stfedni hodnotu a rozptyl jsou

M M M\ N —n
EX—nﬁ, VarX—nﬁ <1—N> N1

Priklad 7.13. Baleni obsahuje 200 kust zbozi. Pri prevzeti zbozi probiha
kontrola deseti ndhodné vybranych kust zbozi z celého baleni, nebot béhem
prepravy muze dojit k jeho poskozeni, coz se stava pravidelné v 10 % vSech
vyrobkil. Zbozi je prevzato, jestlize v kontrolovaném vzorku jsou nejvyse dva
rozbité vyrobky. Urcete pravdépodobnostni a distribuc¢ni funkci rozdéleni
nahodné veli¢iny, kterd udava pocet kusu rozbitého zbozi, a sestrojte jejich
grafy. S jakou pravdépodobnosti bude baleni s vyrobky prevzato?

Resend. Viech vyrobkil v baleni je N = 200, rozbitych vyrobki M =
20 (10 % vsech vyrobku), nerozbitych vyrobku N — M = 200 — 20 =
180, pocet ndhodné vybiranych vyrobkt je n = 10. Pocet kust rozbité-
ho zbozi je ndhodna veli¢ina s hypergeometrickym rozdélenim, tj. X ~
HGeom(10; 180;200). Pravdépodobnostni funkce mé pro k£ = 0,1,...,10

tvar 20\ / 180
() Go=n)
(o)

8V pfipadé experimentu s vracenim by tato veli¢ina méla binomické rozdéleni s para-
- M
metrem p = .

9Oznacuje se také Hg(n; M; N) a nékdy i s jinym pofadim jednotlivych parametri.

p(k) =
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Obrazek 7.6: Graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce hypergeometric-
kého rozdéleni HGeom(10; 180;200)

Grafy pravdépodobnostni a distribuéni funkce ukazuje obrazek @ Prav-
dépodobnost, ze v baleni jsou nejvyse dva rozbité vyrobky, je

P(X <2) = F(2) =p(0) +p(1) + p(2) =

L) O B |
e Ty Ty O

T, (KOMBINACE(180;10)+20*KOMBINACE(180;9)
2| +KOMBINACE(20;2) *KOMBINACE(180;8) ) /KOMBINACE (200;10)

nebo jednoduseji
= HYPGEOM.DIST(Q;10;20;200;PRAVDA)}

Zbozi bude prevzato s pravdépodobnosti asi 93,5 %. A

Vsimnéme si, Ze binomické rozdéleni je limitnim ptipadem hypergeome-
trického rozdéleni: jestlize N — oo a % — p € (0;1), potom pro k =

=0,1,...,n plati

o GG <n>pk(1 -

N—oo (g) k

Jsou-li tedy pocty prvkia N a M vyrazné vyssi nez pocet tahit n, pravdé-
podobnosti v modelu s vracenim a bez vraceni se nebudou od sebe prilis
odlisovat. V prikladu by naptiklad pravdépodobnost ptrevzeti zbozi vy-
poctend priblizné pomoci binomického rozdéleni ¢inila 0,930.

= BINOM.DIST(2;10;20/200;PRAVDA)
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7.8 Poissonovo rozdéleni

V Bernoulliho procesu jsme sledovali vysledek nahodného pokusu v predem
danych diskrétnich casovych okamzicich: kazdy takovy okamzik odpovida
jednomu Bernoulliho pokusu. Jestlize v néjakém Bernoulliho pokusu pozoru-
jeme uspéch, fikejme, Ze nastala uddlost. V takovém kontextu se Bernoulliho
proces také alternativné nazyva jako proces uddlosti v diskrétnim case. Nyni
uvolnime podminku na diskrétni ¢asové okamziky: méjme casovy interval,
prozatim pro zjednoduseni délky jedné c¢asové jednotky™, a na tomto inter-
valu sledujme vyskyt urcité udalosti. Jestlize jednotlivé udélosti prichazeji
ndhodné, jednotlivé a vzajemné nezdvisle (nize vysvétlime, co to zname-
na presné), potom hovoiime o tzv. procesu uddlosti ve spojitém case nebo
téz o Poissonové procesu. Poissontiv proces je charakterizovan nasledujicimi
axiomy:
1) poéty udélosti v libovolnych dvou neprekryvajicich se ¢asovych inter-
valech jsou vzajemné nezavislé jevy;
2) pravdépodobnost vyskytu jedné uddlosti v kratkém ¢asovém intervalu
(t;t+ h] (pro t € [0;1) a malé h > 0) je pfimo Gmérnd délce tohoto
intervalu, s konstantnim koeficientem timéry A. Matematicky

1
lim E]P’(jedna udalost v intervalu(¢;t + h]) = A;

h—0

3) pravdépodobnost vyskytu dvou nebo vice udélosti v tomtéz ¢asovém
okamziku je zanedbatelna. Matematicky

. P(dvé & vice udalosti v intervalu (¢;¢ + h])
lim - . - =0.
h—0  P(jedna uddlost v intervalu (¢;t + h])

Parametr A > 0 se nazyva intenzitou uddlosti Poissonova procesu a predsta-
vuje priumérny pocet sledovanych udalosti za zvolenou ¢asovou jednotku.

Uvazujme nyni ndhodnou veli¢inu X udavajici pocet udalosti za zvolenou
casovou jednotku. Tato ndhodné veli¢ina nabyvajici hodnot £ = 0,1,2; ...
ma tzv. Poissonovo rozdéleni s parametrem intenzity A, které budeme ozna-
covat Po()\). Pravdépodobnostni funkci 1ze odvodit pomoci feseni diferenci-
alni rovnice vychazejici z axiomt Poissonova procesu; ma pro k =0,1,2, ...
tvar

1 _
P(X =k)=pp = kae A

Zde pouze ovérime podminky na pravdépodobnosti py:

a) pr > 0 pro libovolné £ =0,1,2,...,

10y odstavci @ tento predpoklad zobecnime.
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oo o0
b) Npp=e?Y %)\k:e_’\-e)‘zl.@
k=0 k=0

Distribuc¢ni funkce je tvaru

0 pro = < 0,
F(z) =< l= ,
(@) kz %)\JG_A pro x > 0.
=0

Stredni hodnota EX Poissonova rozdéleni je rovna parametru A, nebot

_OO _OO 1 k_)\_ o0
]EX_Zk:pk_ZkH)\e = e i
k=0 k=1
v —A J— ye e
= e Z]')\ Ae =\
j=0

Vidime, zZe je to v souladu s pojmenovanim parametru A jako intenzity,
tj. primérného poctu uddalosti za casovou jednotku. Pro vypocet rozptylu
pouzijeme vztah

var X = EX(X — 1) + EX — (EX)?,

kde

(S ) 1

k k 7/\ 7)\)\2 )\k*Q —
=3 > G=a)
k=0 k=2
o0
— e—)x)\? )\j —)\)\2 A )\2
]l

Odtud jiz

var X = A2+ A - A2 =\
Vidime tedy, Zze u Poissonova rozdéleni je také rozptyl roven A.

Priklad 7.14. Je ddna ndhodné veli¢ina X ~ Po(5). Vypocitejte:

1Pro soudet byla vyuzita Taylorova fada e = Z )\k
k=0
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Obrazek 7.7: Graf pravdépodobnostnich a distribu¢nich funkci Poissonova
rozdéleni Po(5) (modra barva), Po(10) (zelend barva)

Resend.
1
a) P(X =6) =p(6) = @5%—5 = 0,146,

= POISSON.DIST(6;5;NEPRAVDA)]

6
1
b) P(X < 6) =p(0) + -+ +p(6) = F(6) = ) _ 75" > = 0,762,
k=0 """
= POISSON.DIST(G;S;PRAVDA)]
5
1
¢) P(X <6)=p(0)+ - +p(5)=F(5) = H5’%*5 = 0,616,
k=0 "

= POISSON.DIST(S;S;PRAVDA)l

5
1
d) P3< X <5)=p(4) +p(5) = F(5) - F(3) = ) | 55’“6—5 = 0,351,
k=4
= POISSON.DIST(4;5;NEPRAVDA)+POISSON.DIST(5;5;NEPRAVDA)]

nebo také
= POISSON.DIST(S;5;PRAVDA)—PDISSON.DIST(3;5;PRAVDA)]
e) PX>7)=1-P(X<T7)=1-F(7)=0,133.
= 1—PUISSDN.DIST(7;5;PRAVDA)]

A

Priklad 7.15. Sestrojte grafy pravdépodobnostnich a distribu¢nich funkei
nédhodnych veli¢in s Poissonovym rozdélenim Po(5) a Po(10).
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Tabulka 7.1: Teoretické pravdépodobnosti vyskytu daného poctu telefonnich
vyzev za 1 minutu k prikladu | la

|
|

e | o[t [2 ]3[4 ][5 |6 [7[8 |
p(x) [ 0,135 | 0,271 | 0,271 | 0,180 | 0,090 | 0,036 | 0,012 | 0,003 | 0,001 |

0,45 —1

—r v
-
0,4
P

0,35 0,8
0,3 o

i 0,6
0,25
0,2

0,4 —
0,15
0,1 0.2
L
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Obrazek 7.8: Graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce k prikladu

Reseni. Grafy pravdépodobnostnich a distribu¢nich funkci Poissonova roz-
déleni ukazuje obrazek [7.7. A

Poissonovym rozdélenim se fidi ndhodné veli¢ina, kterou je pocet vysky-
t sledovaného jevu v urcitém casovém intervalu. Predpoklddame, ze jev
muze nastat v kterémkoliv okamziku a pocet vyskytid béhem tohoto ¢aso-
vého intervalu zavisi jen na jeho délce a ne na jeho pocatku ani na tom,
kolikrat jev nastal pred jeho pocatkem. Nahodnou veli¢inou, kterd ma Po-
issonovo rozdéleni, je tedy napriklad pocet vadnych vyrobku ve velké sérii
(je-li pravdépodobnost vadného vyrobku velmi mald), pocet zakaznikt, ktetd
prisli do prodejny v urc¢itém Casovém intervalu, pocet telefonnich zavolani
béhem néjakého ¢asového intervalu, pocet hlaseni skodni udalosti béhem
roku v ramci uzavieného pojisténi, pocet pripadl onemocnéni vzacnou cho-
robou béhem jednoho mésice nebo pocet zakazniki, kteri béhem jednoho
mésice uzaviou smlouvu o poskytnuti dvéru. Casto se Poissonovo rozdéleni
oznacuje jako ,zakon ridkych jeva“.

Priklad 7.16. Uvazujme ndhodnou veli¢inu X, kterd udava pocet telefon-
nich vyzev za 1 minutu s intenzitou primérné dvou hovort za uvedenou
dobu. Sestrojte graf pravdépodobnostni funkce p(x) a distribuéni funkce
F(zx) rozdéleni ndhodné velic¢iny X.
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Reseni. Nahodn4 veli¢ina X m4 rozdéleni Po(2). Tabulka EI obsahuje ¢ast
hodnot a pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X. Ve skutecnosti mtze veli-
¢ina X nabyvat spoCetné mnoha hodnot, tj. béhem jedné minuty se muze
udét libovolné velky (pfirozeny) pocet vyzev, byt s velmi malymi pravdépo-
dobnostmi. Graf pravdépodobnostni funkce p(z) a distribu¢ni funkce F(x)
ukazuje obrazek [7.§. A

Priklad 7.17. Na nadrazi maji byt instalovany au-
tomaty na prodej jizdenek, které po vhozeni piislus-
né mince vydaji béhem deseti sekund zadanou jiz-
denku. Predpokladejme, ze v dobé nejvétsi frekven-
ce cestujicich bude chtit pouzit automat v prameéru
Sest osob za minutu. Kolik automatt je nutné insta-
lovat, aby s pravdépodobnosti vétsi nez 0,95 byl v dobé nejvétsi frekvence
obslouzen kazdy zdjemce okamzité?

Reseni. Nahodnou veli¢inou X bude pocet zdkaznikii za ¢asovou jednotku
deseti sekund v dobé nejvétsi frekvence cestujicich. V této dobé je intenzi-
ta zdjmu o odbaveni 6 osob za minutu. Veli¢ina X mé zfejmé Poissonovo
rozdéleni s parametrem A = % -6 = 1 cestujici za 10 sekund. Hleddme nyni
nejmensi hodnotu k, pro kterou plati, Ze ji ndhodna veli¢ina X neprekroci
s pravdépodobnosti vétsi nez 0,95, tzn. nejmensi hodnotu k, pro kterou plati
P(X < k) > 0,95. Protoze

P(X <0)=e"' =0,368

P(X <1)=e'4+e 1 =0,736,
-1
P(X <2)=e ety 67 = 0,920,
el et
P(X<3)=el+el+ - 5 = 0981,
musime instalovat nejméné tfi automaty, aby s pravdépodobnosti vétsi nez
0,95 byl kazdy zajemce obslouzen okamzité. AN

Pro dostatecné velké n (napt. alespon n > 30) a dostateéné malé p (napf.
p < 0,1) 1ze binomické rozdéleni aproximovat Poissonovym rozdéleni s pa-
rametrem A = np. Ve skutecnosti plati, ze Poissonovo rozdéleni Po()) je
limitnim pfipadem binomického rozdéleni Bi(n;p), jestlize n — oo, p — 0
a np — A. VySetfeme k-ty ¢len binomického rozdéleni pro specidlni pripad
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n—ooap—0,kde np =X
k n—k
() () (-3) -
n—oo \ k n n
k n —k
n—00 ]{:' n n n

k B —k n
:A—lim 1—l 1—g 1—k 1 1—é lim 1—é .
k! n—oo n n n n n—00 n

A

Prvni limita je rovna 1, druhd limita je e™", ¢imz dostavame primo predpis
pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni. Tuto skutecnost demon-
strujeme na piikladu [7.18.

Priklad 7.18. Predpokladejme, Ze pojistovna zaznamend za urcité obdobi
1000 pojistnych udalosti. Pravdépodobnost, ze béhem jedné minuty nastane
pojistnd udalost, je 0,006. S jakou pravdépodobnosti nastane béhem jedné
minuty deset pojistnych udalosti? Reste uzitim Poissonova a binomického
rozdéleni{ pravdépodobnosti. Vysledky zaokrouhlete na Sest desetinnych mist
a porovnejte je.

Reseni. A\ = np = 1000 - 0,006 = 6, tedy béhem jedné minuty oc¢ekavame
prameérné Sest pojistnych udalosti. Tedy, pomoci Poissonova rozdéleni,

10

6
P(X =10) = e—61—0| = 0,041 303.

= POISSON.DIST(10;6;NEPRAVDA)l

Pomoci binomického rozdéleni dostavame

1000

P(X = 10) = < 10 )0,006100,994990 = 0,041 178.

= BINOM.DIST(10;1000;0,006;NEPRAVDA) ]

Pri zvolené aproximaci se vysledky lisi az na ¢tvrtém desetinném misté.

A
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7.9 Ulohy

7.1 Dokazte, ze ndhodna veli¢ina X fidici se rovnomérnym diskrétnim roz-

délenim na mnoziné D = {1,2,...,n} m4 stiednf hodnotu EX rovnu %
a rozptyl var X = 221
pty = 12 -

7.2 Vytvorte grafy pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce ndhodné velic¢iny
X s degenerovanym rozdélenim Dg(1).

7.3 Dokazte, ze nahodné veli¢ina X ridici se alternativnim rozdélenim ma
stfedni hodnotu EX rovnu p a rozptyl var X = p(1 — p).

7.4 Vyrobce dodava vyrobky v balenich po 15 kusech. Za kazdé baleni,
v némz je alespon jeden vyrobek vadny, budou zdkaznikovi vraceny penize
za cely balik. Je znamo, ze pravdépodobnost vyrobeni kvalitniho vyrobku
je 0,95 a ze naklady na vyrobu jednoho celého baleni jsou 2 $. Jakou ce-
nu jednoho vyrobku musi vyrobce stanovit, aby mohl oc¢ekévat zisk 23 %?
(Ziskem rozumime rozdil piijmi z prodeje vyrobkiu a ndkladi na veskerou
vyrobu véetné vyrobku reklamovanych.)

7.5 Necht X je diskrétni ndhodné veli¢ina s oborem hodnot {1,2,3,4,5}
a pravdépodobnostmi P(X =) = ¢ proi =1,2,...,5.

a) Urcete konstantu c.

b) Uréete EX a var X.

7.6 Uvazujte osm znamych krevnich skupin A+, A—, B+, B—, AB+, AB—,
0+ a 0— a predpokladejme, zZe se vyskytuji se stejnou pravdépodobnosti.
Jaka je pravdépodobnost, Ze pro nalezeni tfech darcu krevni skupiny A+
budeme muset vysetfit:

a) pravé deset osob neznajicich svou krevni skupinu (A),

b) vice nez devét osob neznajicich svou krevni skupinu (B),

c¢) vice nez sedm a méné nez dvandct osob neznajicich svou krevni sku-
pinu (C)?

7.7 Mezi sty vejci je 5 % prasklych. Jaka je pravdépodobnost, ze kdyz vy-
bereme 20 vajec, budou z nich:

a) ,pravé dvé praskla“ (A),

b) ,alespon dvé praskla® (B),
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c) ,nejvyse dvé praskla“ (C)?

7.8 Telefonni ustfedna zapoji béhem hodiny primérné 15 hovorii. Jaka je
pravdépodobnost, ze béhem ¢tyf minut zapoji dstiedna

a) ,pravé jeden hovor® (jev A),

b) ,alespon dva hovory* (jev B),

c) yalespon dva hovory a nejvyse pét hovoru* (jev C)?

7.9 Utastnik vola telefonni tstiednu v dobé nejvétsiho zatizeni linky, kdy
pravdépodobnost, ze linka nebude obsazena, je 0,25. Jednotlivé pokusy
o spojeni opakuje po nékolika minutach tak dlouho, dokud neni spojen.
Urcete
a) pravdépodobnost, ze ,dosdhne spojeni az pii patém pokusu® (jev A),
b) stfedni hodnotu a rozptyl poc¢tu nedspésnych pokust do okamziku,
kdy je navazano spojeni.

7.10 Hrac¢ hazi kostkou tak dlouho, dokud nepadnou tii Sestky. Jaka je
pravdépodobnost, Ze hra¢ bude muset hodit kostkou desetkrat?

7.11 Stfedni hodnota poctu poruch vysilace za 10 000 hodin jeho ¢innosti je
rovna 10. Pfedpoklddejme, Ze jednotlivé vyskyty poruch v ¢ase jsou na sobé
nezavislé. Urcete pravdépodobnost poruchy zafizeni za 100 hodin ¢innosti.

7.12 Na telefonni tstiednu je napojeno 326 ucastnikt. Kazdy z nich bude
ustfednu volat béhem hodiny s pravdépodobnosti 0,01. Pfedpokladejme, ze
Casy hovoru jednotlivych ucastnikl jsou na sobé nezavislé. Jaka je pravdé-
podobnost, Ze béhem hodiny zavolaji

a) 4 tcastnici,

b) alespon 6 ucastniki,

¢) nejvyse 2 tcastnici?

7.13 Na 500 stranach knihy je 500 tiskovych chyb. Pfedpokladejme, ze
jednotlivé vyskyty chyb jsou vzdjemné nezavislé. Urcete pravdépodobnost
toho, ze na ndhodné vybrané strance jsou

a) alespon tfi chyby,

b) pravé jedna chyba,

¢) nejvyse dvé chyby.
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7.14 Béhem hodiny pfijde do vycepu pramérné 60 hosti. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze béhem pul minuty, ve které nikdo neobsluhuje, neptijde zadny
zakaznik?

7.15 Urcete pravdépodobnost toho, ze mezi 136 vyrobky je/jsou

a) pravé sedm vadnych vyrobku,
b) alespon t¥i vadné vyrobky,
¢) nejvyse deset vadnych vyrobku,

jestlize vime, ze vadné vyrobky tvori prumérné 2,6 % produkce.

7.16 Z dtuvodu uspory penéz na drahych krevnich testech pri testovani Cer-
ného kasle béhem druhé svétové valky prisla armada s nasledujicim planem:
misto samostatného testovani vzorku krve kazdého vojaka smichali krev de-
seti vojaku a otestovali smés. Jestlize byl test negativni, védéli, ze vSichni
vojaci ve skupiné jsou negativni. (Uvazujme, ze smichani vice vzorku krve
nemd vliv na identifikaci ndkazy.) Jestlize byl test pozitivni, museli otestovat
kazdého vojaka z dané skupiny samostatné. Je jasné, ze pokud je mezi vSemi
vojaky pocet téch nakazenych vysoky, tento pristup se nevyplati. Za jakych
podminek usetii tento postup penize oproti okamzitému testovani kazdého
vojaka samostatné? Tj., urcete nejvyssi moznou pravdépodobnost, s jakou
muze byt testovany vojak pozitivni, aby se testovani deseti vojaku soucasné
vyplatilo.

7.17 Restaurace dava ke kazdému jidlu karticku s obrazkem jednoho hra-
¢e mistniho tymu. Pri kazdé navstévé restaurace obdrzite ndhodné jednu
karticku.

a) Jestlize karty zobrazuji basketbalisty (pét hrac¢a zdkladni sestavy),
kolikrat musite jit v praméru do restaurace, abyste ziskali od vSech
hraca alespon jednu karticku?

b) Jestlize karty zobrazuji baseballisty (devét hracu zékladni sestavy),
kolikrat musite jit v priméru do restaurace, abyste ziskali od vsech
hraca alespon jednu karticku?
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ResSeni uloh

7.1
n
11 1 1
EX=) i-—=—-14=-24---4—-n=
i1 n n n n
1 1 n n+1
——.(1 . - — .. 1) =
So(dtdn)= oo (nt 1) 5
1 1 1 1
ExX2=2.1242-.22 ¢ —|——-n2:—-(12+22+----|—n2):
n n n n
1 n-(n+1)-2n+1) (n+1)-2n+1)
o 6 B 6 ’
1)-(2n+1 1)2 21
varX = EX?— (Ex)? = (D -CntD) [+ 17 nw -1
6 4 12
1 e

7.2

1 0 1

Obréazek 7.9: Graf pravdépodobnostni a distribué¢ni funkce pro lohu @

7.3

EX=0-(1-p)+1-p=p,
EX?=0°(1-p)+1%p=p,
var X = EX? — (EX)?> =p—p* = p(1 — p).

7.4 Pravdépodobnost, ze baleni nebude obsahovat vadny vyrobek a bude
z néj plynout zisk, je 0,95 = 0,463 291. Naptiklad pro 100 vyrobkd budou
vydaje 200 $ a prijmy musi byt 246 $, aby byl zisk 23 %. Cena za jeden
vyrobek tedy musi byt 246 : 46,3291 = 5,31 $.
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7.5
5 5
1 1 1 1 1 137
1= P(X =1) = e (1424121242 ) = 22
a) ;( i) c;Z c<+2+3+4 5) 0
se=
137" i
60 300
=) i =i)=—" == =21
b) EX Zz P(X =) = 1o o7 = 2:190;

7.6 a) P(A) = 0,028; b) P(B) = 0,908; ¢) P(C) = 0,103.
7.7 a) P(A) = 0,207; b) P(B) = 0,261; ¢) P(C) = 0,947.
7.8 a) P(A) = 0,3679; b) P(B) = 0,2642; c) P(C) = 0,263 6.
7.9 a) P(A) =0,079; b) 3; 12.

7.10 0,046 5

7.11 0,095

7.12 A = 3,26; ) 0,1807; b) 0,112 4; ) 0,367 5.

7.13 a) 0,080; b) 0,368; ¢) 0,920.

7.14 0,607

7.15 a) 0,039; b) 0,689; ¢) 0,999 091.

7.16 p < 0,004 087

7.17 a) 11,41, b) 24,46.



Kapitola 8

Vybrana rozdéleni spojitych

nahodnych velicin

8.1 Rovnomérné spojité rozdéleni

Uvazujme interval [a;b] redlnych hodnot, ve kterém neni zadnd z hodnot
z hlediska vyskytu preferovana. V takovém pripadé muzeme pro charakteri-
zaci pravdépodobnostniho chovani vyuzit model geometrické pravdépodob-
nosti diskutovany v odstavci @ Alternativné je mozné zavést nad prav-
dépodobnostnim prostorem nahodnou veli¢inu X s hodnotami v intervalu
[a; b], o které budeme fikat, ze mé na tomto intervalu tzv. rovnomérné spojité
rozdéleni U(a;b)H. Protoze se jedné o spojité rozdéleni, pravdépodobnostni
chovani je charakterizovano hustotou, kterd je vzhledem k zadanému cho-
vani na zvoleném intervalu [a; b] konstantni. Déle rovnéz snadno odvodime
distribuc¢ni funkci pomoci integrace — distribu¢ni funkce je primitivni funkci
k hustoté a hustota je derivaci distribuéni funkce (viz téz tlohu B.9). Hustota
rovnomérného rozdéleni a jeho distribu¢ni funkce maji tedy tvar

1 <y <b 0 pro xz < a,
— roa <zx , 3
flz) = {8_“ inak - F(r)=4%2 proa<z<b,
’ 1 pro x > b.

Hustota rozdéleni je symetrickd kolem stiedu tsecky [a; b], tento stied je
tudiz stiedni hodnotou i medidnem nahodné veli¢iny X. Rozptyl ndhodné

1Oznaéeni U pochézi z anglického slova uniform, ¢esky jednotny, rovnomérny, stejno-
mérny, stejny, konstantni apod., coz jsou mj. vlastnosti grafu hustoty pravdépodobnosti
tohoto rozdéleni, jde totiz o tsecku rovnobéznou s osou x. V Ceské literature se rovnomérné
spojité rozdéleni oznacuje Rs(a;b) nebo jen R(a;b).

143
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Obrazek 8.1: Hustota a distribuéni funkce pro priklad @

veli¢iny X dopocitdéme pomoci vypocetniho vzorce (@) (viz tlohu @),
odkud dostaneme

- 1
EX = X = a;b, varX = (b - a)” (8.1)

Priklad 8.1. Vytvorte graf hustoty pravdépodobnosti a graf distribuc¢ni
funkce rovnomérného spojitého rozdéleni ndhodné veliciny X v intervalu
[0; 15]. Vypoditejte stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X.

Reseni. f(z) = &, F(z) =%, z € [0;15]. Graf hustoty a distribuénf funkce
ukazuje obrazek B.1|. Stfedni hodnota a rozptyl maji hodnoty

0+15

1
5 7,5, varX = — (15— 0)? = 18,75.

12

EX =

A

S rovnomérnym rozdélenim U(a; b) se setkdvame napiiklad prfi vySetfova-
ni chyb ze zaokrouhlovani v numerickych vypoctech. Jsou-li ¢isla vstupujici
do vypoctu nekonecné desetinné zlomky, jez se zaokrouhluji na k desetin-
nych mist, pak lze chybu ze zaokrouhleni povazovat za nadhodnou veli¢inu
s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [—5 107k L5 10*]“*1].

U rovnomérného spojitého rozdéleni je k dispozici velmi nazorna vizua-
lizace vypocta pravdépodobnosti, pocitame totiz obsah obdélnika pod hus-
totou pravdépodobnosti (viz priklad a obrézek B.2).

Vs

Priklad 8.2. Autobusy méstské dopravy odjizdéji ze zastavky v sedmimi-
nutovych intervalech. Cestujici miize pfijit na zastavku v libovolném oka-
mziku. Jaka je pravdépodobnost, ze bude ndhodné prichozi muset ¢ekat vice
nez 5 minut? Jaka je stfedni hodnota a rozptyl doby jeho ¢ekdni na odjezd
autobusu ze stanice?
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0,15 f(z) F(x)
6/7| ‘2/7 /
0.1 5/7

0,05

0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Obrazek 8.2: Hustota, distribu¢ni funkce a vypocet pravdépodobnosti k pii-
kladu @

Reseni. Doba cekani na odjezd autobusu je nahodné veli¢ina s rovnomeér-
nym rozdélenim v intervalu [0; 7], tudiz

1
flz) = 7
na intervalu [0; 7]. Stfedni hodnota a rozptyl maji podle vzorce (El]) hodnoty
)2
EX = # =3,5min a varX = (7120) = % = 4,083 min®.

Pravdépodobnost, ze ndhodné prichozi bude muset ¢ekat na zastavce vice
jak pét minut, je

P(X > 5) /71d Lro5) =2 20986

= —ar = — — = — = .

- 5 7 7 7 '

Vypocet této pravdépodobnosti je ilustrovan na obrazku @ A

8.2 Exponencialni rozdéleni

V odstavci @ jsme si predstavili Poissoniv proces, tj. proces udalosti ve
spojitém case s parametrem intenzity A udalosti za predepsanou Casovou
jednotku. Uvazujme nahodnou veli¢inu T’ predstavujici dobu, ktera uply-
ne mezi dvéma po sobé nasledujicimi udalostmi Poissonova procesu. Nyni
odvodime pravdépodobnostni rozdéleni této ndhodné veli¢iny. Definujme
nejprve pomocnou ndhodnou veli¢inu X, reprezentujici pocet udalosti, kte-
ré nastanou za predepsanou dobu ¢ > 0 od posledni udalosti. Tato veli¢ina
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ma Poissonovo rozdéleni s parametrem At. Pravdépodobnost, ze doba ceka-
ni na nasledujici udalost prekroci cas t, je tedy shodna s pravdépodobnosti,
ze za dobu ¢ nenastane zadna udalost, tj.

!
o

pro t > 0. Odtud primo dostaneme predpis pro distribu¢ni funkci ndhodné
veli¢iny T,

P(T >t) =P(X =0) (At)0e A = A (8.2)

0 prot <0,

Fr(t) =
r() 1-P(T>t)=1—e* prot>0

a derivovanim Fp(t) téz predpis hustoty ndhodné veli¢iny T,

0 prot <0,

t) =
Jr(®) Xe ™ prot > 0.

v

Rozdéleni ndhodné veli¢iny T' se nazyva exponencidlni rozdéleni a znaci
se Exp()\)a. Snadno ovérime, ze funkce f(t) je skutecné hustota. Predevsim
f(t) > 0 pro libovolné ¢ € R a déle

/ f(t)dt:/ e Mdt =1,
—00 0

podle pravidla pro integrovani exponencialni funkce
ct 1 ct s ,
e“dt = —e“ pro libovolné c € R.
c

Opakovanym integrovanim rovnéz odvodime stiedni hodnotu a rozptyl na-
hodné veli¢iny T, které jsou rovny
1 1

a varX = —.

IEX:)\ 2

Exponencialni rozdéleni Exp()\) je vhodnym modelem pravdépodobnostni
charakterizace ,,doby ¢ekéani na udélost“ (doby ¢ekani na realizaci urc¢itého

2Nékdy se oznacuje Ex()\) nebo jen E(A). Poznamenejme, Ze znadeni parametru expo-
nencidlniho rozdéleni neni v literature zcela jednotné: v nékterych publikacich se namisto
intenzity A pouzivd parametr stfedni hodnoty 8 = 1/, tedy naptiklad Exp(83). Mnohdy
se navic i pro parametr stfedni hodnoty vyuziva pismeno A. Ctena¥ proto musi byt p¥i
Cteni literatury pozorny, aby si ujasnil, jakou formu parametrizace autor publikace pro
znaceni exponencidlniho rozdéleni zvolil. V této knize pouzivame vyhradné oznaceni po-
moci parametru intenzity s oznacenim A\ a pismeno S vyhradime pro parametr stiedni
hodnoty.
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jevu), napriklad doby Zivotnosti urc¢itého zafizeni. V néasledujici vété EI
ukézeme, ze pravdépodobnostni rozdéleni zbyvajici doby nezavisi na tom,
jak dlouho jiz ¢ekame. Rika se tomu, Ze exponencidlni rozdéleni ,nema pa-
mét«.

Véta 8.1. Mad-li ndhodnd velicina T exponencidlni rozdélent, pak
P(T > to+t|T > tg) = P(T > t) pro libovolnd ty > 0, t > 0.

Dikaz. Necht T' ~ Exp()), pak podle vzorce (@) a podle definice podmi-
néné pravdépodobnosti plati
P(X >to+1t) e Aot

P(T > to + t|T > to) = PX>y) e ¢

Pro vypocet hodnot hustoty pravdépodobnosti, resp. distribu¢ni funk-
ce muzeme vyuzit funkce Excelu = EXPON.DIST|, jak je ukadzano v pri-
kladu . Posledni parametr této funkce udava typ vypoctu: pouzijeme
hodnotu NEPRAVDA pro vypocet hodnot hustoty pravdépodobnosti a PRAVDA
pro vypocet hodnot distribu¢ni funkce. Prvni dva parametry funkce jsou po-
stupné proménnd ¢ (argument hustoty, resp. distribuéni funkce) a hodnota
parametru .

Priklad 8.3. Necht nahodna veli¢ina T' m4 exponencialni rozdéleni Exp(%).
Vypoditejte:

a) P(T=1),

b) B(T < 2),

c) P(T >5),

d) P(T < 3),

e) P(T >5),

f) P2<T <4)
Reseni

a) P(T'=1) =0, nebot se jedné o spojité rozdélen,
b) P(T <2)=F(2)=1—e 32 = 0,487,

= EXPON.DIST(2;1/3;PRAVDA) |

O P(IT>5)=1-PT<5=1-F(5)=1- (1 —e—%'f’) = 0,189.

= 1—EXPON.DIST(5;1/3;PRAVDA)}
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Obrazek 8.3: Graf hustot a distribu¢nich funkci exponencidlniho rozdéleni:
Exp(}) (¢ervena &ara), Exp(1) (modrd ¢éra), Exp(2) (zelend ¢éra)

) P(T<3)=P(T<3)=1-e33=0,632,

= EXPON.DIST(S;l/B;PRAVDA)]
¢) P(T > 5) = P(T > 5) = 0,189, viz [,
HPR<T<d4)=F4)—F@2)=1—¢34_ [1 - e*%'ﬂ = 0,250.

= EXPON.DIST(4;1/3;PRAVDA)-EXPON.DIST(2;1/3;PRAVDA) ]

A

Priklad 8.4. Vytvorte grafy hustot pravdépodobnosti a distribu¢nich funk-
ci ndhodné velic¢iny X s exponencialnim rozdélenim

a) Exp(%),
b) Exp(1),
c) Exp(2).

Reseni. Grafy hustot a distribu¢nich funkef jsou na obrazku @ Vsimnéte
si, ze graf hustoty zac¢ind vzdy v hodnoté parametru intenzity A na svislé
ose a pak exponencidlné klesa. A

Piiklad 8.5. Cas mezi piichody dvou po sobé jdoucich pacientt se ¥i-
di exponencidlnim rozdélenim se stfedni hodnotou 15 minut. Vypocitejte
pravdépodobnost, ze recepce bude cekat na dalsiho pacienta:

a) nejvyse 15 minut,

b) nejméné 15 minut,

c¢) pravé 15 minut,

d) mezi 5 a 20 minutami.
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Regeni. Necht T je doba mezi prichody dvou pacientii po sobé. Je déno, ze
ET =15 = 1, tudfz A = & a T ~ Exp().

159 1o,
— L 15)[*%}15— “111=0,632
15 © Tl T T

= EXPON.DIST(15;1/15;PRAVDA)}
b) P(T>15)=1—P(X < 15) =1 — F(15) = 1 — 0,632 = 0,368,
= 1-EXPON.DIST(15;1/15;PRAVDA) I

nebo pifmo P(T > 15) = e 1555 = =1 = 0,368.

c) P(T = 15) = 0, nebot se jednd o spojité rozdéleni,
20

d) P(5 < T < 20) /20 Lo-tar =2 ~15 dt
= —_ 15 = — 15 =
s 15" 15 ), ©

1 £ 120
= T5 . (_15) {67E}5 = — (67% — 67%> =
=0,7165 — 0,263 6 = 0,453,
také ovSem
P(5 < T <20)= F(20) — F(5) =0,7364 — 0,283 5 = 0,453.
= EXPON.DIST(20;1/15;PRAVDA)-EXPON.DIST(5;1/15;PRAVDA) l

Recepce bude ¢ekat na dalsiho pacienta nejvyse 15 minut s pravdépodobnos-
ti asi 63 %, nejméné 15 minut s pravdépodobnosti asi 37 %, pravé 15 minut
s nulovou pravdépodobnosti a mezi 5 a 20 minutami s pravdépodobnosti
asi 45 %. A

V programu MS Excel neni k dispozici funkce na vypocet hodnot kvan-
tilové funkce pro ndhodnou veli¢inu s exponencialnim rozdélenim. Proto je
v pripadé potfeby provést manudlni vypocet, jak je patrné v néasledujicim
prikladu @

Priklad 8.6. Z dlouhodobych méfeni je zndmo, Ze notebook mé& poruchu
v prumeéru jednou za 10 000 hodin. Predpokladejme, zZe ,doba ¢ekani na po-
ruchu® je ndhodnd veli¢ina T' s exponencidlnim rozdélenim. Stanovte hod-
notu t tak, aby pravdépodobnost, ze notebook bude pracovat delsi dobu nez
t, byla 0,99.

Resend. V tomto piikladu nejprve odvodime predpis kvantilové funkce pro
obecnou intenzitu A a predepsanou pravdépodobnost «. Necht

a=Ft)=1—eN,
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a tedy

1—a:e_’\t,

odkud dostavame )
t=F1(a)= Y In(1 — ). (8.3)

Dosazenim A = 15t55 a @ = 0,01 (nebot P(T' > t) = 1—F(t) = 1—a = 0,99)
dostavame

t =—10000 - 1n 0,99 = 100,5.
S pravdépodobnosti 99 % bude notebook pracovat déle nez 100,5 hodin. A

Priklad 8.7. Do obchodu prijde primérné 30 zakazniki za 1 hodinu. Ja-
ké je pravdépodobnost, ze do obchodu nepfijde 7adny zakaznik béhem 1

2
minuty, ve které je prodava¢ nepritomen?

Reseni. Ulohu vyreSime pomoci exponencialniho i Poissonova rozdéleni.

a) Necht ndhodna veli¢ina T' udédva dobu ¢ekéni na prichod dalsiho zdkaz-
nika v minutach. T se ridi exponencidlnim rozdélenim s parametrem
intenzity A = % zékaznika za minutu (nebot stfedni doba ¢ekani na
jednoho zdkaznika je ET = % = 2 minuty). Hledana pravdépodobnost

je pak podle vzorce (@)

1
P<T>2> e

= 1—EXPON.DIST(O,5;O,S;PRAVDA)‘

ol

1 1,
3 =1 =0,7788.

b) Necht ndhodna velicina X udavd pocet zdkazniku, ktefi prijdou do
obchodu béhem % minuty. X mé Poissonovo rozdéleni s parametrem
N = %. Vsimnéte si, Ze se parametr rozdéleni lisi od predchoziho postu-
pu, protoze se zménila casové jednotka — vidime, ze

Hledana pravdépodobnost je pak

1 /1\° . )
P(X =0) = o (4) e”1=¢ 1=0,7788.

= PDISSON.DIST(O;0,25;NEPRAVDA)’

Pravdépodobnost, ze v dobé nepiitomnosti prodavace v délce pul minuty
neptijde zadny zédkaznik, je asi 78 %. AN
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8.3 ErlangovoE rozdéleni a rozdéleni gama

Uvazujme nyni ndhodnou veli¢inu Wy, jez udava dobu do vyskytu k-té uda-
losti v Poissonové procesu s intenzitou A > 0 udalosti za zvolenou ¢asovou
jednotku. To znamena, ze v ¢asovém intervalu (0;t) nastane (k— 1) udalosti

s pravdépodobnosti
1

k—1 Xt

=] (A)" e,
ktera se idi Poissonovym rozdélenim, a posledni k-t4 udélost nastane v krat-
kém casovém okamziku (¢;t + dt) s pravdépodobnosti A dt, kterd vyplyva
z 2. axiomu Poissonova procesu (viz odstavec [7.§). Protoze se oba ¢asové
useky neprekryvaji, jsou dle 1. axiomu Poissonova procesu oba jevy neza-
vislé. Pravdépodobnost toho, Ze nastanou soucasné, je tedy jejich souc¢inem,

1

m()\t)kilei)\t)\ dt.

Limitnim pfechodem dt — 0 dostavame piedpis hustoty rozdéleni ndhodné
veliciny Wy, jez je ve tvaru

Neth=1e=A pro t > 0,

1
_ ) =
Twi ®) {0 jinak. (84)

Toto rozdéleni se nazyva Erlangovo rozdéleni. Budeme jej v tomto odstavci
znacit Erlang(k, \), kde parametr k je pocet pozadovanych udédlosti a pa-
rametr A je intenzita vyskytu téchto udalosti. Lze dokazat, ze Erlango-
vo rozdéleni je rozdélenim souctu k nezévislych ndhodnych velic¢in s ex-
ponencialnim rozdélenim s identickym parametrem A. Specidlné je tedy
Exp(\) = Erlang(1, A). Distribu¢ni funkce tohoto rozdéleni mé tvar

k=1 ,
1—e . Qo) rot >0,
F(t) - PR

0 jinak
a stfedni hodnota a rozptyl jsou tvaru

k k
EW,=— a varWp = —.
B= var Wi, = 5
Priklad 8.8. Vytvorte grafy hustot pravdépodobnosti a distribuc¢nich funk-
ci ndhodné velic¢iny X ~ ErIang(kz, %) a zkoumejte vliv hodnoty parametru k
na prubéh grafii. Za prvni parametr postupné zvolte:

3 Agner Krarup Erlang (1878-1929), dansky matematik, statistik a inZenyr.
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Obrazek 8.4: Grafy hustot pravdépodobnosti a distribuc¢nich funkei ndhodné
veli¢iny s Erlangovym rozdélenim: Erlang(l; %) (modra c¢ara), Erlang(2; %)
(Cervena ¢ara), Erlang(5; 3) (zelend ¢éra)

Resend._Grafy hustot pravdépodobnosti a distribu¢nich funkei jsou na ob-
razku @ A

Podivame-li se pozorné na obrazek @, vidime, Ze parametr k urcuje tvar
hustoty, resp. distribuc¢ni funkce. Pokud opustime koncept diskrétniho poctu
udélosti Poissonova procesu, je mozné pracovat (v jinych kontextech) s hus-
totami o parametru k, ktery nemusi byt nutné celociselny. Hustota takového
rozdéleni bude mit tvar podobny vzorci (@), ve kterém jen musime nahra-
dit faktoridl (K — 1)! ve jmenovateli néjakou jeho spojitou verzi. Oznacme
tuto prozatim nezndmou funkci I'(«). Je-li argumentem « celé éislo, dejme
tomu k, budeme vyzadovat, aby tato funkce méla shodné vlastnosti jako ma
faktorial (k — 1)!. Specidlné tedy vyzadujeme

I'(k)=(k—1),
INa)=(a— ' (a—1),
r(1) = 1.

Jakmile takovou funkci nalezneme, potom hustota Erlangova rozdéleni ve

tvaru 1
f(t) = @Aata*e% (8.5)

4P¥ipometime, ze pro faktoridl libovolného pfirozeného &sla k plati rekurzivni vztah
(k—1)!'=(k—1)(k — 2)! s poc¢dteéni podminkou 0! = 1.
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bude dobre definovana i pro necelo¢iselné hodnoty a. Ma-li to ovsem byt
hustota, pak nutné musi spliovat rovnost

/ o B T (8.6)
0 ['(a)

Specialné (@) musi platit pro hodnotu A = 1, odkud dostdvame predpis

INa) = /0+00 to et dt. (8.7)

Pro obecnou hodnotu A > 0 dostaneme jednoduchou substituci

“+oo —+00
/ toc—le—/\t dt = 1/ toc—le—t dt = F(CY)’
0 A% Jo A

tedy potfebnd rovnost (@) plati i pro obecnou hodnotu A > 0.

Funkce I' definovand predpisem (@) se nazyva funkce gama. Je obec-
né definovana pro vSechna komplexni ¢isla kromé nuly a celych zapornych
¢isel a integral v (B.7) konverguje, je-li o > 0. Funkce gama se casto ta-
ké nazyva Euleruv integrdl druhého druhu nebo FEulerova funkce a v teorii
pravdépodobnosti slouzi jako normalizaéni ¢initel ve vzorci (@), aby inte-
gral z hustoty pravdépodobnosti zlistal jednotkovy, jak bylo ukazano vyse.
Rozdéleni s hustotou ve tvaru

f(t) = ﬁ)\o‘to‘_le_)‘t pro t > 0,
0 prot <0,

se nazyva rozdéleni gama se znacenim I'(c; )\)E, kde a > 0 je parametr tvaru
a A > 0 parametr intenzity rozdéleni. Distribuéni funkce tohoto rozdéleni je
pro x > 0 déna integralem!

T A\x
Flz) = /0 () dt:F(la) /0 Tt g, (8.8)

Stredni hodnota a rozptyl ndhodné velic¢iny X s rozdélenim gama maji ana-
logicky k Erlangovu rozdéleni tvar

EX = % var X = %

Podobné jako exponencialni rozdéleni lze i rozdéleni gama parametrizo-
vat pomoci parametru 5 = 1/\ (viz pozndmku pod ¢arou P na strané ),

SNékdy se pouzivé té7 znaceni Ga pro odliseni od znaceni T’ pro funkci gama.
SIntegral na pravé strané vzorce (B.§) se nazyva dolni nedplnd gama funkce.
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ktery se v ptipadé rozdéleni gama nazyva parametr méritka. Tuto paramet-
rizaci pouziva napriklad software Microsoft Excel ve funkci = GAMMA.DIST|,
ktera slouzi pro vypocet pravdépodobnosti Erlangova rozdéleni, resp. roz-
déleni gama. Ukazeme to na nasledujicich ptikladech.

Priklad 8.9. Necht X ~ ErIang(2; %) Uzitim vhodné funkce v MS Excel
vypocitejte:

a) P(X <10),

b) P(X > 20),

c) P(10 < X < 20).

Resend. K feSeni vyuzijeme funkci = GAMMA.DIST| do které dosadime pa-
rametry a =k=2a f=1/A=3.
a) P(X <10) = F(10) = 0,845,
= GAMMA.DIST(lO;Q;B;PRAVDA)]
b) P(X >20) =1—-P(X < 20) = 0,009 75,
= 1—GAMMA.DIST(20;2;3;PRAVDA)l
c) P(10 < X < 20) = F(20) — F(10) = 0,145.
= GAMMA.DIST(20;2;3;PRAVDA)-GAMMA.DIST(10;2;3;PRAVDA)

A

Priklad 8.10. Necht X ~ F(2,5; %) Uzitim vhodné funkce v MS Excel
vypocitejte:

a) P(X <10),

b) P(X > 20),

c) P(10 < X < 20).

Reseni. K Teseni vyuzijeme funkci | = @, do které dosadime pa-
rametry a =25 a f=1/\=3.
a) P(X <10) = F(10) = 0,753,
= GAMMA.DIST(10;2,5;3;PRAVDA)l
b) P(X >20)=1-P(X <20)=1- F(20) = 0,02,
= 1—GAMMA.DIST(20;2,5;3;PRAVDA)‘
c) P(10 < X < 20) = F(20) — F(10) = 0,226.
= GAMMA.DIST(20;2,5;3;PRAVDA)-GAMMA.DIST(10;2,5;3;PRAVDA)
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Priklad 8.11. Stfedni Zivotnost elektrického holiciho strojku je dva roky.
Jaka je pravdépodobnost, ze primérna zivotnost nahodné vybranych 150
strojkt bude vyssi nez 27 mésica?

Reseni. Necht X1, Xs,..., X150 jsou ndhodné veli¢iny sledujici Zivotnost
1., 2., .., 150. holiciho strojku. Kazda tato ndhodné velicina sleduje ex-
ponencialni rozdéleni s identickym parametrem intenzity: A = i aX; ~
Exp (i) ,i=1,...,150, zvolime-li za ¢asovou jednotku 1 mésic. Definujme

nidhodnou veli¢inu
150

Y = in
=1

za predpokladu, ze zivotnosti jednotlivych holicich strojki jsou nezavislé
nshodné veli¢iny, plati Y ~ Erlang(150; o).

Hleddme pravdépodobnost, Ze ,primérnd zivotnost ndhodné vybranych
150 strojkit bude vyssi nez 27 mésici“, tj.

1
P (1501/ > 27> =P(Y > 27-150) = P(Y > 4050).

K vypoctu P(Y > 4050) vyuzijeme funkei

= 1—GAMMA.DIST(4050;150;24;PRAVDA)]
P(Y > 4050) = 1 — P(Y < 4050) = 0,067, tj. 6,7 %. A

Erlangovo rozdéleni se pouziva predevsim v teorii spolehlivosti: jestlize
exponencialni rozdéleni modeluje dobu do poruchy komponenty, potom do-
ba funkénosti do k-té poruchy je popsina Erlangovym rozdélenim. Do této
kategorie spadd i predchozi priklad . Rozdéleni gama s necelo¢iselnym
parametrem tvaru « se objevuje ve specidlnich statistickych metodach nebo
jako model vyse skody pojistné udalosti. Specidlnim pripadem rozdéleni ga-
ma je také tzv. Pearsonovo x? rozdéleni, s kterym se podrobnéji sezndmime
v odstavci na strané

8.4 Obecné normalni rozdéleni

Obecné normdlni rozdeélent, alternativné téz Gaussovo rozdéleni je defino-
vano hustotou ve tvaru
1 _@w?
flz) = e 22, —o0 < <00, (8.9)

V2o

"Napiiklad se objevuje pfi odhadovéni parametru A Poissonova procesu pomoci ba-
yesovské statistiky.
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kde parametry rozdéleni jsou realné ¢islo p reprezentujici stfedni hodnotu
rozdéleni a kladné reélné ¢islo o2 reprezentujici rozptyl rozdéleni. Hustota
pravdépodobnosti f(z) ma typicky zvonovity charakter, jeji graf je soumeér-
ny kolem osy vedené stfedni hodnotou p kolmo k vodorovné soutradnicové
ose, a v bodé u téz nabyva svého maxima, tedy p je rovnéz modem rozdéleni.

Distribu¢ni funkce ma tvar

Flz) = — / LSt —eo<a < (8.10)

x) = e 2 , —00 < T < 00. .
V2mo

Distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni je jednou ze znamych ktivek, ke

kterym neexistuje analytické vyjadieni a je k dispozici jen integralni za-

pis (81(]) Stredni hodnota a rozptyl maji tvary

EX =pu, varX = o2

Diky symetrii je stfedni hodnota p téz medidnem rozdéleni.

Lze ukézat, Ze normalni rozdéleni je stfedni hodnotou u a rozptylem
0?2 uréeno jednozna¢né. Je zvykem ho oznacovat jako N(u;o?)B. Specidlni
vyznam ma tzv. normované (standardizované) normélni rozdeéleni N(0;1),

kterému vénujeme samostatny odstavec

Priklad 8.12. Pro ndhodnou veli¢inu X ~ N(0;2) vypocitejte pravdépo-
dobnost, ze ndahodné veli¢ina X bude:

a) presné rovna 0,

b) mensi nebo rovno —2,

c) veétsi nez 4,

d) alespori —1 a nejvyse 2.

Reseni. K vypoétu uzijeme funkce = NORM.DIST| programu MS Excel.
Rozdéleni parametrizuje pomoci smérodatné odchylky, proto dosazujeme
jako tfeti parametr hodnotu o = v/2.

a) P(X =0) =0,

b) P(X < —2) = Tdt =1 — F(=2) = 0,07865,

).

= NORM.DIST(-2;0;0DMOCNINA(2) ;PRAVDA)]

¢) P(X > 4) = ~T dt

il -

=1-P(X <4)=1- F(4) = 0,0023,

8Tato konvence opét nen{ v literatuie zcela ustdlend, néktefi autofi pouzivaji jako
druhy parametr smérodatnou odchylku o a pisi N(u, o). V této ucebnici se vsak pridrzime
parametrizace pomoci rozptylu o2.
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Obréazek 8.5: Grafy hustot pravdépodobnosti a distribu¢nich funkci ndhodné
veli¢iny s normélnim rozdélenim: N(1;2) (modré ¢dra), N(1;3) (Cervend
¢ara), N(0;2) (zelena ¢éra)

= 1-NORM.DIST(4;O;ODMOCNINA(Q);PRAVDA)]

1 2 e .
— /_1@ T dt = F(2) — F(—1) = 0,6816.
NORM.DIST(2;0; ODMOCNINA (2) ; PRAVDA) -]
~NORM.DIST (-1;0;0DMOCNINA (2) ; PRAVDA) |

d) P(-1< X <2) =

A

Priklad 8.13. Vytvofte grafy hustot pravdépodobnosti a grafy distribuc-
nich funkei ndhodnych veli¢in, které maji rozdéleni

a) N(1;2),

b) N(1; %),

c) N(0;2).

Posudte vliv hodnoty parametru o2

na prubéh grafa.

Resend. Grafy ukazuje obrazek @ Parametr rozptylu o2 ovliviwuje ,,fiku
hustoty“ (spravnéji jeji Spicatost): hodnoty ndhodné veli¢iny se vyskytuji
prevazné v intervalu (u — 30;u + 30), napf. v piipadé a) lez v interva-
lu (=5;7). Podrobnéjsi zdiuvodnéni najdete na strané v odstavci

o standardnim normalnim rozdéleni. A

Poznamka 8.1. Lze dokdzat, Ze stredni hodnota EX = u, rozptyl var X =

o2, Ze vsechny liché centrdlni momenty (kromé proniho) jsou nulové, tj.

E(X —EX)*1=0, k=2,3,...,
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a Ze sudé centrdlni momenty jsou
E(X -EX)*=1-3-5---(2k—1)o%*, k=1,2,...

Normalni rozdéleni ma mimoradny vyznam v teorii pravdépodobnosti
a matematické statistice. V odstavci bude dokazano, ze soucet vel-
kého poc¢tu ndhodnych veli¢in, o jejichz rozdéleni se ¢ini jen velmi obecné
predpoklady, ma priblizné normalni rozdéleni. Tim lze vysvétlit klicovou
roli tohoto rozdéleni v teorii pravdépodobnosti a matematické statistice.
Néhodné veli¢iny, s nimiz se v redlném svété setkdvime, lze velmi casto
povazovat za vyslednice ptisobeni velkého poc¢tu drobnych nahodnych vliva
rozliénych rozdéleni. Diky vyse uvedenému tvrzeni lze oéekévat, ze normalni
rozdéleni bude vhodnym modelem pro takové nahodné veli¢iny. Nejbéznéj-
$im typem normalné rozdélenych ndhodnych veli¢in jsou ndhodné chyby,
napiiklad chyby méreni zptsobené velkym poctem neznamych a vzijemné
nezavislych pri¢in. Norméalni rozdéleni je vhodnym modelem také pro ta-
du fyzikalnich, technickych a biologickych veli¢in, jako napiiklad télesna
vyska jedinci homogenni populace, ro¢ni ¢astka, kterou pojistovna vyplati
za pojistné udalosti atd.

Priklad 8.14. Ze statistik biologii je znamo, ze populace urc¢itého druhu
kvétin dorustd vysky X cm s normalnim rozdélenim N(20;16). Vypocitejte
pravdépodobnost, ze nahodné vybrand kvétina ma v centimetrech vysku
a) mensi nez 16,

) vétsi nez 20,

) v mezich od 12 do 28,

d) mensi nez 12 nebo vétsi nez 28,

) rovinu 22.

Resentd.
a) P(X < 16) = F(16) = 0,159,

= NORM.DIST(16;20;4;PRAVDA)J
b) P(X >20) =1 — P(X < 20) = 1 — F(20) = 0,5.
= 1—NORM.DIST(20;20;4;PRAVDA)l

Vsimnéte si, ze v tomto pripadé jsme nemuseli hodnotu pravdépodob-
nosti pocitat, protoze plyne z faktu, ze 20 je medidnem rozdéleni.
c) P(12 < X <28) = F(28) — F(12) = 0,955,

= NORM.DIST(28;20;4;PRAVDA)—NORM.DIST(12;20;4;PRAVDA)]
d) P(X < 12) + P(X > 28) = F(12) + 1 — F(28) = 0,046,
= NORM.DIST(12;20;4;PRAVDA)+1—NORM.DIST(28;20;4;PRAVDA)‘
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A

Priklad 8.15. V bankovni regulaci se k ocenéni rizikovosti investi¢niho
portfolia uziva mira, kterd se nazyva hodnota v riziku. Jde o vysi ztraty
portfolia, ktera bude prekrocena pouze s predepsanou malou mirou pravdé-
podobnosti, pficemz ztratou portfolia obvykle rozumime opacnou hodnotu
k jeho vynosu.

Predpokladejme, Ze denni ztrata X néjakého portfolia (v procentnich
bodech) se pfi finanéni krizi idi normalnim rozdélenim se stfedni hodno-
tou 0,015 a rozptylem 0,01. Spocitejte 1% a 5% hodnotu v riziku tohoto
portfolia.

Reseni. 1%, resp. 5% hodnota v riziku portfolia odpovida z pravdépodob-
nostniho pohledu 99%, resp. 95% kvantilu rozdéleni ztraty N(0,015;0,01)
(rizikem je pravy chvostH rozdéleni, ktery reprezentuje vysoké ztrity). K je-
ho vypoctu pouzijeme funkci = NORM.INV| do které dosadime jako treti
parametr smérodatnou odchylku o = /0,01 = 0,1.

= NORM.INV(O,99;O,015;O,1)]7 = NORM.INV(O,95;0,015;0,1)‘

Hodnoty v riziku portfolia ¢ini F~1(0,99) = 0,248, resp. F~1(0,95) =
= 0,179. Tyto hodnoty predstavuji ztratu portfolia v procentnich bodech,
jejiz prekroceni je jen malo pravdépodobné. A

8.5 Normované normalni rozdéleni

Tzv. normované (téz standardizované nebo standardni) normdind rozdéleni
je specidlnim piipadem normalniho rozdéleni, pro které je = 0 a o2 = 1.
Je vysledkem procesu tzv. standardizace, matematicky popsané néasledujici
vétou, kterou jinak uvadime bez dikazu.

Véta 8.2 (Standardizace normalné rozdélené ndhodné veli¢iny). Necht nd-
hodnd veli¢ina Z ~ N(0;1) a

X=p+oZ

Potom X ~ N(u;0%). Obrdcené, jestlize X ~ N(u;0?), potom ndhodnd
velic¢ina ¥
——

~ N(0; 1). (8.11)

9Chvostem se nazyva &ast grafu hustoty pravdépodobnosti, kterd se ve srovnani se
zbylou casti hustoty jen mélo odlisuje od osy x.
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Transformace () zjednodusuje formulaci mnoha vét v teorii prav-
dépodobnosti i statistice, nebof zjednodusené rika, ze normalni rozdéleni
obecné a normované lze mezi sebou jednoduse prevadeét. Praktické vyuziti
transformace ukazeme na prikladu @

Piiklad 8.16. Vratte se k zadén{ pifkladu B.14, vypocitejte prisluiné prav-
dépodobnosti pomoci transformace na normované normaélni rozdéleni a po-
rovnejte je s puvodnimi vysledky.

Reseni. Provedeme transformaci veli¢iny X na normovanou veli¢inu

X —20

Z:
4

a stejné upravime i druhou stranu nerovnosti, které se rikd z-skor. K vypo-
¢tu z-skéru lze vyuzit funkci |= STANDARDIZE| v MS Excel, pokud zniame
hodnoty i a ¢ nenormované ndhodné veli¢iny. V nasem piikladé je v otéz-
ceu:20,a:4,atedy

=P(Z<-1),

_ 16 —
]P’(X<16):]P’<X 20 16 20)

<
4 4
pricemz pravou stranu nerovnosti dostaneme jako vysledek
= STANDARDIZE(16;20;4)

Podobné spocitame i zbyvajici pripady. Distribu¢ni funkci normovaného
normalniho rozdéleni v nasledujicich piikladech oznacujeme tradi¢nim sym-
bolem .

a) P(X <16) =P(Z < —1) = ®(—1) = 0,1586,
= NDRM.S.DIST(—l;PRAVDA)]
20 — 20

b) ]P’(X>20):]P’<Z> >:P(Z>0):1—<1>(0):0,5.

STANDARDIZE(20;20;4) |
1—NORM.S.DIST(O;PRAVDA)] d

V tomto pfipadé neni ovSem potieba hodnotu ®(0) nechat pocitat v ja-
kémkoliv softwaru: muzeme vyjit z toho, ze 0 je zaroven medidn rozdé-
leni N(0; 1), odkud pfimo plyne odpovéd.

12 — 20 28 — 20
c)IP’(12<X<28):IP’< >

<Z<

=P(—2< Z <2)=d(2) — B(—2) = 0,9545.

OFunkei = STANDARDIZE|lze vloZit za prvn{ parametr funkce | = NORM.S.DIST

a dostaneme | = NORM.S.DIST(STANDARDIZE(20;20;4),PRAVDA) ]
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—

0,8

Obrazek 8.6: Grafy hustoty a distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny s normo-
vanym normalnim rozdélenim

11 STANDARDIZE(12;20;4) STANDARDIZE(28;20;4)
2 NORM.S.DIST(2;PRAVDA)-NORM.S.DIST(-2;PRAVDA)

I v tomto pripadé lze vypocet zjednodusit vyuzitim symetrie rozdéleni.
Plati totiz ®(—2) = 1—®(2) (slovy, levy chvost rozdéleni do —2 je stejné
velikosti jako pravy chvost od 2), tudiz ®(2) —®(—2) = 2®(2)—1. Z vyse
uvedenych hodnot distribucnich funkci tedy fakticky staci spocitat jen
jednu.

= 2*NORM.S.DIST(2;PRAVDA)—1]

d) P(X <12) +P(X >28) =1-P(12< X < 28@i 0,045 50,

kde vyuzijeme jiz spoc¢teného vysledku tlohy

A

Dosadime-li parametry 1 =0 a 0? =1 do (@), dostaneme predpis pro
hustotu normovaného normaélniho rozdéleni ve tvaru

1 2

z) = e ”

o(2) Vol

Na obrazku @ vlevo je graf hustoty ﬁravdépodobnosti ©(z), ktery ma tvar

zvonovité kiivky, nazyvané Gaussova= kiivka, kterd je osové soumérna pod-

le osy prochézejici ¢islem 0 kolmo k vodorovné ose a ve stejném déisle také
dosahuje svého maxima \/% = 0,398 94.

-0 < z < 00.

Distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni opét nemé analy-
tické vyjadreni a zapisujeme ji pouze v integralnim tvaru

1 z 2
@(Z):\/%/ e_%dt, -0 < 2z < 0.
—o0

1 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik a fyzik.
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Graf této distribu¢ni funkce je na obrazku @ vpravo. I distribu¢ni funkce
obecného a normalniho rozdéleni lze vzajemné prevadét: dusledkem véty

Fx(z) :@("E—“>

g

je vztah

pro X ~ N(u,o?).

Pro znaceni normovaného normalniho rozdéleni se nékdy uziva symbolu
U (bez uvedeni parametril) a pro oznaceni piislusné ndhodné veli¢iny se voli
pismeno U (piSe se pak U ~ U). Toto oznaceni je tfeba odlisovat od znaceni
rovnomérného rozdéleni. My se tedy pridrzime oznaceni N(0;1) a budeme
psat Z ~ N(0;1). Poznamenejme jesté, ze znaceni hustoty ¢ a distribuc-
ni funkce ® normovaného normélniho rozdéleni (pro odliSeni od ostatnich
rozdéleni) je rovnéz pomérné ustalenou zvyklosti, kterd podtrhuje vyznam
tohoto rozdéleni v teorii pravdépodobnosti.

Ovérme nejprve, ze p(z) je hustota. Pfi vypoctech budeme uzivat tzv.
Gaussova integralu (integralu Gaussovy funkce)

/Oo eV dy = /7. (8.12)

Vidime nejprve, ze ¢(z) > 0 pro libovolné z € R. Ovérme dale

o0 oo 1 22 1 oo 2
z)dz = ——e 2dz=— V2e ™V dy =1,

a tedy ¢(z) je hustota. Sttedni hodnota a vSechny liché momenty jsou rovny
nule, tj.

EZ =EZ*'=0, k=1,2,3,...,

nebot funkce

1 q _z2
L2k—1,-%
V2T

je licha a integrovatelnd v R. Nize ukazeme, ze sudé momenty jsou rovny

2k)!
Ez2k:1.3-5---(2k—1)=(lez),,k:1,2,3,... (8.13)

Jelikoz EZ = 0, dosazenim hodnoty k& = 1 odtud plyne

var Z =EZ% = 1.
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Vsimnéte si téZ ctvrtého absolutniho momentu EZ4, tedy $picatosti rozdéle-
ni@, jez je konstantn{ hodnoty 3. Provedeme-li v () substituci y = z\/g ,

dostavame
o 22 2
/ e de =) 2. (8.14)
C V¢

Derivujme levou i pravou stranu () podle t. Dostavame

1 o0 tz2 3
/ e T dz=t"2.
V2T J o
Obecné po k opakovani derivace dostavame

2k+1

L% g w? -
—_— z2%%e" 2 de=1-3---(2k—-1) -t "2 . 8.15
=/ (2% - 1) (3.15)

Vysledek () pak plyne z (8.15) poloZenim ¢t = 1.

Hodnoty hustoty pravdépodobnosti ¢(z) normovaného normalniho roz-
déleni pro zadanou hodnotu z lze v MS Excel urc¢it pomoci funkce '= PHI|,

ktera je ekvivalentem funkce | = NORM.S.DIST(z;NEPRAVDA) ] Napriklad na
strané jsme urcili maximélni hodnotu normovaného norméalniho rozdéle-
ni, kterou hustota nabyva v ¢isle 0: zde = PHI(0) |, tedy ¢(0) = 0,398 942.

Priklad 8.17. Necht ndhodné veli¢ina Z ma normované normalni rozdéleni.
Vypocitejte pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina Z bude

a) mensi nez —1,
b) veétsi nez 2,
c) lezet mezi —1 a 1.
Resend.
1 -1 e
a) P(Z < —1 :/ e~ 5 dt = B(—1) = 0,159,
) Rz<-n=—= [ -1
= NORM.S.DIST(—l;PRAVDA)]

1 0 t2
b) P(X > 2) = \/%/2 e 5 dt=1— ®(2) = 0,023,

= 1-NORM.S.DIST(2;PRAVDA) l

1 1 t2
c) P-1<X<1l)=— e 2dt =®(1) — (—1) = 0,683.
) 2 == (1) - @(-1)

= NORM.S.DIST(1;PRAVDA)-NORM.S.DIST(-1;PRAVDA) ]

12Viz definici @ na strané @
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A

Pravdépodobnosti normovaného normalniho rozdéleni se téz uziva pro
interpretaci smérodatné odchylky. Pro normované normalni rozdéleni totiz
plati

o v intervalu (—1;1) lezi 68,3 % populace@,

o v intervalu (—1,96;1,96) lezi 95 % populace,

o v intervalu (—2;2) lezi 95,5 % populace,

o v intervalu (—3;3) lezi 99,7 % populace,

o v intervalu (—3,29;3,29) lezi 99,9 % populace.

Receno v terminech kvantilové funkce,

1
! ( + 0’683> =o710,841) = 1

2 2

a podobné napifklad ®~1(0,975) = 1,96 & ®~1(0,9987) = 3. Vezmeme-li ny-
ni vétu B.2, dostaneme analogické tvrzeni pro obecnou normélné rozdélenou
nédhodnou veli¢inu:

e 68,3 % populace lezi v intervalu (u — o5 u + o),

e 95 % populace lezi v intervalu (u — 1,960; 1 + 1,960),

e 95,5 % populace lezi v intervalu (u — 20; u + 20),

e 99,7 % populace lezi v intervalu (u — 30; u + 30),

e 99,9 % populace lezi v intervalu (u — 3,290; u 4 3,290).

8.6 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Nahodné veli¢ina X ma logaritmicko-normdlni (neformélné téz lognormél-
ni) rozdéleni LN(M; 02) s parametry p a o2, pokud ndhodné veli¢ina In X
ma normalni rozdéleni N (,u; 02). Hustota pravdépodobnosti a distribu¢ni
funkce logaritmicko-normélniho rozdéleni jsou ve tvaru

1 (111:0—;/,)2
f(l‘) = IEO’\l/ﬂe : (72 T 6 (0’ OO), F(x) = 0 pro . S O’
0 jinalk, @(Li_“) pro x > 0.

Hustota logaritmicko-normélni rozdéleni je asymetricka, doleva zeSikmena
kiivka. Stfedni hodnota a rozptyl X ~ LN (,u, 02) jsou rovny

a2 2 2
EX = etz varX =2 1e (e" - 1).

B3Myslime tim, Ze pro Z ~ N(0;1) plati P(—1 < Z < 1) = 0,683.
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Obrazek 8.7: Grafy hustot a distribuc¢nich funkci ndhodné veli¢iny s lo-
garitmicko-normalnim rozdélenim LN(0;0,25) (modréd ¢ara), LN(0;0,0625)
(Cervena cara), LN(0;1) (zelend céara)

Priklad 8.18. Vytvorte graf hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce
nadhodné veli¢iny s logaritmicko-normélnim rozdélenim

a) LN(0;0,25),

b) LN(0;0,0625),

c) LN(0;1).

Vypoditejte hodnoty 17% kvantilu pro vSechna zminénd rozdéleni.

Resend._Grafy hustot pravdépodobnosti a distribu¢nich funkei ukazuje ob-
razek B.7. Hodnoty kvantilu spoc¢teme takto:

a) F71(0,17) =0,6205,

= LOGNORM.INV(O,l?;O;O,B)]
b) F~1(0,17) = 0,7878,

= LOGNORM. INV(0,17;0;0,25) |
c) F~1(0,17) = 0,385 1.

= LOGNORM. INV(0, 17;0;1)]

A

Logaritmicko-norméalni rozdéleni ma vyuziti u ndhodnych veli¢in, kte-
ré nabyvaji pouze kladnych hodnot, kde je typické velké mnozstvi nizkych
hodnot s obcasnym vyskytem hodnoty vyssi. Takové ndhodné veliciny se
objevuji napriklad v ekonomii, pojiStovnictvi ¢i v teorii spolehlivosti. Uve-
deme priklad vyuziti logaritmicko-normélniho rozdéleni v pojistovnictvi pro
vypocet pravdépodobnosti, Ze bude tzv. uplatnéna pojistnd udalost: jestlize
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je skoda pri pojistné udélosti vétsi nez hodnota r, kterd predstavuje navy-
Seni pojistného v nasledujicim pojistném obdobi za predpokladu uplatnéni
pojistné udalosti, mé klient motivaci Skodu uplatnit. Klient je na pocatku
po uzavieni smlouvy s pojiStovnou zarazeny do nulté bonusové tridy, kde
plati pojistné ve vysi 100 % cenikové ceny. Zavedme nésledujici ndhodné
veliciny: nechf Y znaci pocet pojistnych udalosti, které se ridi Poissonovym
rozdélenim s parametrem A: Y ~ Po()). Déle necht Z znadi vysi skody, o niz
predpokladame ze se 1idi lo ﬁaritmicko—normélnim rozdélenim s parametry
pa o2, tedy Z ~ LN(u;0? Koneéné necht A oznacuje jev ,klient uplat-
ni pojistnou udalost*. Pak pravdépodobnost uplatnéni pojistné udalosti je
dana vztahem

Inr —
P(A) =P(Y >0)-P(Z>r) = (1 - e_/\> [1 - @(m)}
o
za predpokladu, ze jevy vyskyt skodni udélosti (Y > 0) a pfekroceni vyse
skody (Z > r) jsou vzdjemné nezavislé.

Priklad 8.19. Klient pojistovny je v prvni bonusové t¥idé, kde plati 60 %
pojistného na sjednané autopojisténi, které ¢ini 2500 K¢. Parametr A Po-
issonova rozdéleni poc¢tu pojistnych udalosti je roven 0,15 a vysSe skody se
iidi logaritmicko-normalnim rozdélenim s parametry p = 6 a 02 = 2. Urcete
pravdépodobnost, s jakou klient uplatni pojistnou udalost.

Resend. Klient uplatni pojistnou udélost, jestlize bude $koda vétsi nez na-
vyseni pojistného r, zde r = 2500 — 0,6 - 2500 = 1000 K¢é. Pak

P(4) = (1—e ") [1 - (mo\sg—ﬁﬂ = 0,036.

(1-POISSON.DIST(0;0,15;PRAVDA)) *]
*(1-LOGNORM.DIST(1000;6; ODMOCNINA(2) ; PRAVDA)) ]

Klient uplatni pojistnou udalost s pravdépodobnosti asi 3,6 %. A

8.7 Pearsonovo rozdéleni y?

7 normovaného normalniho rozdéleni, které jsme predstavili v odstavci @,
se odvozuje trojice rozdéleni (Pearsonovo, Studentovo a Fisherovo—Snede-
corovo), kterd nalézaji pfimé uplatnéni ve statistice, jak uvidime v druhé
Casti této knihy.

MPro tuto oblast je prave typické velké mnozstvi udalosti s relativné nizkou $kodou,
ale obcas nastane i udalost se skodou znac¢né velikosti.
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Necht ndhodné veli¢iny 21, Z, ..., Z;, jsou nezévislé@ a maji normované
normalni rozdéleni N(0; 1). Pak veli¢ina

k
Qu=>Y_ 7 (8.16)
i=1

ma tzv. PearsonovoE rozdéleni x? (Gtéte chi kvadrat) s k stupni volnosti.
Pocet stupnt volnosti je parametr tohoto rozdéleni a je shodny s poctem
sCitanctt v rovnici (@) Rozdéleni miizeme znacit x2(k), ale b&zméjsi je
znaceni pomoci dolniho indexu, tedy Xz, kterého se pridrzime i v této pub-
likaci.

Lze ukézat, ze Pearsonovo rozdéleni X% je specialnim pripadem rozdéleni
gama (viz odstavec @ na strané ) s parametry a = % a\= % Odtud
dostavame predpis pro hustotu pravdépodobnosti

a pro stfedni hodnotu a rozptyl
Ex: =k, varx; = 2k.

Priklad 8.20. Necht nahodna velicina X ma rozdéleni X%- Vypocitejte
pravdépodobnost, ze nadhodné velicina X:

a) bude mensi nebo rovna 5,
b) nebude mensi nebo maximélné rovna 10,
¢) bude svou hodnotou mezi 5 a 10.

Resend.

a) P(X <5)=F(5) =0,584,
= CHISQ.DIST(S;S;PRAVDA)]

b) P(X >10)=1-P(X <10)=1- F(10) = 0,07,
= 1—CHISQ.DIST(10;5;PRAVDA)}

15Blize k nezavislosti ndhodnych veli¢in viz odstavec @ na strané @
16K arl Pearson (1857-1936), britsky matematik.
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Obrazek 8.8: Grafy hustot pravdépodobnosti a distribu¢nich funkci ndhodné
veli¢iny s Pearsonovym rozdélenim: x3 (modra ¢ara), x2 (éervend ¢dra), x3,
(zelend cara)

¢) P(5 < X < 10) = F(10) — F(5) = 0,341.
= | CHISQ.DIST(10;5;PRAVDA)-CHISQ.DIST(5;5;PRAVDA)

A

Priklad 8.21. Vytvorte grafy hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funk-
ce Pearsonova rozdéleni Xi pro hodnoty parametru k =2, k=5 a k = 10.

Reseni. Obrazek @ ukazuje hustoty pravdépodobnosti a distribuc¢ni funk-
ce Pearsonova rozdéleni X% pro k = 2, k = 5 a k = 10. VSimnéte si, ze
pro nizké hodnoty k je hustota pravdépodobnosti vyrazné asymetrickd. Pro

vyssi hodnoty k se hustota zacne priblizovat hustoté normalniho rozdéleni
N(k; 2k). A

Pro vypocty kvantila, které se tradié¢né oznacuji Xz (p), se diive pouzivaly
tabulky (vétsinou pro k = 1,...,100). Dnes se vyuziva software, napiiklad
v MS Excel je to funkce = CHISQ.INV| Pearsonovo rozdéleni x? nachézi
uplatnéni predevsim ve statistice, napriklad v intervalovych odhadech roz-
ptylu (viz odstavec ), v testech o rozptylu (odstavec ) ¢l v testech
dobré shody (kapitola R0).
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8.8 Studentovoﬁ t-rozdéleni

Méjme dvé nezzivislé@ nadhodné veli¢iny, a to ndhodnou veli¢inu Z s normo-
vanym normdalnim rozdélenim N(0; 1) a ndhodnou veli¢inu @ s rozdélenim
x? s k stupni volnosti. Lze dokézat, Ze ndhodn4 veli¢ina

Z A
T=g V= Q/k

ma rozdéleni, jehoz hustotu lze zapsat ve tvaru

—(k+1)

1 2\ 2
- (14— ,tER, 8.17
say (E) 10

kde B je tzv. funkce beta, nazyvana téz Fulerova funkce nebo Euleriv integrdl
proniho druhu,

. 1 [e8) &
Bla, p) = L) T8 :/0 2911 — 7)1 dg :/0 (1 (8.18)

T(a+ ) T+ a)n’
kdet >0, k > 0 a I je funkce gama zavedend v odstavci @ vyrazem (@)
Rozdéleni s hustotou ) se nazyva Studentovo rozdéleni s k stupni vol-

nosti a znac¢ime jej txg=4. Nahodna veli¢ina T" ~ t; ma pro k > 1 stiedni
hodnotu a pro k& > 2 i rozptyl ve tvaru
ET =0 T i
=0, varT=-——.
k—2
Hustota Studentova rozdéleni je symetrickd podle svislé souradné osy,
tudiz pro kvantily, jez se typicky znaéi tx(p), plati

te(p) = —ti(1 —p).

Tohoto vztahu se uzivéa predevsim pro zjednoduseni vzorcu ve statistice, jak
uvidime naptiklad v odstavci .

Studentovo rozdéleni s nizkym poctem stupni volnosti & mé uplatnéni
ve statistice (viz napf. odstavec ) jako ndhrada normalniho rozdéleni
v pripadech, kdy je pravdépodobnost vyskytu krajnich jevi vyssi (patii mezi

"William Sealy Gosset (1876-1937), anglicky chemik a pritkopnik statistiky, ktery
vyvinul t-rozdéleni a publikoval pod pseudonymem Student.
18117y s . P , N . «
BliZe k nezévislosti ndhodnych veli¢in viz odstavec @ na strané @
19V literatuie téz t(k).
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Obréazek 8.9: Aproximace hustoty normovaného normélniho rozdéleni pomo-
cf Studentova rozdéleni: N(0; 1) (modra ¢ara), t; (Cervend ¢ara), tip (zelend
Cara)

rozdéleni s tzv. tézkymi chvosty). Pro vétsi hodnoty k se blizi normovanému
normalnimu rozdéleni. Jestlize T}, ~ ti, lze dokonce dokazat, ze

Fr, —— @,
k—o0

a podobny vztah plati i pro hustoty rozdéleni. Budeme to ilustrovat na
pifkladu @

Priklad 8.22. Na grafech hustot pravdépodobnosti ukazte blizkost normo-
vaného normélniho a Studentova rozdéleni. Volte t5 a t19. Urcete pravdépo-
dobnost, pro kterou nabude ndhodné veli¢ina T ~ t5 hodnoty

a) mensi nez —1,
b) veétsi nebo rovno 2,
c) mezi —1 a 1.

Resend. Grafy hustot nadhodnych veli¢in s normovanym normélnim a Stu-
dentovym rozdélenim o péti a deseti stupnich volnosti ukazuje obrazek @

a) P(T'< —1) = F(—-1) =0,1816,
= T.DIST(—1;5;PRAVDA)I
b) P(T'>2)=1- F(2) = 0,051,
= 1—T.DIST(2;5;PRAVDA)]
c) P(-1<T<1)=F(1) - F(—-1) =0,6368.
= T.DIST(1;5;PRAVDA)-T.DIST(-1;5;PRAVDA)
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Priklad 8.23. Ndhodn4 veli¢ina T mé Studentovo rozdéleni s deseti stupni
volnosti. Vypocitejte:

a) 1% kvantil,
b) 5% kvantil,
¢) 95% kvantil.

Reseni. a) t19(0,01) = F1(0,01) = —2,76,
=1 T.13v(0,01;10) |

b) t10(0,05) = Fy1(0,05) = —1,81,
= T.1NV(0,05;10) |

¢) t10(0,95) = F71(0,95) = 1,81.
= T.1NV(0,95;10)

A

Specialnim pripadem Studentova rozdéleni je Studentovo rozdéleni o jed-
nom stupni volnosti, které se nazyva Cauchyho rozdéleni a pouziva se napti-
klad ve financich pro modelovani extrémnich investi¢nich rizik. Jeho distri-
bucni funkci a hustotu pravdépodobnosti jsme studovali v tloze @ a v pri-
kladu @ Jak jsme vidéli v prikladu , Cauchyho rozdéleni nem4 stiedni
hodnotu ani rozptyl (piislusné integraly diverguji).

8.9 Fisherovo—SnedecorOVOE rozdéleni

Necht dvé nezévislé@ nahodné veli¢iny maji rozdéleni x2, a to Q1 s v1 stupni
volnosti a Q3 s vo stupni volnosti. Lze dokézat, ze ndhodné veli¢ina

F= 8171 (8.19)
2/V2
mé rozdéleni, jehoz hustotu lze zapsat ve tvaru
1 11 % xulT_Q
f(fE) = M . ;2 . T T > 0’ (8.20)

<1+x-ﬂ) :

kde B(-,-) je funkce beta zavedens piedpisem (B.18) na strané @ Rozdéle-
ni s hustotou (8.20) se nazyva Fisherovo-Snedecorovo rozdélent, struéné téz

20Ronald Aylmer Fisher (1890-1962), britsky matematik, statistik, biolog a genetik.
George Waddel Snedecor(1881-1974), americky matematik a statistik,
21Blize k nezavislosti ndhodnych veli¢in viz odstavec na strané .
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rozdéleni F, oznacené F(v1;14). v1 a vy jsou parametry rozdéleni, které na-
zyvame stupné volnosti (v uvedeném poradi). Stfedni hodnota (pro n > 2)
a rozptyl (pro n > 4) maji tvar

V9 varF — 2V22(I/1 + vy —2)

EF = .
Vo — 2’ VI(IJQ — 2)2(1/2 — 4)

Kvantily rozdéleni znacime tradiéné F ' (p) = F,, ., (p). Fisherovo-Snedeco-
rovo rozdéleni nachézi uplatnéni v monoha testech statistickych hypotéz, na-
priklad v analyze rozptylu (viz odstavec ) ¢i v regresni analyze (viz od-
stavec )

Priklad 8.24. Necht ndhodné velicina F mé Fisherovo—Snedecorovo roz-
déleni s parametry v1 = 5 a vy = 10. Vypocitejte pravdépodobnost, ze
ndhodné velicina I’ bude mit hodnotu

a) mensi nebo rovnu 1,
b) vétsi nez 3,
c) mezi 1 a 2.
Resend.
a) P(F < 1) = F(1) = 0,535,
= F.DIST(l;S;lO;PRAVDA)}
b) P(F > 3) =1 — F(3) = 0,066,
= 1-F.DIST(3;5;10;PRAVDA) ]
¢) P(1 < F <2)=F(2)— F(1) = 0,301.
= F.DIST(2;5;10;PRAVDA)-F.DIST(1;5;10;PRAVDA)

A

Priklad 8.25. Nahodna veli¢ina F' mé rozdéleni F se 7 a 9 stupni volnosti.
Vypocditejte hodnotu

a) 0,1% kvantilu,
b) 1% kvantilu,
¢) 5% kvantilu,
d) 99% kvantilu.

Reseni. a) F'(0,001) = Fr9(0,001) = 0,0698,
= F.INV(0,001;7;9)]

b) Fr1(0,01) = F74(0,01) = 0,1488,
= F.INV(0,01;7;9)]
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Obrazek 8.10: Grafy hustot pravdépodobnosti a distribu¢nich funkei ndhod-
né veli¢iny s Fisherovym—Snedecorovym rozdélenim: F(10; 10) (modra ¢ara),
F(5;10) (¢ervend c¢ara), F(20;10) (zelend ¢éra)

¢) Fp'(0,05) = Fr,(0,05) = 0,2720,
= F.INV(0,05;7;9)]

d) Fr'(0,99) = F79(0,99) = 5,6129.
= F.INV(0,99;7;9)]

A

Priklad 8.26. Vytvorte grafy hustot pravdépodobnosti a grafy distribuc-
nich funkei ndhodnych veli¢in s rozdélenim

a) F(5;10),

b) F(10;10),

c) F(20;10).

Resend. Grafy jsou na obrazku . A
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8.10 Ulohy

8.1 Ovérte obecnou platnost vzorce pro vypocet stfedni hodnoty a rozptylu
nahodné veli¢iny X, kterd ma rovnomeérné spojité rozdéleni.

8.2 Dokazte spravnost vzorce distribuc¢ni funkce rovnomérného spojitého
rozdéleni.

8.3 Cervené svétlo sviti na semaforu 90 sekund. Cyklista, ktery piijede
k semaforu a nevi, jak dlouho jiz ¢ervena sviti, chce urcit pravdépodobnost,
ze bude cekat

a) méné nez deset sekund,
b) vice jak Sedesat sekund,
c¢) mezi 20 a 40 sekundami.

8.4 Karel jezdi tramvaji do préace, ktera prijizdi \ :
na zastavku kazdych 8 minut. Jakd je pravdépo-
dobnost, ze kdyz prijde Karel v libovolny oka-
mzik na zastavku tramvaje,

a) nebude cekat vice jak 3 minuty,
b) bude ¢ekat vice nez 8 minut,
c¢) nebude ¢ekat a pfimo nastoupi do tram-
vaje v okamziku svého prichodu,
d) bude ¢ekat 4-7 minut?
Nacrtnéte graf hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce v tloze
uvazované ndhodné veli¢iny.

8.5 Zivotnost urcitého vyrobku se ¥d{ exponencialnim rozdélenim se stiedni
hodnotou 3 roky. Jak dlouhou zaruéni dobu mtze poskytnout vyrobce za-
kaznikim, jestlize zad4, aby relativni ¢etnost vyrobki, které béhem zarucéni
doby prestanou plnit svou funkci, byla asi 10 %?

8.6 Prodejna ocekava dodavku zbozi v ur¢ity den v dobé od 12 do 16 ho-
din. Podle sdéleni dodavatele je uskutec¢néni dodavky stejné mozné kdykoliv
béhem tohoto ¢asového intervalu. Jaka je pravdépodobnost, Ze zbozi bude
dodéano v dobé od jedné hodiny do pul druhé?
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8.7 Vytvorte graf hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce ndhodné
veli¢iny T' s exponencidlnim rozdélenim Exp (%) Urcete a na grafech vyznac-
te:

a) P(T g)
b) P(T =14),
c) P(T >)
d) P2<T <4).

8.8 Stanovte stfedni dobu obsluhy v prodejné, vite-li, ze pravdépodobnost
obslouzeni v dobé kratsi nez 4 minuty je 0,25. Predpokladejte, ze doba
obsluhy mé exponencialni rozdéleni.

8.9 Ukradeny automobil se za dobu t najde s pravdépodobnosti
p(t)=1—e v >0.

Urcete stfedni hodnotu doby hledani T', potiebné k nalezeni automobilu.

8.10 Jaka je pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina X s normalnim rozdé-
lenim N(3;1) nabude hodnoty
a) mensi nez 2,
mensi nebo rovné 2,
vétsi nez 4,5,
rovné 1,
v mezich od 2,5 do 3,57

oo O

)
)
)
e)

8.11 Vytvorte graf hustoty pravdépodobnosti a distribuéni funkce spojité
nahodné veli¢iny X se standardizovanym normaéalnim rozdélenim.

8.12 Jaké jsou hodnoty p a o? normalné rozdélené nahodné veliciny X,

jestlize P(X < 85) = 0,9 a P(X < 95) = 0,957

8.13 Jaka je pravdépodobnost, ze nahodnd veli¢ina s normovanym normal-
nim rozdélenim nabude hodnoty

a) mensi nez 1,64,
) vétsi nez —1,64,
) v mezich od —1,96 do 1,96,
) vetsi nez 2,33,
)
)

oo O

mensi nez —2,33,
presné 0,57

e
f



176 KAP. 8 ROZDELENI SPOJITYCH VELICIN

8.14 Nahodné veli¢ina X, kterd predstavuje chybu méreni, ma rozdéleni
N(0,2;0,64). Urcete
a) pravdépodobnost, ze absolutni hodnota veli¢iny X bude mensi nez
L,
b) hodnotu chyby méfeni, kterd muze byt prekrocena pouze s pravdé-

podobnosti 0,05.
JEDNODVCHA
ULOHA, NER

8.15 Dokazte, ze pro kazdé realné ¢islo x plati

1 1«2 (:c x P

@(x)zi—#—ﬁe 2

1+1-3+1-3-5+

8.16 Pri kontrole se prijimaji vSechny vyrobky, jejichz délka pfesahuje 77cm.
Bylo zjisténo, ze stfedni hodnota délky vyrobku (ndhodné veli¢iny X) p je
75 cm a smérodatnd odchylka (odmocnina z rozptylu) o je 5 cm. Za pred-
pokladu, ze sledovand ndhodné veli¢ina ma priblizné norméalni rozdéleni,
urcete

a) pravdépodobnost, ze vyrobek, ktery prosel kontrolou, je del$i nez
80 cm,

b) kolik vyrobku delsich nez 80 cm muzeme ocekédvat, jestlize kontrolou
je prijato 2261 kusu?

8.17 Vytvorte graf hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce nahodné
veliéiny X s logaritmicko-normalnim rozdélenim, tedy X ~ LN(0;1), na
intervalu (0; 10]. Vypocitejte 23% kvantil pro rozdéleni LN(0;1).

8.18 Uvazujte cCas, ktery student potiebuje na vyreseni problému, jako o na-
hodné veli¢iné s gama rozdélenim, u niz je znama stfedni hodnota 1,5 a roz-
ptyl 0,75. Jaka je pravdépodobnost, Ze doba pro vyfeseni problému presdhne
2 hodiny?
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ResSeni tloh

b 1 a+b
EX = / dx—/a:vb_adx {2]

b
VarX:EX2—(IEX)2:/ x2b1 dx—(aer)

8.1

4 3 B 4

b—a | 3
(a —b)*
12

1 [:):Tb_(a—i—b)Q a? +ab+b* @+ 2ab+b*

a

8.2 Pro x € [a; ] je

8.3 X ~ U(0;90); a) 1/9, b) 1/3, ¢) 2/9.

8.4 X ~ U(0; 8)
a) P(X < 3) = F(3) = 0,375,
b) P(X >7)=1—P(X <7)=1—0875= 0,125,
c) P(X =0) =0,
d) P(4 < X <7)=F(7) - F(3) = 0,375

8.5 0,32 roku, tedy necelé 4 mésice
8.6 X ~ U(12;16), 0,125.

8.7 a) 0,283 (zelend plocha); b) 0 (azurové ,plocha®); c¢) 0,189 (modré plo-
cha); d) 0,250 (Cervena plocha).
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1 F(x)
0,3 0,189
0,8
0,25
0,6 -] 0,250
04 ;
0,283 [+
0,2
I Il Il Il
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 ] 2 4 56 8 10

Obrazek 8.11: Graf hustoty a distribu¢ni funkce z tlohy @
8.8 13 minut a 54,25 vtefiny

-1
8.9 ET = =

8.10 a) P(X < 2) = 0,159; b) P(X < 2) = 0,159; ¢) P(X > 4,5) = 0,068;
d) P(X =1) =0; e) P(2,5 < X <3,5) = 0,383.

8.11 Reseni je na obrizku @
8.12 u = 49,7; 02 = 757,64.
8.13 a) 0,9495; b) 0,949 5; ¢) 0,9500; d) 0,0099; e) 0,0099; f) 0.
8.14 a) 0,7745; b) 1,516.
8.15
8.16
a) X ~ N(75;25), P(X >80)=1—-P(X <80)=0,1587;

b) 6562 -0,1587 = 1041.

8.17 Graf hustoty a distribuc¢ni funkce ukazuje obrazek @ na strané @
F~1(0,23) = 0,478.

8.18 X ~T(3;2), P(X >2)=1—P(X <2)=0,2381.



Kapitola 9

Nahodny vektor, nezavislost

oV e

nahodnych velicin

9.1 N&ahodny vektor

Potrebujeme-li pracovat s nékolika ndhodnymi veli¢inami soucasné, je vhod-
né k tomu zavést pojem ndhodného vektoru jako kolekce ndhodnych veli¢in
a na ném zavést potrebné pravdépodobnostni pojmy. To v této kapitole uci-
nime a nadto jesté zavedeme pojem korelace a rozsitime pojem nezavislosti
i na ndhodné veliciny.

Definice 9.1 (Nahodny vektor)

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a na ném
jsou definovdny ndhodné veliciny X1, Xo, ..., X,. Pak
usporddanou n-tici X = (Xq,..., Xn)T nazyvdame n-
rozmérny ndhodny vektorH.

Néhodny vektor je tedy zobrazeni z 2 do R™. Hodnoty nahodného vek-
toru je mozno geometricky interpretovat jako bod v n-rozmérném prostoru.
Specidlné pro n = 2 pifeme X = (X1, X3)T nebo téz pouze X = (X,Y)T,
mluvime o dvourozmérném nahodném vektoru a jeho hodnoty geometricky
interpretujeme jako body v roviné o soufadnicich [z;y].

Podobné jako u nadhodné veli¢iny popisuje chovani ndhodného vektoru
X = (Xy1,...,X,)T distribuéni funkce, v tomto piipadé n-rozmérna.
Definice 9.2 (Distribuéni funkce ndhodného vektoru)

Necht X = (X1,...,X,)7 je ndhodng vektor definovany na pravdépodob-
nostnim prostoru (2, A,P). Sdruzenou distribu¢ni funkci Fx ndhodného

!Také nékdy n-rozmérna nadhodna velidina.

179
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vektoru X mazveme redlnou funkci n promeénngch definovanou na R™ vzta-
hem

FX(xl,...,xn):IP’(Xl SZL’l,XQSZCQ,...,XnSJL‘n):

n
= (ﬂ{w P Xi(w) <z} ), —oo<zi<oo,i=1,...,n.
i=1

)T tedy charakterizuje dis-
dvou redlnych proménnych

Dvourozmérny nahodny vektor X = (X,
tribuéni funkce Fx(z,y) = P(X < z,Y <
z,y.

Pro ucely nésledujici véty zavedme pojem n-rozmérného intervalu (a; b),
kde a = (a1,...,a,), b= (b1,...,by), jako

= <

n

(a,b] = X (ai, bi].

i=1

Ve dvourozmérném pripadé je tedy timto itvarem obdélnik, v tfirozmérném
kvadr. Oznacime déle Ay, mnozinu (Z) vSech n-tic (z1,...,2z,) takovych,
ze kazdé z; je rovno a; nebo b;, pricemz prvni moznost nastavé pravé k-krat
(a druhd tedy (n — k)-krat). Sjednoceni

A:OAM
k=0

tedy predstavuje mnozinu vSech 2" vrcholu intervalu (a;b).

Véta 9.1 (o vlastnostech distribu¢ni funkce). Necht je Fx distribucni funk-
ce ndhodného vektoru X = (X1,...,X,)T. Pak Fx md tyto vlastnosti:

a) Fx(x1,...,x,) je neklesajici funkce v kazdé ze svijch proménnych pri
pevnyjch hodnotdch ostatnich promenngjch.

b) Fx(z1,...,xzy) je zprava spojitd v kaZdé proménné.

¢) lim Fx(zi,...,2,) =0, i=1,...,n, kde hodnoty x; jsou pevné pro
Ti—>—00
vSechna j #1i, j=1,...,n.

d) x}gnoo Fx(z1,...,2,) = 1.
xzﬁoo
T —300

e) Pro (a,b] je .
S (=1F > Fx(8) >0.
k=0 5€A L

Obrdcené, kaZdd redlnd funkce n promennych definovand na R™ s vlastnost-

mi je distribucni funkci néjakého nahodného vektoru.
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Diikaz. Vlastnosti @, BL a, @ se dokazuji stejné jako ve véte EI, vlastnost
e} je dokézana napiiklad v [g]. O

Nahodné veliciny, jez jsou prvky ndhodného vektoru, mohou byt diskrét-
niho i spojitého charakteru. O néco jednodussim piipadem je nésledujici
situace, kdy jsou tyto prvky stejného typu.

Definice 9.3 (Diskrétni rozdéleni ndhodného vektoru)
Nahodny vektor X ma diskrétni rozdelent, jestlize existuje posloupnost vek-
tord hodnot {xy}72,, xr € R"™ a odpovidajici posloupnost kladnych cisel

{pr}2, takovd, Ze
o0
> =1,
k=1

kde
pr=P(X =x) =P{w e Q: X(w)=x}).

Distribu¢ni funkce ndhodného vektoru X diskrétniho typu je pro libo-

volné z € R™ ve tvaru
{k:zp<x}

kde xj; < x znamend xj € (—oo, x|.

Priklad 9.1. Uvazujme dvé osudi s koulemi: v prvnim osudi jsou ¢tyti koule
ocislované 1 az 4, v druhém osudi je pét kouli oc¢islovanych 1 az 5. Z obou
osudi vylosujeme vzdy pravé jednu kouli. Necht ndhodné velicina X znaci
¢islo koule vytazené z prvniho osudi a necht Y znadi ¢islo koule vytazené
z druhého osudi. Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkci a vytvorte jeji
graf.

Reseni. Nahodné veli¢iny X a Y tvoif diskrétni ndhodny vektor X =
(X, Y)7T, ktery je plné charakterizovan svou sdruzenou pravdépodobnostni
funkei p(z,y) s definiénim oborem {(x,y) : © =1,2,3,4, y = 1,2,3,4,5}.
Ke kazdé dvojici (z,y) ptislusi v tomto pripadé identickd pravdépodobnost

plz,y) =P(X =z, YV =y)=_.
Grafem sdruzené pravdépodobnostni funkce je dvacet bodu (z,y,p(x,y))

v trojrozmérné souradné soustaveé, misto nichz se vsak Casto pro lepsi na-
zornost zobrazuji sloupce, viz obrazek @ A
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Obrézek 9.1: Graf sdruzené pravdépodobnostni funkce p(z,y) v prikladu Ell

Tabulka 9.1: Sdruzené a margindlni pravdépodobnosti pro priklad

[ @y [2[3[4][5] 6789 0]u|R][PX=20]
0 i%%%%%%%% 0 0 ?TZ
1 JofofoTololalal&l&[&[0] &
2 0/0[0[0[0]|0|O0[O0]|O0]O0]3z =
FU-D [ E 2%l skl szl !

0,15

0,1

0,05

Obrazek 9.2: Graf sdruzené pravdépodobnostni funkce p(x,y) v prikladu @

Piiklad 9.2. Sestrojte ndhodny vektor X = (X,Y)T, kde ndhodn4 veli¢ina
X udava pocet hozenych sestek pri hodu dvéma hracimi kostkami a nahod-
né veli¢ina Y udava soucéet ok padlych na svrchnich sténach obou kostek.
Najdéte sdruzenou pravdépodobnostni funkci a vytvorte jeji graf.

Reseni. Pti hodu dvéma hracimi kostkami je mnozinou vSech moznych vy-

sledkt
Q = {(EHZD: (Da I:D: trty (a )7 (7>}
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2 TETO ULOHY
W1 NEVAK STOUPNUL
TLAK

Pocet prvka mnoziny €2 je 36. Podle poc¢tu hozenych
Sestek a souCtu ok na obou kostkach prislusi ke kaz-
dému vysledku dvojice hodnot ndhodného vektoru X
7 mnoziny

{(z,y) - 2=0,1,2, y=2,3,...,12}.

Naptiklad vysledek ((7),(3) odpovidd situaci X = 1, Y = 8, tedy dvojici
(1,8). Ke kazdé dvojici (x,y) ze zminéné mnoziny dopocitdme prislusejici
pravdépodobnost p(x,y) = P(X =z, Y = y) (viz tabulku @)

Protoze Y p(z,y) =1, je vypis pravdépodobnosti rozdélenim a p(x,y)

(z,y)
je jeho sdruzena pravdépodobnostni funkce. Grafem sdruzené pravdépodob-

nostni funkce je 16 bodu v soustavé souradné (z,y, p(z,y)), misto nichz ob-
vykle znazornujeme sloupce jako na obrazku @ Grafy podobné obrazktm

lze nakreslit i v Excelu nastrojem Prostorovy sloupcovy graf na karté
Vlozeni nad daty napiiklad tabulky 9.1l. A

Definice 9.4 (Absolutné spojité rozdéleni ndhodného vektoru)
Ndhodny vektor X = (X1,...,X,)T md absolutné spojité rozdélent, jestlize
existuje nezapornd funkce fx m redlnych proménngch takovd, Ze

T Tn
Fx(xl,...,l’n):/ / fx(tl,...,tn)dtl...dtn

kde funkci fx nazgvdme hustotou rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného
vektoru X, nebo téZ sdruzenou hustotou ndhodnych velicin Xy, ..., X,.
Pro hustotu fx plati, ze

OFx (X1,...,Xn)
6.%18.%’2 e 81‘n

fx(x,...,zp) =

ve vSech bodech (zy, .. , ve kterych derivace existuje, a

fX d.’E—/ / / fX(xl,...,xn)dxl...dxn:1.
R™ — 50

Priklad 9.3. Uvazujme funkci f spojitych ndhodnych velicin X a Y, ktera
je pro c € R ve tvaru

c-y-sinz pro 0<z<m 0Zy<m,
f(z,y) = .
0 jinak.

Urcete c tak, aby f(x,y) byla hustota pravdépodobnosti ndhodného vektoru
X = (X,Y)T. Uréete sdruzenou distribu¢ni funkei.
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Resend.

/ / f(:c,y)dxdy—/ / cysinxdxdy—Qc/ ydy = en? =1,
o0 Jd—c0 0o Jo 0

odkud jiz ¢ = # Sdruzend hustota pravdépodobnosti ma tedy tvar

F(oy) = %-y-sinx pro 0<z<7m, 0<y<m,
0 jinak,

a sdruzend distribuc¢ni funkce mé tvar

pro z < 0 nebo y < 0,

//tsmsdsdt / (—cosz+1)dt =
:2 (1—c0saz) pro0<z<m 0<y<m,
Flay)=q9,

5(1—(}053;) pro0<z<m y>m,
y?
- prox >m, 0 <y <,
T
1 prox >m, y > .

A

Distribuc¢ni funkci, resp. hustotu c¢asti ndhodného vektoru X nazveme
margindlni distribu¢ni funkci, resp. hustotou. Uvedme si jako priklad mar-
ginalni distribu¢ni funkci vektoru (Xi,...,Xg), k=1,...,n— 1

Fix,,..xy(@1,..,2) = xkh@)m Fx(x1,... K, Tha1y- -, Tn)-
:l‘k+2~>00
xn;oo
Margindini hustotu vektoru (X1, ..., X;)T, ktery je ¢asti ndAhodného vek-
toru X = (X1,...,X,)" s absolutné spojitym rozdélenim, dostaneme vyin-

tegrovanim nadbyte¢nych proménnych:
o0 o
fX(:cl,...,a;k):/ / fx(l'l,...,xn>d$k+1d$k+2...dl’n.
—0o0 —0oQ
Marginélni distribu¢ni funkce vektoru (X, ..., X) je pak

F(XLXQ,-..,Xk T1,22y...,T

/ / / Fxt xp (- te) dtg dty_y ... dty,
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Analogické vzorce plati pro vsechny podvektory vektoru (Xi,...,X;)T.
Existuje-li dale sdruzend distribucni funkce, resp. sdruzend hustota, potom
existuji vSechny margindlni distribu¢ni funkce, resp. marginalni hustoty.
Obracené tvrzeni obecné neplati.

Priklad 9.4. V piikladu @ urcete predpis margindlnich hustot veli¢in X
ayY.

Resend. Marginalni hustoty pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in X a Y jsou
K 1 3
fX(:c):/ ﬁ-y'sinxdyzﬂﬂ pro0 <z <,
o T 2
1 2
fy(y)—/ —z-y-sina:da::—z pro 0 <y <.
o T T

Mimo uvedené intervaly je hustota nulova, nebot je nulova i sdruzena hus-
tota a integrace pfes druhou proménnou na tom nic nezméni. A

9.2 Charakteristiky nahodného vektoru

Vv,

norozmérném pripadé, jeho stfedni hodnota.

Definice 9.5
St¥edni hodnotou ndhodného vektoru X = (X1, ..., X,)" je vektor strednich
hodnot margindlnich rozdéleni

EX = (EXy,...,EX,)".
Pro charakterizaci vztahu mezi slozkami ndhodného vektoru zavedeme
pojem kovariance a korelace dvou nahodnych veli¢in.

Definice 9.6 (Kovariance ndhodnych veli¢in, koeficient korelace)
Necht X a'Y jsou ndhodné veliciny a EX? < oo, EY? < oo. Kovariance
cov(X,Y) ndhodngch velicin X a'Y je definovina vztahem

cov(X,Y)=E[(X —EX)(Y —EY)]. (9.1)
Koeficient korelace corr(X,Y) je definovdn vztahem

cov(X,Y)

corr(X,Y) = —————
( ) vvar XvvarY

(9.2)

provar X >0 a varY > 0.
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Kovariance dvou ndhodnych veli¢in je vzdjemny vztah odchylek od stied-
nich hodnot téchto veli¢in. Jestlize napriklad nizké (podprumérné) hodnoty
X se obvykle poji s nizkymi (podprimérnymi) hodnotami Y a soucasné
vysoké (nadpriumérné) hodnoty X se obvykle poji s vysokymi hodnotami
Y, potom souéin Z = (X—EX)(Y—EX) bude obvykle vykazovat kladné
hodnoty a tedy kovariance (coz je stfedni hodnota veli¢iny Z) a v dusledku
toho i korelace bude kladna (mluvime o kladné korelovanych veli¢inach).
Analogicky bychom mohli interpretovat i zdpornou kovarianci a korelaci.

Kovariance ndhodnych veli¢in zavisi na jejich méritku, interpretace nu-
merickych hodnot kovariance je tedy velmi obtizna. Cauchyho—Schwarzova—
Buriakovského® nerovnost (viz napf. [b]) omezuje absolutni hodnotu kova-
riance shora souc¢inem smérodatnych odchylek. Z toho vyplyva, ze korela¢ni
koeficient muze nabyvat hodnot pouze mezi —1 a 1. Korela¢ni koeficient
je roven 1, pokud jsou ndhodné veli¢iny na sobé linearné zavislé a koefici-
ent iméry je kladny. Korelacni koeficient je roven —1, pokud jsou ndhodné
veli¢iny linedrné zavislé a koeficient iméry je zdporny. V téchto piipadech
hovorime o dokonalé kladné ¢i zaporné linearni zavislosti.

Hodnoty korelace blizké hodnotdm —1 a 1 reprezentuji silnou vazbu mezi
nahodnymi veli¢inami. Obrécené, jsou-li kovariance a korelace nulové, nejsou
nahodné veli¢iny mezi sebou linedrné svazany viubec. V téchto pripadech
hovoirime o nekorelovangch ndhodnych veli¢inach.

Pro samotny vypocet kovariance lze namisto defini¢niho vzorce (@) po-
uzit tzv. vypocetni tvar

cov(X,Y)=E(XY) - EXEY. (9.3)
Jeho odvozeni ponechdvame na ¢tenéri jako cviceni.
Otézka 9.1. Dokazte vztah (@)

Priklad 9.5. Vypocitejte korela¢ni koeficient nahodnych velicin X a Y
z prikladu na strané .

Reseni. Radkovymi soucty tabulky @ na strané dostaneme marginalni
rozdéleni veli¢iny X a sloupcové soucty tabulky dévaji margindlni rozdéleni
veliciny Y. Ty nasledné vyuzijeme pro vypocet strednich hodnot:

25 10 1 12 1
0 36+ 36+ 36 36 3’
1 1 252
EY =2. — 4+ ...412. — = 222 _
36+ + 36 36

?Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), némecky matematik. Viktor Jakovlevié
Buriakovsky (1804-1889), rusky matematik a fyzik.
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Sdruzené pravdépodobnosti z téze tabulky vyuzijeme pro vypocet

114
E(XY)=0-2 P(X=0,Y =2)+ - +2-12.F(X =2,Y =12) = o
a tu pak pro vypocet kovariance podle vzorce (@)
114 1 30 5
XV)= -0 —.7=2_2 0383,
cov(X,Y) 3% 3 7 %= 6 0,83

Dale vypocitame rozptyly nahodnych velicin X a Y:

10 1 1\? 10

X=FEX2 - (EX)2=0-224+12.-4922. — (2] ==
v (EX)* =0 36+ 36 36 <3> 36
1 1

Y =RY?2_—(EY)?2=292. — 4...41922. — — _
v (EY) 36 T 36 36

Na zavér vypocteme korelaci podle vzorce (@)

corr(X,Y) = 0,65.
210
BB \/Q

Hodnota korela¢niho koeficientu 0,65 indikuje stfedné silnou pozitivni vazbu
mezi obéma ndhodnymi veli¢inami. A

Definice 9.7 (Varian¢ni a korela¢ni matice ndhodného vektoru)
Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vektor, jeho? slozky maji konecnsj dru-
hy moment. Varian¢ni matice var X tohoto nahodného vektoru je definovdina
jako matice typu n x n s proky

COV(XZ',XJ‘) = E[(XZ — ]EXZ)(XJ — EXj)], 1 < i,j <n.

Korelac¢ni matice corr X je matice s proky

cov(X;, X;) .
corr(X;, X;) = 1<i,5<n
(X ]) \/V&I‘Xi\/V&I'Xj’ =07
Je zrejmé, ze pro i =1,...,n plati

cov(X;, X;) =varX; a corr(X;,X;) =1, 1<i<n.

Napriklad varianéni a korela¢ni matice dvourozmérného ndhodného vektoru
X = (X,Y)"T maji podobu

X XY 1 XY
var X — var cov(X,Y) com X = corr(X,Y) .
cov(X,Y) varY corr(X,Y) 1

Ve vété @ jsme uvedli tvrzeni @ o stfedni hodnoté souc¢tu ndhodnych
veli¢in. Obdobné pravidlo plati i pro rozptyl sou¢tu ndhodnych veli¢in, jak
postuluje néasledujici véta, kterou uvadime bez dikazu.
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Véta 9.2. JestliZe existuje rozptyl souctu ndhodnich velicin X;, pak je roven

n n n—1 n
var <Z Xi> = ZvarXi + 22 Z cov(Xi, Xj).
i=1 i=1

i=1 j=i+1

Jsou-li nahodné veliciny X; navic nekorelované, pak plati

var (i Xi) = ivar Xi. (9.4)
i=1 i=1

Priklad 9.6. Diverzifikace portfolia spociva ve vybéru aktiv, jejichz vyno-
sy jsou co nejméné korelované (nebo dokonce negativné korelované). Tim se
snizuje celkovy rozptyl (riziko) portfolia, protoze negativné korelované sloz-
ky se vzadjemné vyvazuji. Pii negativni korelaci mezi slozkami muize investor
vyrazné snizit riziko bez nutnosti snizovat ocekdvany vynos.

Uvazujme dva ndhodné vektory X a Y, které reprezentuji dveé slozky
ur¢itého (napfiklad finan¢éniho) portfolia. Necht maji obé slozky stejnou
stfedni hodnotu p a stejny rozptyl o2. Vypodéitejte rozptyl souctu téchto
slozek portfolia pro rizné hodnoty korela¢niho koeficientu:

a) corr(X,Y) =0,5,
b) corr(X,Y) =0,
c) corr(X,Y) = —0,5.

Resend.
var(X +Y) =var X +varY +2-cov(X,Y),

kde var X = varY = o2
cov(X,Y) = corr(X,Y) - ox - oy = corr(X,Y) - o2
Po dosazeni dostaneme
var(X +Y) =o0? + 0% +2-corr(X,Y) - 0? = 20% - (1 + corr(X,Y)).

Pro jednotlivé hodnoty korela¢niho koeficientu dostaneme:
a) var(X +Y) = 302,
b) var(X +Y) = 202,
¢) var(X +Y) = o2

Pro kladnou korelaci corr(X,Y) = 0,5 je rozptyl souétu slozek 302, coz
znamena, ze slozky se vzajemné posiluji a diverzifikace neni efektivni. Vyso-
ké korelace mezi slozkami vede k vétsi celkové variabilité portfolia a tedy ke
zvysSeni rizika. Pro nulovou korelaci corr(X,Y) = 0 je rozptyl souctu slozek
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202, coz je nizsi nez v pripadé kladné korelace a vede ke slabsi formé diver-
zifikace, ale ne k maximélni diverzifikaci. Teprve pro corr(X,Y) = —0,5 je
Zapornd korelace mezi slozkami znamend, ze kdyz jedna slozka roste, druha
klesa, coz ma za nasledek silnou diverzifikaci portfolia a vede to k vyraznému
snizeni jeho celkového rizika. A

9.3 Neéktera mnohorozmérna rozdéleni

9.3.1 Multinomické rozdéleni

Multinomické rozdéleni je zobecnénim binomického
horozmérnym rozdélenim. Mé&jme urnu a v ni kulicky k
riznych barev. Necht pravdépodobnost vytazeni kulic-
ky i-té barvy je rovna p;, ¢ =1,2,...,k, pricemz

O<pi<l,pr+p2+-+p=1

Z této urny vybereme n-krat nezavisle po jedné kuli¢ce (po vylosovani ku-
licky vracime zpét do osudi). Ozna¢me X; pocet kuli¢ek i-té barvy, kte-
ré byly vybrany. Z kombinatorickych pravidel vyplyva, Ze ndhodny vektor
X = (X1, Xo,..., X;)T ma sdruzenou pravdépodobnostni funkci

n!
P(Xl :.’L'l,XQ :.’Eg,...,Xk :I'k) =

ot pE® Tk
xl!x2!~--xk!p1 Py pk
prox; =0,1,...,n, e =1,2,....kaz; +x2+ -+ =n.

Parametry multinomického rozdéleni jsou (n,p1,po, ..., px). Marginalni
rozdéleni X; je binomické rozdéleni s parametry (n,p;) proi = 1,2,... k.
Stredni hodnota je EX; = np; pro ¢ = 1,2,..., k. Prvky varian¢ni matice
jsou

var X; = np;(1 —p;) proi=1,2,... k,
cov(X;, Xj) = —npip; pro i # j.

Priklad 9.7. Z dlouhodobych statistik ve firmé je znamo, Ze projekt pri-
jmou s pravdépodobnosti 0,35, odmitnou ho s pravdépodobnosti 0,5 a odlozi
k naslednému posouzeni s pravdépodobnosti 0,15. Urcete pravdépodobnost,
ze z 15 projektii firma pét prijme, sedm odmitne a t¥i odlozi na nasledné
posouzeni.
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Reseni. Nahodna veli¢ina X; oznacuje pocet piijatych projektt, ndhodna
veli¢ina X9 znaci pocet odmitnutych projektd a ndhodnd veli¢ina X3 znaci
pocet projekti, které budou nasledné posouzeny, p; = 0,35, po = 0,5, p3 =
=0,15.

15!
P(X; =5Xy=7,X3=3) = Sal -0,25%-0,57 - 0,15 = 0,037.
Prvni ¢initel lze vypocitat jako |= MULTINOMIAL(5;7;3) | A

9.3.2 Obecné dvourozmérné normalni rozdéleni

Normalni rozdéleni mutze byt i vicerozmérné, pro jednoduchost uvedeme
pouze dvourozmérny pripad, tedy dvourozmérné normalni rozdéleni.

251 0% pPo102
N2 ) 2
M2 pPo102 0y

je rozdéleni ndhodného vektoru (X,Y)T s hustotou

1
2\ /T3 — 7)

.eXp{_2(1ip2){(»’0—51)2_pr—u1y—u2+(y—ﬂz)2}}

01 01 o9 U%

f(z,y) =

pro (z,y) € R? kde y; € R, 07 > 0,i= 1,2 a p € (—1,1) jsou parametry.
Vyraz v exponentu lze také psat jako

1 T oo} -
1 <:c - ,u1> of  poios <x - Ml)
2\y—p2) \poioa o3 Yy — 2

Margindlni rozdéleni X a Y jsou N(u1;0%) a N(ug;03) a

J% pPo102
pPoO102 O‘%
je varian¢ni matice vektoru (X,Y)T; p je koeficient korelace corr(X,Y).
X — Y —
X—p) (Y =)
o1 o)

Normujeme-li X a Y, pak dvojice veli¢cin W =

. . “ o o 1
mé normované dvourozmérné normalni rozdéleni Ny (( 9), ( o1 )) .
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Obrazek 9.3: Graf hustoty pravdépodobnosti dvourozmérného norméalniho
rozdéleni No((9),(21))

9.4 Nezavislé ndhodné veli¢iny
V odstavci @ jsme definovali nezavislost ndhodnych jevii. Pojem nyni roz-
$ifime na nezavislost ndhodnych veli¢in Xi,..., X,,.

Definice 9.8 (Vziajemné nezavislé ndhodné veli¢iny)
Ndhodné veliciny X1, Xo, ..., X,, jsou vzdjemné nezdvislé, jestlize

T

P ﬂ {w: Xi, <ay,} | = HIP’({w D X, <)) (9.5)

J=1 J=1

pro vsechny r-tice {iy,ia,...,ir} C {1,2,...,n}, 1 < r < n, a vSechna
(x1,...,2,) € R™

Podobné jako u ndhodnych jevi muzeme i zde definovat nezévislost na-

hodnych veli¢in X7, Xo,..., X, po dvou. Tuto slabsi definici nezavislosti
bychom dostali z definice P.§, pokud bychom omezili hodnotu r pouze na
r=2.

Ovéiovat nezévislost nahodngch veliéin podle definice P.§ je dosti néroc-
né, proto si uvedeme kritéria, podle nichz se ovéruje nezavislost ndhodnych
veli¢in v praxi.

Véta 9.3. Necht ndhodny vektor X = (X1, Xo, ..., X,)T md sdruZenou dis-

tribucni funkci Fx (z1,%2,...,xy). Necht Fx,(z;) je margindlni distribucni

funkce ndhodné veliciny X;,i =1,2,...,n. Pak ndhodné veliciny X1, Xo, ...
., Xy, jsou nezdvislé prave tehdy, kdyz plati

Fx(xz1,29,...,2y) = Fx,(21) - Fx,(x2) -+ Fx, (), (9.6)

pro vSechna (x1,x2,...,x,) € R™.
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Dukaz. Jsou-li X1, Xo, ..., X, nezavislé, pak podle definice @ plati vztah
(@) pro vSechny podmnoziny {ii,d2,...,i,} C {1,2,...,n}, 1 <r < n
a pro libovolné x € R", tudiz podle definice distribuéni funkce plati i (9.6).

Predpoklddejme nyni, ze plati (@) Vezméme si libovolnou podmnozi-
nu {i1,42,...,4} mnoziny {1,2,...,n}. Pak tvrzeni véty plyne z definice
marginalni distribuc¢ni funkce. O

Budeme-li uvazovat ndhodny vektor X = (X, Xo,... ,Xn)T absolutné
spojitého typu, pak nezavislost jeho slozek budeme ovérovat podle nasledu-
jicitho kritéria.

Véta 9.4. Necht X = (X1, Xa,..., X,)T je ndhodny vektor absolutné spo-
jitého typu. Ndhodné veliciny X1, X, ..., X, jsou vzdjemné nezdvislé prave
tehdy, plati-li

Ix (1, w2, .. 20) = fxy(21) - fxo(22) - fx, (Tn),
pro viechna (x1,22,...,x,) € R™.
Diikaz. Plyne z véty @ O

Pro ovéreni nezévislosti slozek ndhodného vektoru X diskrétniho typu
plati toto kritérium:

Véta 9.5. Necht X = (X1, Xo,...,Xn)T je ndhodng vektor diskrétniho

typu. Ndahodné veliciny X1, Xo, ..., X, jsou vzdjemné nezavislé prave tehdy,
kdyz plati
n
P (X1 =al),.. . X, =a)) =[P (x; ==l"),
j=1

kde ) = (ajgi), xgi), ... ,a:g)), 1=1,2,... jsou vSechny vysledky ndhodného
vektoru X = (X1, Xa,...,Xn)7T.

Diikaz. Plyne z véty D.9. O

Priklad 9.8. Dvojice soufastek ma dobu Zivotnosti v letech popsdnu hus-
totou

1 —z—%
5€ 2 x>0,y >0,
fX,Y(xay) = {2 Y

0 jinak.

a) Urcete predpis distribuéni funkce Fx ndhodného vektoru X = (X,Y)7.
b) Jaka je pravdépodobnost, Ze ,druhd soucastka prezije prvni“ (jev A)?
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c) Jakd je pravdépodobnost toho, ze druhd soucdstka bude zit alespon
dvakrat déle, nez prvni?

d) Spoctéte marginalni hustoty.

e) Urcete, zda jsou slozky X a Y nezdvislé.

f) Urcete EX a varian¢éni matici var X.

Resend.

L e Y _ _y
a) 5682dsdt:ew2+2ez—e 2 4+ 1, tedy
o Jo

eI 42 T e 541 x> 0,y >0,
0 jinak.

Fx(x,y) = {

b) Hledand pravdépodobnost je ddna integralem

e.9] o 1
P(A) = / / Ze "2 dyds =
0 T 2
:/ le_m </ e 2 dy) dz :/ 16_”j [—2 : e‘gro dzr =
0o 2 @ 0o 2 @

*1 z 0 2 <2
= / —e T.2 2dx = / efgz dz = [—eg“] =
o 2 0 3 0 3

c¢) Pravdépodobnost je ddna integralem

/ / Ze i dydr = =,
0o Jor 2 2

ktery vypocteme stejné jako v predchozim pripadé.
d) Marginalni hustoty jsou:

e [—2e 2| =e " pro x> 0,

*1

fX(aj> = / 5671*% dy —
0

fr(y) :/ 56 dw=
0

€2 [—e?]¥ =Ze % proy >0,

N = N =
N | —

nulové v ostatnich pripadech.

e) Slozky jsou nezavislé prave tehdy, kdyz fxy(x,y) = fx(x) - fy(y) pro
libovolnd z,y. Pro z > 0 a y > 0 rovnost plati podle d). V ostatnich
ptipadech je nulovd jak sdruzend hustota, tak alespon jedna z hustot
marginalnich a rovnost tedy plati rovnéz.
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f) Pro urceni E(X,Y") a varianéni matice nejdfive spocitame:

EX:/ fo(x)dx:/ z-e fdr=1
0 0

o0 o0 17;
EY:/ yfy(y)dyz/ y e tdy=2
0 0 2
varX = EX? — (EX)?, varY = EY? — (EY)?
EX2:/ 22 e dr =2
0
2 gl
EY“ = y - —e 2dy =38
0 2
varX =2-12=1
varY =8—-22=14

1 > 1
EXY = //xyez2dxdy—/ ye_5~/ rx—e “drdy =
2 o 2
* 1
—/ -e 2dy-/ z—e “dx = (EY) - (EX),
0 2 0 2

odkud jiz plyne cov(X,Y) = EXY — (EX) - (EY) = 0. Varian¢ni matice

je tedy rovna
10
var(X,Y) = .
0 4
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9.5 Ulohy

9.1 Necht je dana funkce

L( _ _ 2
y—x) x=1,2,3, y=2"+1,
p(x,y)_{ll

0 jinde.

a) Dokazte, ze dana funkce p(z,y) je rozdéleni néjakého ndhodného vek-
toru X.

b) Znézornéte funkci p(z,y).

c¢) Vypocitejte stfedni hodnotu EX.

d) Uréete variancéni matici.

9.2 Funkce dvou proménnych x a y je dana predpisem

c-x-y- el -y’ pro (z,y) € (0;00) x (0;00),
fla,y) = .
0 jinde.

a) Urcete konstantu c tak, aby funkce f(z,y) byla hustotou néjakého
ndhodného vektoru (X,Y)™.

b) Urcete distribu¢ni funkei a marginalni distribuéni funkce.

c¢) Urcete marginalni hustoty.

d) Uréete stiedni hodnoty.

e) Vypocitejte varianéni matici.

f) Ovéite, zda jsou vektory nezdvislé.

9.3 Necht sdruzend hustota ndhodného vektoru (R, @) je

2
g(r o) = {27302 e 202 .1 1 e (0;00), p e (0;2m),
0 jinde,

kde r a @ jsou nezavislé polarni souradnice bodu v Gaussoveé roving, nahodnéa
velicina R ma rovnomérné rozdéleni a veli¢ina ® méa normalni rozdéleni.
(Funkce g(r, ) je hustotou tzv. RayleighovaB spojitého rozdéleni, které se
vyuziva napiiklad v meteorologii.)

a) Ukazte, Ze je g(r, ) je hustota vektoru (R, ®)™.

b) Urcete distribuéni funkci G(r, ¢).

c¢) Najdéte marginalni hustoty ndhodnych veli¢in R a ®.

d) Zjistéte, zda ndhodné veli¢iny R a ® jsou nezavislé.

3John William Strutt, 3. baron Rayleigh (1842-1919), anglicky fyzik.
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9.4 Je ddna funkce

e (#2 +y)-e* pro (z,y) € [0;1] x [0;1],
fley) = {0 jinde.

a) Najdéte konstantu c tak, aby f(z,y) byla hustota néjakého nahod-
ného vektoru (X,Y)T.

Vypocditejte distribuéni funkci ndhodného vektoru X = (X,Y)T.
Uréete marginélni hustoty fx(x), fy(y).

Urcete stfedni hodnotu EX.

Urcete varianéni matici a zjistéte, zda jsou ndhodné veli¢iny X a Y
nezavislé.

o

o,
NSNS N

o

)

9.5 Zkouseny pristroj je slozen z péti prvkia. n-ty prvek se porouché s prav-
dépodobnosti
pn=024+0,1(n—1).

Poruchy jednotlivych prvki jsou nezavislé. Urcete rozptyl poctu poroucha-
nych prvku.

9.6 Hazime desetkrat po sobé hraci kostkou. Nechf ndhodnda velicina X
znamend pocet Sestek, které padnou pii 10 hodech, a ndhodné veli¢ina Y
znamend pocet jednicek.
a) Najdéte rozdéleni pravdépodobnosti (sdruzenou pravdépodobnostni
funkci) ndhodného vektoru (X,Y)T a sestrojte jeji graf.
b) Spoctéte stiedni hodnotu a varian¢éni matici.

9.7 Necht ndhodny vektor (X,Y)" m4 hustotu

1
flz,y) = b1—a1)(ba—az) a1 <x <by, ap <y < by,
0 jinde.

(Nahodny vektor (X,Y)T s touto hustotou mé tzv. dvourozmérné rovno-
mérné rozdéleni.)

a) Ovéite, ze f(z,y) je hustotou rozdéleni.

b) Najdéte distribuéni funkei ndhodného vektoru (X, Y)T.

¢) Spoctéte stfedni hodnotu a varian¢ni matici.
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9.8 Najdéte konstantu ¢ tak, aby funkce

c-z 0<z<2,
f( ) OSQS V4_1"27
T,Y,z2) =
Y 0<2< V4 —a2—192,

0 jinde.
byla hustotou ndhodného vektoru (X,Y, Z)T.

9.9 Ndhodny vektor (X,Y, Z)T m4 sdruzenou hustotu

ll+2z-y-2) —-1<z<1, -1<y<l1, -1<2<1,
f(x’yﬁz):{s .o
0 jinde.
a) Ovéite, ze f(x,y, z) vyjadiuje hustotu.
b) Najdéte margindlni hustoty ndhodnych veli¢in X, Y, Z.
c¢) Najdéte marginalni hustoty ndhodnych vektort (X, Y)T, (X, 2)T a
(Y, 2Z)".
d) Zjistéte, zda jsou ndhodné veli¢iny X, Y, Z nezavislé po dvou a dile
zda jsou vzajemné nezavislé.

9.10 n zaméstnancu jistého podniku obédva v jedné ze tii restauraci, kazdy
zameéstnanec voli restauraci ndhodné, kapacity restauraci jsou ni,no, a ns,
kde n; > n, i = 1,2,3. Odvodte rozdéleni (X1, X2, X3)T, kde X; je pocet
zameéstnanci, kteri obédvaji v i-té restauraci. Odvodte ocekavany pocet
neobsazenych mist v jednotlivych restauracich.

9.11 Z urny obsahujici dvé bilé a dvé cerné koule vybirdme za sebou s vra-
cenim dvé koule. Definujeme nahodné veli¢iny X1, X5 néasledovné:

P 1 jestlize 1. tazena koule je bila,
"7 o jinak,

X 1 jestlize 2. tazena koule je bila,
2 =
0 jinak.

Urcete distribuéni funkci vektoru (X7, Xo)" a zjistéte, zda jsou ndhodné
veliciny X7 a X9 nezavislé.



198 KAP. 9 NAHODNY VEKTOR

9.12 Necht ndhodné veliciny U, V maji diskrétni rozdéleni uréené tabul-
kou D.9. Najdéte margindlni rozdéleni kazdé z obou ndhodngch veli¢in, jejich
stfedni hodnoty, rozptyly a kovarianci.

Tabulka 9.2: Rozd&leni nahodnch veli¢in pro tlohu
A ENERER

1 Joifo2]03

2 [lo2]01]01

ResSeni tloh
9.1

a) p(x,y) je diskrétni rozdéleni néjakého ndhodného vektoru X, nebot
(X = (1;2)7] = P = i PIX = (25)7] =p = 7 aP[X =
= (3;10)") = p3 = &, tedy p1 +p2 + p3 = L.

\\

10
Obrazek 9.4: Graf rozdéleni pravdépodobnosti p(x,y) z tlohy El]
. T
c) EX = 2B By =8 j. EX = (2,57,
d) var X = %7 varY = 1000 COV(X,Y) = %7

121
52 226
. _ [ 121 121
tj. var X = 226 1000
121 121

9.2
R e 2 2 c

a) / / c-x-y-e ¥ eV dmdyzzzl,ztohoc:él, za vyuziti
o Jo
vzorce | x- e dr = % eka, zde pro k = —1.

b) F(X,Y) = <1—e_m2> : (1—e_y2), Fx(z) = 1—¢", 2 > 0,
Fy(y) = 1—6_742,23/20. .

o) [x(@)=2-z-e", fy(y)=2-y-e¥.
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d)

f

c)

EX = 1,EY = 1.

fx(@) - fy(y) = daye v e = f(x,y) pro x > 0,y > 0 (jinak 0).
Nahodné veli¢iny X a Y jsou nezavislé.

2w 2
/ / e3P L pdr dp =1,
27 p?

2
distribu¢ni funkce G(r, ) = 2 <1 —e 202>
m
_ 2 1

marginalni hustoty gr(r) = % e 2%, go(p) = o’
T

protoze g(r, p) = gr(r)-ga(p), jsou R a ® nezavislé nahodné veli¢iny.

2 2
¢ = g% hustota ma tvar f(x,y) = 3e_% (2 + 5) - €° pro
z,y) € [0;1] x [0;1],
F( 261‘”( +4 2042 pro (z,y) € [0;1] x [031]

— I _ r ) )
x7y 36—5 x 2 x po x’y ) ) )

1

e@)=coee (4 3) proa € 0L rlo) = - (2e—pety -9
pro y € [0;1].
Stredni hodnota:
EX:_46+13,]EY: 4e — 7 7

3e—5 3-(3e—5)

T
EX — —4e—|—13; de — 7 7
3e—5 " 3-(3e—5)

-30 —106€2 + 254e — 169
EX2 = —2C varX = ¢+ 2ote ,
3e—5 (3e — 5)2
5e —9 13e? — 24e + 37
EY2:€7,VarY: ¢ et ,
6-(3e—5) 18- (3e — 5)
—5622 + 345e — 284
X, Y) =
7106624’254267169 756x2+345e27284
_ 3e—5 3-(3e—5
var X = (—56x(2i345)e—284 1362(—624621—37 >
3-(3e—5)2 18-(3e—5)

Néahodné veli¢iny X a Y nejsou nezavislé, maji nenulovou kovarianci.
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9.5 var X =1,1.

9.6

a) X nabyva nékteré z hodnot 0,1,...,10, Y nabyva nékteré z hodnot
0,1,...,10, pfitom z + y < 10.

o= (%)) Q)

pro 0 <z <10, 0 <y <10 — z, v ostatnich pripadech je nulova.

Ly
91 O

Obrézek 9.5: Graf sdruzené pravdépodobnostni funkee k tiloze D.4
b) EX =2, EY = 2, var X = 2 varY = 2 cov(X,Y) =0,

18 18

18

9.7
bo b1 1
a dzdy = 1.
) /a2 /a1 (b1 —a1)(b2 — az2) Y
1,

x>b17y>b27

20
var(X,Y)T = <1§ 25>.

b) F(x,y) = %, a1 <z < by, ag <y < b,
0, jinde.
c) EX = 7‘”‘2”’1, EY = L'Q"b?, var X = (b1151)27 varY = 7(1)2152)27

(171*‘11>2 0
cov(X,Y) =0, var(X,Y)T = 12 :

(by—ag)?
0 2

9.8 c= 2

™
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9.9a) [1, [1 [, (0 +2-y-2)dedydz = 1.b) fi(z) = foly) = f3(2) = §
c) flg(ac,y) flg(x,z) fos(y, 2) = 411' d) X, Y, Z jsou nezavislé po dvou
a nejsou vzajemné nezavislé.

9.10 Nahodny vektor (X1, X2, X3)" ma multinomické rozdéleni s parametry
a (p1;p2; ps):
n! xr1 T2 I3
P(Xl =x1,X9 = T2, X3 = 533) = W% DPo"P3",
kde x1, z2, x3 jsou nezaporna cela ¢isla splnujici 21 +x2+z3 = n. Ocekavany
pocet neobsazenych mist v i-té restauraci je EY; = n; — np;.

9.11 (X1, X2) € {(0;0),(0;1),(1;0),(1;1)}. X = (X1, X3)" s oborem hod-
not {(j,k) : j=0,1, k=0,1}, P[X = (1,1)T] = P[X = (1,0)"] = P[X =
0,1 =P[X = (0,0)T] = %. Distribuéni funkce ndhodného vektoru

0 pro (z1,2z2) € (—00;0) X (—00;0)

0 pro (z1,2z2) € [0;0] X (—o0;0)

0 pro (x1,22) € (—o0;0) x [0;0]

FXI’XQ(xl,xg) = % pro (331,%'2) S [0,0] X [O; 0}

3 pro (z1,22) € [0;0] x [0; 1]

3 pro (z1,22) € [0;1] x [0;0]

(1 pro (z1,22) € [0;1] x [0;1]

Nahodné veliciny X7 a X9 jsou nezavislé.

9.12 P(U = 1) = 0,6, P(U = 2) = 04, P(V = 1) = 0,3, P(V = 2) =
0,3, P(V =3) =04. EU = 14, EV = 2/1. varU = 0,24, varV = 0,69.
cov(U, V) = —0,14.
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Kapitola 10

Funkce nahodnych velicin

10.1 Funkce nidhodnych veli¢in

Pri feseni nékterych pravdépodobnostnich tloh se setkavame se situaci, kdy
zname rozdéleni ndhodné veliciny X a hledame rozdéleni ndhodné veliciny
Y, kterd je funkei veli¢iny X, tj. Y = ¢(X). Nésledujici véty udavaji tvar
distribuc¢nich funkci, resp. hustot takovych velicin.

Véta 10.1. Necht X je ndhodnd velicina s distribucni funkci F a necht
¢: R — R. Oznacme Y = ¢(X) a G jeji distribucni funkci. Pak proy € R

Gly) = /{ e ) (10.1)

Specidlné, je-li F diskrétni {x,, py}, je

G(y) = Z DPn,

{zn : (zn)<y}

a je-li absolutné spojitd s hustotou f, je

G(y) = dz.
g /{x:¢(ff)<y} Jle)ds

Diikaz. Oznac¢me By = {w : X (w) < y}; mame tyto rovnosti:

G(y) =P(Y <y) =P(¢(X) <y) =P(X € By) =

:/ d,uF:/ dF(x).
By {z:o(z)<y}

203
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Véta 10.2. Necht X je absolutné spojita ndhodnd velicina s distribucni
funkci F(x) a hustotou f(z). Necht't je ryze monoténni redlna funkce, kterd
md derivaci viude. PoloZme Y = t(X). Oznacme t=% inverzni funkei k t.
Pak'Y md pro y € R hustotu

g) = F(t7 W) |t W)

Diikaz. Ozna¢me G(y) distribuéni funkeci Y. Predpoklddejme, Ze ¢ je ros-
touci. Pak plati

Gly) =P(Y <y) =P(t(X) <y)) =P(X <t7(y)) = F(t™'(y)).

Vidime, Ze G je spojita a ma derivaci vSude, az nanejvys s vyjimkou konec¢né
mnoha bodi. Plati tedy

G'y) =t W)t W) =9y),

kde g je hustota veli¢iny Y. V ptipadé, ze t je klesajici, je diikaz analogicky.
O
Priklad 10.1.

a) Necht X je ndhodnd veli¢ina s distribuéni funkei F', definujme Y =
a+ bX pro b # 0, G budiz distribu¢ni funkce Y. Je-li b > 0, pak
a+bX <Y jeekvivalentni s X < Y;a az () plyne, ze

G(y) = /{m:Kbe} dF(z) = F<y > a).
Y—a

Naopak je-li b < 0, pak a +bX <Y je ekvivalentni s X > <% a dosta-
vame, ze

G(y) = /{WDT} dF(z) = 1—F<y;“>.

Ma-li F' hustotu f, pak G ma hustotu g, kterou najdeme derivovanim
predchozich rovnic. Dostaneme (pro b > 01 b < 0) vztah

g(y)z‘; (y;a>

b) Mé-li X normované normélni rozdéleni a Y = p + 0X, pak z @ plyne,

7e Y mé normalni rozdéleni s parametry u a o2.
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c)

Ma&-li X normélni rozdéleni s parametry p,o? a je-li Y = a + bX, pak
zZ a plyne, Ze Y mé opét normalni rozdéleni s parametry a + by a b?o?,
nebot

2
) 1 _(y%“i;“) 1 ten?
= —F— € = —-=€ 20
9 \/ﬁ’bb V2m|blo

Je-li hustota f ndhodné veli¢iny X sudd funkce, tj. je-li f(z) = f(—x)
pro kazdé z, pak ndhodné veli¢iny X a —X maji totéz rozdéleni.
Polozme Y = - X, tj.a=0ab= -1,z () plyne, Ze

jelikoz je f suda funkce.
Je-li f hustota ndhodné veli¢iny X sudé funkce, pak pro distribuc¢ni
funkci F' plati

F(z) =1— F(—x) pro libovolné = € R,
nebot

F(—z) = _xf(t)dt:/oof(t)dt:1—F(x).

Necht X mé normované normalni rozdéleni. Necht Y = X2, pak Y m4

hustotu
0 pro y < 0,
9(y) = 1 ¥

NeLTE pro y > 0.
Jelikoz dle ([L0.1) plati

1
Gly) = / f(z)dz = ——
{z:¢(z)<y} V21 Mz a2<y}

2 [V 2
= — e 2 €T
\/271'/0 ’

polozme substituci 2 = t a dostdvame

1 Y1 s
G(y):\/ﬂ/(; t"2e 2 dt.

Odtud je zfejmé, ze hustota g(y) mé vyse uvedeny tvar.

_a?
e 2 dx
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10.2 Funkce nahodného vektoru

Podobné jako v jednorozmérném pripadé (viz odstavec @) definujme Lebes-
gueovu—Stieltjesovu miru pp indukovanou distribucéni funkei F' i pro vice-
rozmérny pripad (tedy na prostoru R™) predpisem

n

ur((@b) =3 (-1F 3 ()

k=0 (SGAkyn

pro polouzaviené intervaly (a;b] = X', (a;; b;]). Tuto definici 1ze déle jed-
noznacné rozsitit na vSechny borelovské mnoziny B™. Integral podle Lebes-
gueovy—Stieltjesovy miry z funkce ¢(x) budeme stejné jako v jednorozmér-
ném pripadé zapisovat
(z)dFx(x).
]Rn

Priklad 10.2 (rozdéleni minima a maxima). Necht X;, 1 < ¢ < n, jsou
nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny se spojitou distribucni funkei F'.
Naleznéte distribu¢ni funkce ndhodnych velic¢in

U=max X; a V = min X;.
1<i<n 1<i<n

Reseni. 7 nezévislosti X1, ..., X,, dostaneme podle véty @

Fy(u) =P(U <u) =P(X1 <u,Xo<u,...,X, <u)=
_TIB < w = (F)™
i=1

Fy(v) =PV <v)=1-P(V >v) =
=1-P(X;>v,Xo>v,..., X, >v) =
zl—ﬁP(X¢>v):1—[1—F(v)]".

=1

A

V pripadé, ze k charakterizaci ndhodné veli¢iny Z = ¢(X) postaci spoci-
tat jeji stfedni hodnotu, neni potfeba odvozovat rozdéleni Z, postaci (ana-
logicky k jednorozmérnému pripadu ve vété @) znét rozdéleni ndhodného
vektoru X.
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Véta 10.3. Necht X je ndhodni vektor a necht ¢: R™ — R je redind funkce.
Pak plati

Eo(X) = . ¢(x) dFx (),
pokud jeden z integrdli existuje. Specidlné
E¢(X) = d(xm)pm
m=1

pro diskrétni rozdeleni a

Eo(X) = [ o(x)f(z)dw

Rn

pro absolutné spojité rozdélend.

V pripadé nezavislosti dokonce postaéi znat margindlni rozdéleni. N&-
sledujici vétu pro jednoduchost zformulujeme pouze pro dvojici ndhodnych
velicin.

Véta 10.4. Necht X, Y jsou nezdvislé ndhodné veliciny s distribucnimi
funkcemi Fx, Fy a Lebesqueovymi-Stieltjesovymi mérami pp,, pr, . Necht
¢: R? = R je redlnd funkce, pak pro ndhodnou velicinu Z = ¢(X,Y) plati

52 = [ ([ o) dun, ) durcto) = [ ([ oton)ary ) arsca)

je-li E|Z| < oc.

Dikaz. 7 véty @ plyne, ze pro Lebesgueovy—Stieltjesovy miry nezavislych
nahodnych veli¢in plati
HFxy = HFx " HFy -

Odtud dostavame
EZ = /R?' o(x,y) dpry y (2,y) = /RQ o(z,y) dup, (y) dpp, (z)

a podle Fubiniovy véty dostaneme tvrzeni véty . O

Dausledek 10.5. Distribucni funkce nahodné veliciny Z = ¢(X,Y) je

G@=/m</ ww@>w&u»
—00 {y: o(z,y)<2}
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Diikaz. Nahradime-li ve vété funkci ¢(x,y) tzv. indikdtorem
If(y)er? : ¢(z,) <2} (T, Y), Plyne tvrzeni ihned. O

Disledek 10.6. Jsou-li X, Y nezdvislé nahodné veliciny s konecngmi stred-
nimi hodnotams, pak

a) EXY = (EX)(EY).

Jsou-li navic EX? < oo a EY? < 00, pak

b) cov(X,Y) =0,

¢) var(aX 4+ bY) = a®var X + b*varY pro libovolnd a,b € R.

Dukaz.

a) Uvazujeme-li [2|[jz|<p)|y|]}jy|<n], dostaneme pomoci Lévyho véty
E|XY| =E|X]| E|Y]| < occ.

Muzeme tedy pouzit vétu , ve které dosadime za ¢(z,y) =z - y.
b) (X —EX), (Y —EY) jsou také nezavislé ndhodné veli¢iny. Tudiz podle
a) dostavame

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] = E(X — EX)E(Y — EY) = 0.
c¢) Podle b) dostédvame

var(aX +bY) = E[a(X —EX) 4+ b(Y —EY)]* =
= ’E(X —EX)?> 4+ b’E(Y —EY) + 2abE(X —EX)(Y —EY) =
= a?var X + b*varY + 0.

O]

Tvrzeni H postuluje, Ze nezavislé ndhodné veli¢iny jsou vzdy nekorelo-
vané. Obracené tvrzeni vsak neplati, nekorelované veli¢iny nemusi byt ne-
zavisléd. Vyjimku tvori normalné rozdélené nahodné veli¢iny, pro néz plati
ekvivalence mezi nekorelovanosti a nezavislosti.

10.3 Konvoluce

Méjme dvé nezavislé ndhodné veli¢iny X a Y s distribu¢nimi funkcemi F'(x)
a G(y). Zajima nés rozdéleni sou¢tu Z = X +Y. Distribu¢ni funkci nahodné

!Nekorelovanost je nezévislost pouze ,v linedrnim pohledu®.
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veli¢iny Z ozna¢me H (z). Pak plati

— / / e dF(z)dG(y) = / Z F(z —y)dG(y) =

o (10.2)
:/_ G(z —x)dF (x).

Rozdéleni s distribu¢ni funkcei H(z) se nazyva konvoluce rozdéleni s distri-
bucnimi funkcemi F(z) a G(y). H se nazyva konvoluce distribu¢nich funkei
F a G. Operaci konvoluce budeme znacit H = F * G.

Operace konvoluce je zjevné komutativni a asociativni, nebot pro neza-
vislé nahodné veliciny X1, X9, X3 plati

X1+ Xo=Xo+ X4

X1+ (XQ + Xg) = (Xl + Xz) + X3.
7 toho plynou pro distribuc¢ni funkce

Fl*FQZFQ*Fl

Fy x (Fy % F3) = (Fy % Fy) = F3.

Véta 10.7. Necht ndhodné veliciny X a 'Y jsou nezdvislé a maji absolutné
spojité distribucni funkce F(x) a G(y) s hustotami f(x) a g(y). Pak také
konvoluce H = F * G je absolutné spojitd a pro jeji hustotu h(z) (tj. pro
hustotu nahodné veliciny Z = X +Y ) plati

[ f@ye-ode= [ oo (103
Diikaz. Formule () je za nasich predpokladi totoznd s

H(z) = / (/ Flo— )dm)dG / (/ fa—y dG())d

Odtud derivovanim dostaneme
=/ f(z—y)dG(y)
a z toho plyne () O
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Z dukazu je mimochodem vidét, ze k absolutni spojitosti rozdéleni na-
hodné veliciny Z = X 4+ Y ve skutecnosti staci, aby bylo absolutné spojité
rozdéleni jedné z nahodnych velicin X a Y bez jakychkoliv predpoklad
o rozdéleni druhé ndhodné veli¢iny. Funkce h(z) definovana vztahem ()
se nazyva konvoluce hustot f(x) a g(y) a budeme ji znac¢it h = f * g. Je to
skute¢né hustota, nebot z () plyne, ze h(z) >0 a

/_Zh(z)d’z: /_Z /_Zf(w—y)g(y)dydx:

[ ([ st wae) st -

=/OO 1-g(y)dy =1.

— 0o
Diskrétni analogii vztahu () je nasledujici véta.

Véta 10.8. Necht F', G jsou diskrétni distribucni funkce se skoky v priro-
zengjch cislech o velikosti {p,}, {qn}, tj.

F(x) = Z Py G(y) = Z an-

0<n<zx 0<n<y

Necht H = F « G. Pak H je diskrétni distribucni funkce se skoky v priroze-
nych cislech a plati

H(z)= Y hn, kde hn = prdn_t.
k=0

0<n<z

Dukaz. Véta plyne primo po aplikaci véty o tplné pravdépodobnosti.
O

Nyni si uvedeme nékteré priklady konvoluce rozdéleni.

1) Konvoluce rovnomérnych rozdéleni

Necht
% a<z<b,
0 jinak

1
gly) = { T Y=
0 jinak.
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Predpokladejme, ze d — ¢ > b — a. Pak pro konvoluci h(z) hustot
nahodnych veli¢in s hustotami f(x) a g(y) plati

0 z<a+cnebob+d<z,

z—(a+c)
h(z) . (b—a)(d—c) (I—FCS ZS b"’C,

o b+c<z<a+d,
s at+d<z<b+d

Grafem je lichobéznik se zdkladnou v ose z. Vidime, ze hustota h(z) je
vsude spojita, ackoliv f(x) a g(y) maji body nespojitosti (konvoluce
wvyhlazuje* nespojitosti). Ve specidlnim piipadé, kdy obé ndhodné
veli¢iny X a Y maji stejné rozdéleni (tj. a = ¢, b = d), ma hustota
h(zx) tvar trojihelniku; toto rozdéleni se nazyva Simpsonovo rozdélent.
2) Konvoluce binomickych rozdéleni
Necht X1, X5 jsou nezéavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim Bi(nq;p)
a Bi(ng; p). Pak ndhodnd veli¢ina Y = X3+ X5 mé binomické rozdéleni
s parametry (nj + ng;p).
3) Konvoluce Poissonovych rozdéleni
Necht X; ma Po(A1) a Xo mé Po(\y). Predpokladejme navic, ze X3
a X9 jsou nezavislé. Pak ndhodné veli¢ina Y = X7+ X9 ma Poissonovo
rozdéleni s parametrem Ay + Ao.
4) Konvoluce normalnich rozdéleni
Necht X7, Xo jsou nezavislé ndhodné velic¢iny, X7 ma N(juq; 0’%) a Xy
mé N(ug2;03). Pak Y = X1 + X2 mé rozdéleni N(u1 + p2; 03 + 03).
5) Konvoluce exponenciilnich rozdéleni
Jsou-li X1, X5 nezavislé ndhodné veli¢iny s tymz exponencialnim roz-
délenim s parametrem A > 0, pak ndhodna veli¢ina Y = X7 + X9 ma
rozdéleni Erlang(2, ).
P¥iklad 10.3 (Rozdéleni priméru X). Uvazujme hypotetickou populaci
lu¢nich kvétin, jejichz vyska se fidi normalnim rozdélenim N(20;25). Vypo-
¢itejte pravdépodobnost, ze primérna vyska spoctend z 20 ndhodné vybra-
nych kvétin se bude od 20 lisit o vice nez 3 cm.

Reseni. Mame X1, ..., Xop nezéavislych stejné rozdélenych nahodnych veli-
¢in s rozdélenim X; ~ N(20;25). Konvoluce normélnich rozdéleni ndm dé

20
> X~ N(20 - 20;20 - 25).
=1

a po jednoduché linearni transformaci X = % . ngl X; dostavame, ze

X ~N 20;§ .
20
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Hledan4 pravdépodobnost je tedy P(X < 17) + P(X > 23). Standardizuje-
me-li X na veli¢inu Z s normovanym normélnim rozdélenim, dostaneme

X—-20 17-20 X —-20 23-20
P < + P > =
4 4 4 4
_plz< 2 +P 7> 3 o2 +1-® 3
\/E 5 5 5
4 4 4 4
3 . )
—2. l1-9 | = = 2. (1—10,996) = 0,008.
5
1

A

Priklad 10.4. Samicka ur¢itého hmyzu naklade r vajicek s pravdépodob-
’ e~ AN v o1z sy , T . v
nosti p, = <. Z kazdého vajicka se vylihne zZivy jedinec s pravdépo-
dobnosti p, ktera je stejnd pro vsechna vajicka. Osudy jednotlivych vajicek
jsou nezavislé. Zajima nas pravdépodobnost, s niz da samicka zivot prave k

novym jedinctm.

Reseni. Necht N ~ Po()\) je ndhodné veli¢ina udavajici pocet vajicek a X
je ndhodnd veli¢ina udavajici pocet vylihnutych jedinct. Vime, ze za pod-
minky, ze zndme N, m&d X ~ Bi(N;p). Tedy P(X = k) spocteme podle
véty o uplné pravdépodobnosti

P(X =k) = ip(x = k|N =n)P(N =n) =
n=~k

_oo ny\ g n—k 7/\)‘n_
‘Zk@p“_p) A=

n
nk;)‘

kN n! -
©r ;k!(n—k)! i

B 6—)\plc )k i (1 _p)n—k)\n—k B
N k! (n—k)!
n=~k
e N (A =p) )"
Ok Z_;) ool
_ et AR (=PI A L‘p)k_
k! k!

Neboli X ~ Po(Ap). A
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Piiklad 10.5. Spocitejte kovarianci nahodnych velicin X a Y = X2, kde
X md rovnomérné rozdéleni na intervalu [—1; 1]. Jsou tyto ndhodné veli¢iny
nezavislé?

Resend.
cov(X,Y)=EXY —EX -EY =EX?® - EX - EX?
X~U-L1]=EX=0

1 1
IEX3:/ 22 =dr = 0.
. 2

Odtud dostavame, ze cov(X,Y) = 0, ale ndhodné veli¢iny X a Y = X?
zjevné nejsou nezavislé. A

Priklad 10.6. Nahodna veli¢ina Y je funkci absolutné spojité ndhodné
veliciny X . Cemu se rovné hustota g(y), jestlize

—_
N

x

flz) = e” 7, —co<zr<oo ayY=X??

Resend.
t(z) = 2%, —oo <z < 0.

V tomto intervalu neni ¢(x) monoténni. Distribucni funkce ndhodné velic¢iny
Y je obecné tvaru

Gy) =P(Y <y) =P(X?
=P(X <) —P(X

Odtud pro hustotu g(y) dostavame

y) =Py X<y =
V) = F(Vy) = F(=vYy).

<
<

o) = g7z~ FVD) (—50z ) = 7 UV + =V

2

Specialné pro f(z) = ﬁ e~T plati, ze

y
1 1 ( _Y _y ! ez y> 07

=—— . ——(eT2+¢ 2) = ¢ V2my
9v) Y {0 jinak.

Dostali jsme hustotu rozdéleni x? o jednom stupni volnosti, ktera se pouziva
v matematické statistice [[L3]. A
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10.4 Ulohy

10.1 Ndhodnd veli¢ina Y je funkci absolutné spojité ndhodné veli¢iny X.
Cemu se rovna hustota pravdépodobnosti g(y), jestlize

a) Y—8X3af(:c)—{

2¢ O0<z <1,

0 jinak,
1 0 1
b) Y =-2InX a f(z) = sE<h
0 jinak,
2
= 0 3
c) Y=X3a f(z)=1? SEsS
0 jinak,

a2
Q)Y = X2 a f(z) xe z >0,

I
— T —

0 jinak,
1 0 <1
e) Y=eXaf(zx)= sesh
0 jinak,
f) Y =|X| a f(x) je libovolné —oco < z < oo,
1 _= s
g) Y=sinXaf(r)=<T" 2 <T< D
0 jinak,
1
5 O<x<2
h) Y=!1—X|af(w)={2 A
0 jinak.

10.2 Najdéte rozdéleni ndhodné velic¢iny Y, jestlize
a) Y =2X+1a

b) Y = X3

¢) X,Y jsou nezéavislé ndhodné veli¢iny, X ma exponencialni rozdéleni
s parametrem A > 0, Y mé rovnomérné rozdéleni na (0;6), 6 > 0.
(a) Urcete rozdéleni X + Y.
(b) Urcete E(X +Y).
(¢) Urcete var(X +Y).
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10.3 Necht X;, 1 < i < n jsou nezavislé nahodné veli¢iny, nabyvajici hodnot
+1 s pravdépodobnostmi P(X; = 1) = p, P(X; = —1) = 1 — p. Najdéte
n

rozdéleni ndhodné veli¢iny S,, = > X;.
i=1

10.4 Hazime tfemi korunovymi mincemi a ¢tyt-
mi pétikorunovymi mincemi. Necht X je celkova
hodnota téch korunovych minci, na nichz padl
lic. Podobné necht Y je celkova hodnota téch pé-
tikorunovych minci, na nichz padl lic. Zavedme
W = X 4 Y. Spocitejte kovarianci ndhodnych
velicin X a W.

10.5 Necht X ~ U[1;2]. Uréete kovarianci nahodnych veli¢in X, +.

10.6 Necht (Xi,...,X,)T je posloupnost nezévislych nahodnych veli¢in
s rovnomérnym rozdélenim na (0;1). Oznac¢me

U= max X;, V = min X,.
1<i<n 1<i<n

a) Stanovte distribuéni funkce a hustoty ndhodnych veli¢in U a V.
b) Uréete EU, varU, EV, var V.

10.7 Nahodné veli¢iny X, Y jsou nezavislé a maji obé stejné exponencialni
rozdéleni

Xe ™ pro x>0,
-

0 pro z < 0.
Najdéte distribuéni funkci ndhodné veli¢iny Z = max(X,Y’) a jeji stfedni
hodnotu. Jsou ndhodné veli¢iny max(X,Y) a min(X,Y’) nezavislé?
10.8 Necht ndhodny vektor Y = (X1, X2)T m4 sdruzenou hustotu

1 _ (@3 +ad)
e 202

fy(z1,m2) = 502

Stanovte hustotu ndhodné veli¢iny Z = X; + Xo.
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ResSeni tloh

10.1
1 -1
sy 3 0<y<sg,
a = .
) 9w) {0 jinak,
1 _y
se 2 y>0,
b =2
) 9(y) {0 inak
1
7= 0<y<27
C — 27 Y
) 9(y) { 0 inak
e? y=0,
d = =
) 9w) {0 jinak,
Li<y<e
€ = Yy )
) 9w {0 jinak,
£) gly) = T W FI=) w20,
0 y <0,
- -l<y<1,
g) gly) = VI Y
0 jinak,
1 0<y<1,
h = - -
) 6) {O jinak
10.2
1
3 y=3,57,
a P Y = = 3
) v) {O jinak
b) P(Y:y): (%) y:nganzl,z,?),...,
0 jinak.

(e —1), 2 >0,

10.3 Néhodn4 veli¢ina S,, mé rozdéleni definované pravdépodobnosti

n s+n nﬁs#»n
(S, = o) = (ke )5 (00,

2

kde s = {—n,—n+2,—n+4,...,n} a = je celé slo.
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10.4 cov(X, W) = 0,75

10.5 cov(X,+) =1—31n2

10.6
O’ - O, n—1 "
Fy(u) =S u™, we(0;1), fu(u) = {”u , ue(0:1),
1, wu>1, 0, u ¢ (0;1),
O’ 07 n—1
Fy(v)=31—(1—v)", ve(0;1), fv<v>—{”<1‘”> , ve(0:1),
1, > 1, 0, v ¢ ( )

2
n 1 = DI o = I
EU = - EV:—.V&I‘U—TH—(TH> ,varV—m'

0 pro z < 0,
(1—e?)? proz>0"

10.7 Fz(z) =P(Z < z) = P(max(X,Y) < 2) = {
EZ = 2. Ndhodné veli¢iny max(X,Y) a min(X,Y) jsou nezavislé.

2

10.8 f(z) = —A— ¢ 12, z € R.

2V o2
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Kapitola 11

Zakon velkych cisel,
centralni limitni véta

11.1 Konvergence nahodnych velicin

A7 dosud jsme se zabyvali ndhodnou veli¢inou a jejimi charakteristikami
za predpokladu, ze tyto charakteristiky dokonale zname. To ovSem neni
me néjakou vlastnost populace, ale jeji charakteristiky nezname — hovoirime
o teoretickych vlastnostech populace, resp. ndhodné veli¢iny (teoretickém
rozdéleni, teoretické stredni hodnoté atd.). Jestlize vSak médme moznost ne-
zavisle opakovat néjaky ndhodny pokus, souvisejici s teoretickou nadhodnou
veli¢inou, muzeme z pozorovanych hodnot sestavit rozdéleni relativnich cet-
nosti a informace o tomto rozdéleni shrnout opét do charakteristik. Toto
rozdéleni a jeho charakteristiky nazveme empirickym rozdélenim a empiric-
kymi charakteristikami. Napriklad stfedni hodnotu néjakého teoretického
rozdéleni odhadujeme tak, ze uskutecnime ndhodny vybér z tohoto roz-
déleni — posloupnost nezavislych nahodnych pokusi, jejichz vysledkem jsou
nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnym rozdélenim, jako mé teoretickd nahod-
né veli¢ina — a jako odhad teoretické sttedni hodnoty pouzijeme empirickou
charakteristiku aritmeticky primeér.

P1i dodrzovani jistych podminek miizeme ocekavat, ze empirické rozdéle-
ni (resp. jeho charakteristika) se bude blizit k teoretickému rozdéleni (resp.
k teoretické charakteristice), a to tim vice, ¢im vétsi bude rozsah realizo-
vanych pokusti. To je obecné vyjadireno tzv. zakonem velkych ¢isel. Zde je
vSak na misté poznamenat, ze priblizovani empirickych hodnot k teoretic-
kym hodnotam nema charakter obvyklé matematické konvergence, ale kon-
vergence pravdépodobnostniho typu. Pravdépodobnostni konvergenci rozu-

219
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mime skutecnost, Ze pri vzristajicim poc¢tu pokusii se pravdépodobnost vel-
kych odchylek empirickych hodnot od teoretickych stdle zmensuje. Typt
pravdépodobnostni konvergence je ovsem vice a maji riznou silu. Ty nej-
pouzivanéjsi typy zavedeme v nasledujici definici. Poznamenejme jesté tvo-
dem, Ze néktera tvrzeni v této kapitole uvedeme bez dikazu. Dikazy lze
nalézt napriklad v [§].

Definice 11.1 (Konvergence ndhodnych veli¢in)

Méjme posloupnost ndhodnych velicin X1, Xo, X3,... a ndhodnou velicinu
X. Necht jsou vSechny tyto veliciny definovdny na témze pravdépodobnost-
nim prostoru (Q, A, P).

a) Rikdme, Ze X, konverguje k X skoro jisté, jestlize
P{w : Xp(w) —— X(w)} = 1.
n—oo
b) Jestlize pro kazdé e > 0 plati

P{w : | Xp(w) — X(w)| >} —— 0,

n—oo

pak Tikame, zZe X, konverguje k X podle pravdépodobnosti.
¢) Pokud

EXT21<OO, n=123,...,
a jestlize

E(X, - X)? —— 0,

n—oo

pak Tikame, Ze X, konverguje k X podle stredu stupné 2.

Nésledujici véta ukazuje vztah mezi jednotlivymi konvergencemi.

Véta 11.1 (o vztahu konvergenci). UvazZujme konvergenci posloupnosti nd-
hodngjch velicin skoro jisté a konvergenci podle pravdépodobnosti. Pak plati
turzent:

a) Z konvergence skoro jisté plyne konvergence podle pravdépodobnosti.

b) Z konvergence podle stredu stupné 2 plyne konvergence podle pravdépo-
dobnosti.

Tvrzeni véty nelze bez dodateénych predpokladi zesilit. Zadnou
implikaci nelze obratit.

Lemma 11.2. Pro libovolnou nezdpornou velicinu X se stredni hodnotou
EX plati:

P(X > ) < =X

€
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Dukaz.

IP(XZ&):/

T>e

dFy (z) < / % AFy (z) < é / 2 dFx(z) = éEX.

r>e €

O]

Lemma mé vyznam i pro vétsi €, nikoli jen pro velmi malé e, jak
jsme zvykli z matematické analyzy.

Priklad 11.1. Méjme ndhodnou velicinu X, kterd ma EX = 3 a pro kte-
rou plati EX? = 13. Odhadnéte pravdépodobnost, ze velicina X nabude
hodnoty z intervalu (—2;8).

Re$end. Stfedni hodnota EX = 3. Uréime rozptyl veliciny X:
var X = EX? — (EX)? =13 - 32 =4.
Hledanou pravdépodobnost odhadneme pomoci CebySevovy nerovnosti:

4
P(-2< X <8 =P(X ~EX|<5) 21— - =084

11.2 Zakon velkych cisel

Mezi klasické vysledky teorie pravdépodobnosti patii chovani aritmetického
pruméru, jestlize pocet séitanct v jeho definici roste nade vSechny meze.
Tyto vlastnosti jsou popisovany zakony velkych ¢isel.

Véta 11.3 (slaby zdkon velkych éisel). Necht X1, Xo,... jsou nezdvislé
ndhodné wveliciny se stejnymi strednimi hodnotami p a stejngmi rozptyly
0% < 00. Pak pro n — oo plati

1
—(Xi+ Xt Xn) o
podle pravdépodobnosti.

Dukaz. Oznacme .
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Vypoétéme stiedni hodnotu a rozptyl veli¢iny X,

1 1
EXn:E[n(X1+X2+~-+Xn)} =~ [EX1 +EX2+ - +EX,] =

1
= —nu =,
n

- 1
var X,, = var [(Xl +Xo+ - +Xn):| =
n

1 1 5, o
= — [var Xy +var Xp + - +var X;,| = 5no” = —.
n n n

Nyni vyuzijeme CebySevovy nerovnosti (véta @) pro veli¢inu X,, a dosta-
vame, ze pro kazdé € > 0 plati

P(| X, —pl>¢e) < —.

(1% —pl 2 e) < 2
o2

Odtud pro n — oo mame — — 0, takze také
ne

P(|X, — p| > ) = 0.
OJ

Tato verze zakona velkych ¢isel patfi mezi historicky nejstarsi. V princi-
pu 1ika, ze jestlize se zajimame o odhad teoretické stfedni hodnoty p néjaké
nahodné veli¢iny, mtizeme se k nému ptiblizit libovolné blizko pomoci arit-
metického praméru dostatecné velkého poc¢tu ndhodnych veli¢in se stejnou
stfedni hodnotou a stejnym rozptylem. Tvrzeni véty se da dale zesilit.
Jeden z vysledkt je uveden v néasledujici vété. Dalsi zobecnéni napriklad pro
ndhodné vektory s ruznymi stfednimi hodnotami muzeme nalézt v [g].

Véta 11.4 (silny zakon velkych ¢éisel). Necht {X,,}72 je posloupnost nezd-
vislych stejné rozdélenych nahodnich velicin se stredni hodnotou EX; = p
a necht E|X;| < co. Pak

lim X, =p
v pravdépodobnosti a skoro jiste.

11.3 Centralni limitni véta

Podstatou centralni limitni véty (dale CLV) je tvrzeni, ze ndhodn4 veli¢ina
Y, kterd vznikla jako soucet velkého poc¢tu vzajemné nezavislych ndhodnych
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velicin X1, X, ..., X,, mé za velmi obecnych podminek priblizné normalni
rozdéleni. Budeme fikat, ze ndhodna veli¢ina Y,,, jejimz limitnim rozdélenim
je rozdéleni normalni, ma tzv. asymptoticky normalni rozdéleni.

Nejstarsi a nejjednodussi pripad CLV je véta de MoivreovaE]—Laplaceova.
Néhodnou veli¢inou Y,, je soucet n vzajemné nezavislych ndhodnych veli-
¢in, z nichz kazd4 mé alternativni rozdéleni s parametrem p. Pak ndhodna
veli¢ina Y,, mé rozdéleni Bi(n;p) se stfedni hodnotou EY,, = np a rozptylem
varY,, = np(1—p). De Moivreova-Laplaceova véta tvrdi, Ze pro normovanou
nahodnou veli¢inu

Yn — np

n = —m—
np(l —p)
plati limitni vztah

lim P(Z, <z)=®(x), —00 <z < 00,

n—o0

kde ®(z) je distribu¢ni funkce rozdéleni N(0;1). Tedy véta de Moivreova-
-Laplaceova rika, ze pri dostatecné velkém poctu nezdvislych pokust lze
binomické rozdéleni aproximovat rozdélenim normdalnim.

Véta 11.5 (De Moivreova-Laplaceova). Necht pro libovolné n > 1 je Y,
ndhodnd velic¢ina s rozdélenim Bi(n;p), 0 < p < 1. PoloZme
Yn — np

Z, =
np(1 —p)

a oznacme Fy,(x) distribucni funkci nahodné veli¢iny Z,,. Pak

lim F,(z) = ®(x), —o00o <z < 0. (11.1)

n—oo

Priklad 11.2. Jaka je pravdépodobnost, ze ze 120 hodl kostkou padne
alespon 14 sestek?

Reseni. Oznacme X; ~ A (%) nahodnou veli¢inu, kterd predstavuje to, zda

nam v i-tém hodu kostkou padne ¢i nepadne Sestka. Pro X; plati: EX; = é,

o’ = %. Chceme tudiz vypocitat

120
P (Z X; > 14) .
=1

! Abraham de Moivre (1667-1754), francouzsky matematik.
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Tento ptiklad vypoéitdme nejprve piesné. Ndhodna veli¢ina Yigo = 312 X;
mé binomické rozdéleni Bi (120; %) Pomoci vzorce ([(.2) pro pravdépodob-
nostni funkci binomického rozdéleni (anebo pomoci funkce Excelu pro bi-
nomické rozdéleni) spocteme, Ze

13 13 120 1 k 5 120—k
P(Yigo > 14) =1-) P(Yigo =k) =1-) < L > <6> <6> = 0,950.

k=0 k=0

= 1-BINOM.DIST(13;120;1/6;PRAVDA)]

Nyni spoc¢téme tuto pravdépodobnost ptiblizné pomoci aproximace CLV.
Pouziti CLV spociva v transformaci veli¢iny Yi99 na veli¢inu Zio9 podle
veéty . Pisme tedy

120
120 S X;—120- 1
' & 6 14—-120-% | .
P{Y X;>14) =P > -
i—1 (/120 % -2 (/120 % -2

=P (Z10 > —1,470) = 1 — P (Z190 < —1,470) .

Nahodna velicina Zj99 mé podle CLV asymptoticky normované normalni
rozdéleni, mizeme tedy konecné psat, ze

120
P (Z X; > 14) =1 — ®(—1,470) = 0,929.
=1

= 1-NORM.S.DIST(-1,470;PRAVDA) ]

Hledana pravdépodobnost je priblizné (po aproximaci CLV a po zaokrouh-
leni) 0,929. Vidime, ze odchylka od pfesné spocitané pravdépodobnosti ¢ini
pouze asi dva procentni body. A

Priklad 11.3. Kolikrat musime hodit kostkou, aby pravdépodobnost, ze
padne alespon deset Sestek, byla vétsi nebo rovna 0,957

Reseni. Obdobné jako v piikladu oznacme X; ~ A (%) nahodnou veli-
¢inu, ktera predstavuje to, zda ndm v ¢-tém hodu kostkou padne Sestka ¢i
nikoliv. Problém miuzeme prepsat na nerovnici

n
P (Z X; > 10) > 0,95, (11.2)

=1

kde neznama je n, tj. pocet hodi kostkou. Tuto tilohu lze fesit hrubou silou:
pro rostouci hodnotu n napocitdvat binomické pravdépodobnosti na levé
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strané nerovnice () do té doby, dokud nékterd z nich neprekro¢i hodnotu
0,95. Elegantnéjsi a rychlejsi zptisob je hodnotu n odhadnout pomoci CLV.
To opét spociva v tpraveé nerovnice do podoby, ve které se nachézi ndhodné
veli¢ina asymptoticky se blizici veli¢iné s normélnim rozdélenim:

n

z;Xi_% 10_%
>

/51 B /5n

36 36

10-2
5n

36

P

> 0,95. (11.3)

Takto je ovSsem rovnéz urcena hodnota jako 5% kvantilE nahodné ve-

i=1
[5n
36
normélni rozdéleni, jehoz 5% kvantil umime spoéitat: ®=1(0,05) = —1,64.
= NORM.S. INV(0, 05) |
Tedy

liéiny Z,, = . Tato veli¢cina m4a podle CLV asymptoticky standardni

102

5n
36

Tuto rovnici snadno vyfesime s vysledkem n = 96. Neboli musime hodit
nejméné 96krat kostkou, abychom méli (priblizné) 95% pravdépodobnost,
ze padne alespon deset Sestek. A

= —1,64.

Priklad 11.4. Podle tmrtnostnich tabulek je pravdépodobnost amrti 32leté
zeny rovna 0,001 819. V piipadé tumrti vyplati pojistovna rodiné 1 milién
korun. Pojistovna pojistuje 5000 32letych zen. Jakou sazbu za pojisténi
ma pojistovna nastavit, aby pravdépodobnost, ze pojistovna vydéla alespon
2 miliény korun, byla rovna 0,95.

Reseni. Ozna¢me x sazbu za pojisténi. Pocet Zen, které zemtou, se Fidi
binomickym rozdélenim, tedy Y,, ~ Bi(n;p), kde n = 5000 a p = 0,001 819.
Ze zadani prikladu mizeme stanovit rovnici

P(x - 5000 — 1000000 - Y;, > 2000000) = 0,95,

5000z — 2000 000
PlY, = )
( n < 1000 000 > 0,95

2P¥ipometime, e kvantil ndhodné veli¢iny, jak jsme jej zavedli v odstavci @, udéava
polohu levého chvostu nadhodné veliciny, kdezto nerovnice () udava polohu chvostu
pravého.
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Nyni nerovnost upravime tak, abychom mohli pouzit de Moivreovu-Lapla-
ceovu CLV.

1
. ( 5000p _ Bt =2 5000p> 00

/5000p(1 — v/5000p(1 —

11,095
P (Zn < 2009”) — 0,95,

3,013
L —11,095
200% ) | .
_ = 0,95) = 1.64.
3,013 (0,95) ’
= NORM.S.INV(0,95) |
Odtud = = 3207,28. JAN

Zesilenim de Moivreovy—Laplaceovy véty je véta LévyhoE—Lindeber—
goval, kterd vyjadiuje konvergenci k normalnimu rozdéleni za obecnéjsich
podminek. Nahodnou veli¢inou Y,, je v tomto pripadé soucet n nezivis-
Iych ndhodnych veli¢in Xy, Xo, ..., X,, které jsou stejné rozdélené s konec-
nou stfedni hodnotou EX; = u a kone¢nym rozptylem var X; = o2 pro
1 =1,2,...,n. Pak podle Lévyho-Lindebergovy véty plati pro normovanou
nahodnou veli¢inu

Z, = Y, —nu
no?

rovnéz limitni vztah

lim P(Z, <z)=®(x), —00 < u < 0.

n—o0

Véta 11.6 (Lévyho-Lindebergova). Necht X1, Xo,... jsou nezdvislé stejné
rozdélené ndhodné veliciny se stredni hodnotou ju a konecnym rozptylem o?.
Oznacme .
> Xk —np
Zy=tL =12

=

a oznacme F,(x) distribucni funkci Z,,. Pak

lim F,(z) = ®(x), —o00o < x < 00,

n—oo

kde ®(x) je distribucni funkce N(0;1).

3Paul Pierre Lévy (1886-1971), francouzsky matematik.
4Jarl Waldemar Lindeberg (1876-1932), finsky matematik.
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Vétu uvadime bez dikazu (je k nému potieba teoreticky aparat
pravdépodobnostnich charakteristickych funkei), avsak ukdzeme si, jakym
zpusobem je de Moivreova—Laplaceova véta zobecnénim véty Lévyho—Linde-
bergovy.

Diikaz véty . Vyjdeme z véty . Za X, polozime veli¢iny s alternativ-

nim rozdélenim s parametrem p. Pak Y,, ma binomické rozdéleni s parametry

(n,p) a podle vety tvrzeni () plati. O

Priklad 11.5. Pan Novak jezdi pravidelné do zaméstnani i zpét tramvaji.
Je znamo, ze doba cekani na prijezd tramvaje se pohybuje v mezich 0 az
3 minuty. Jaka je pravdépodobnost, ze celkova doba c¢ekani pana Novika
béhem 23 pracovnich dnu bude kratsi nez 80 minut?

Reseni. Doba cekani na ptijezd tramvaje pri ¢-té cesté, tj. ndhodné velic¢ina
X;, mé rovnomérné rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti

T 0<z;<3,i=1,...,46,

fai) = {0 jinak.

Celkova doba ¢ekani na cestu do zaméstnani a zpét béhem 23 dnil je ndhodna
veli¢ina
46
Yie = Z Xi.
i=1

Stredni hodnota a rozptyl veli¢in X; pro i =1,2,...,46 jsou

3—0 3 3
EXZ:?:§7 VarX,;:Z.
Jelikoz jsou splnény podminky Lévy-Lindebergovy véty, mizeme hledanou
pravdépodobnost urcit jako

46
STX; — 46 - EX;

- 80 — 46 - EX;
P(Yi <80) =P | = :

1
<
146 - var X; /46 - var X;

80 — 69
V34,5

= NURM.S.DIST(STANDARDIZE(SO;GQ;UDMOCNINA(34,5));PRAVDA)I A

=P <Z46 < > = P(Zsg < 1,87) = ®(1,87) = 0,969.




228 KAP. 11 ZAKON VELKYCH CISEL, CLV

Tabulka 11.1: Porovnéani distribu¢ni funkce Zj2 s distribuéni funkei N(0;1)

z 0| 05 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
®(z) | 050691508413 | 0,9331 | 0,9772 | 0,9937 | 0,998 6
Fia(z) | 0,5 | 0,6894 | 0,8393 | 0,9326 | 0,9777 | 0,9944 | 0,9990

Velmi obecné formuloval centralni limitni vétu Alexandr Ljapunova. Do-
kazal, ze rozdéleni souctu nezavislych nahodnych veli¢in X; konverguje pro
1 =1,2,...,n k normalnimu rozdéleni i tehdy, nejsou-li veli¢iny X; stejné
rozdélené. Tato véta se dle svého autora nazyva Ljapunovova. Dalsi varianty
CLV postuluji asymptotické chovani nahodnych vektora nebo dokonce ce-
lych ndhodnych procesi. Také podminku nezavislosti veli¢in X7, Xo,... lze
oslabit. Rigordzni znéni téchto vét i jejich matematické dikazy jsou vsak
pomérné obtizné, proto je v této ucebnici pomineme a c¢tendre odkazeme
napf. na literaturu [g].

Jak rychle se blizi rozdéleni souctii nezavislych nahodnych veli¢in k nor-
malnimu rozdéleni? Touto otdzkou se nebudeme zabyvat teoreticky, ale uve-
deme jen numerické srovnani pro jeden specialni pripad: necht X, 1 <k <

< 12, jsou ,,ndhodna cisla“, tedy nezdvislé ndhodné veli¢iny s rovnomérnym
12
rozdélenim na [0,1]. Ozna¢me Z13 = Y, X — 6 (Z12 ma nulovou stfedni
k=1
hodnotu a jednotkovy rozptyl). V tabulce znaci Fo distribucni funkci
Z12 a @ distribuéni funkei N(0;1); vzhledem k symetrii rozdéleni se staci
omezit na nezdporné hodnoty argumentu. Shoda je prekvapivé dobra, uva-
zime-li maly pocet s¢itanci a znacné odlisny tvar hustoty rovnomeérného
a normalniho rozdéleni. Tak dobrou aproximaci vsak nelze vzdy ocCekavat.
Zhruba plati, ze konvergence je rychlejsi pro (kolem stfedni hodnoty) sy-
metricka rozdéleni, pomalejsi pro asymetrickd. Zminme se jesté o pravidlu
uzivaném v praxi, ze totiz binomické rozdéleni lze aproximovat normalnim,
je-li np(1 —p) > 9.

® Alexandr Michajlovi¢ Ljapunov (1857-1918), rusky matematik a fyzik.
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11.4 Ulohy

11.1 Zasilka obsahuje 3 000 vyrobkil ur¢itého typu. Je znamo, ze pravdépo-
dobnost zhotoveni vadného vyrobku tohoto typu je 0,04.

a) Odhadnéte pravdépodobnost, ze absolutni odchylka podilu vadnych
vyrobkil v zasilce a pravdépodobnost vyrobeni vadného vyrobku bu-
de mensi nez 0,01.

b) Jak se zméni vysledek, jestlize pravdépodobnost vyrobeni vadného
vyrobku bude 0,004 a jestlize zasilka bude obsahovat 30 000 vyrobka?

11.2 Béhem zkousky spolehlivosti se vyrobek porouchd s pravdépodobnosti
p = 0,05. Jaka je pravdépodobnost, ze pii zkouseni 100 vyrobki se porouché
a) alespon 7 vyrobki,
b) méné nez 5 vyrobk.

11.3 Pravdépodobnost vyskytu jevu pfi jednom pokusu je 0,3. S jakou prav-
dépodobnosti lze tvrdit, ze relativni Cetnost vyskytu tohoto jevu ve 100
pokusech bude v mezich od 0,2 do 0,47

11.4 Dlouhodobym pozorovanim bylo zjisténo, ze doba potiebna k objeveni
a odstranéni poruchy stroje — ndhodné velicina X — méa stfedni hodnotu
EX = 40 minut a smérodatnou odchylku v/var X = ¢ = 30 minut. Jakou
dobu si vyzada objeveni a odstranéni 100 poruch, jestlize zddame, aby tato
hodnota nebyla s pravdépodobnosti 0,95 pirekroc¢ena?

11.5 Hodime 100krat hraci kostkou. Oznac¢me Sigg soucet dosazenych ok.
Uzitim CLV urcete pribliznou hodnotu pravdépodobnosti

IP(320 < S100 < 380).

11.6 Necht v,, zna¢i pomérnou ¢etnost lici v n ho-
dech minci. Kolik musime provést hodu, aby prav-
dépodobnost jevu [vn — %] < 0,05 byla nejméné
0,957

a) Reste pomoci CebySevovy nerovnosti.

b) Reste pomoci CLV.
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11.7 Pojistovna pojistuje 1000 lidi stejného véku. Pravdépodobnost imrti
béhem roku je pro kazdého z nich 0,01. Kazdy pojisténec zaplati 1200 K¢.
V pripadé tmrti vyplati pojistovna rodiné 80000 K¢. Jaka je pravdépodob-
nost, ze pojistovna utrpi ztratu? Pouzijte CLV.

ReSeni tloh

11.1 a) 0,872; b) pfiblizné 1.

11.2 a) 0,179; b) 0,324.

11.3 0,971

11.4 4493,5 minut

11.5 0,9216

11.6 384 hodi

11.7 asi 0,065
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Kapitola 12

Zpracovani statistického
materialu

12.1 Zakladni pojmy

Drive nez se zacneme zaobirat zakladnimi sta-
tistickymi metodami, definujeme zakladni pojmy
z oblasti zpracovani statistického materialu.

NEVADILO BY VAN

ODPOVEVET NA 8O
otz T

Definice 12.1 (Zakladni pojmy statistiky)

a) Statistickym souborem Z nazgvime mnoZinu
predmeéti roztridenych z hlediska jejich urcité
spolecné vlastnosti zvané znak.

b) Predméty patrici do statistického souboru na-
zyvdame statistické jednotky nebo téz jednodu-
se prvky souboru.

¢) Znak, jehoz rizné hodnoty, popr. obmény nachdzime u vSech prvki dané-
ho souboru a jenz je zvolen za podklad pro tridéni téchto prvki, budeme
nazyvat argumentem souboru.

d) Celkovy pocet vsech prvki uvaZovaného souboru nazgvime rozsahem sou-
boru.

e) Soucet vsech hodnot argumentu (znaku) statistického souboru nazgvdme
tuhrnem argumentu (ihrnem znaku).

Priklad 12.1. Skupina n osob roztridéna z hlediska jejich véku tvori sta-
tisticky soubor rozsahu n. Jeho argument je vék osob. T4z skupina n osob
tvori jiny statisticky soubor, zvolime-li za argument vysku osoby (méfenu
napr. v centimetrech).

233
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Riizné druhy méfeni na jednotkéach zakladniho souboru produkuji znaky
rizného charakteru:

1)

kategorické znaky z nominalniho méreni, napriklad zjistovani pohlavi
jednotek statistického souboru (muz, zena), povolani, krevni skupiny
apod., u kterych spociva statistické zpracovani predevsim v

o urCovani Cetnosti (absolutni a relativni ¢etnosti),

o urcovani charakteristik polohy (modus),

o urCovani miry variability (nomindlni variance),

o zpracovani kontingenc¢nich tabulek,

e vypocet miry zavislosti (koeficient kontingence) aj.

kategorické znaky z ordindlniho (poradového) méteni, kdy se jed-
notkdm souboru pritazuji ¢isla tak, ze vyjadiuji poradi podle urcitého
kritéria, naptiklad ve skupiné 20 zaméstnanct se priradi ¢isla 1-20
podle odolnosti jedince vuéi stresu (1 znamend nejvice odolny jedinec,
20 nejméné odolny jedinec) nebo hodnoceni v dotaznikovém Setfeni
pomoci Likertovy skély (ze znaku tedy nelze dovodit velikost rozdilu
mezi jednotkami s riznymi hodnotami znaku); statistické zpracovani
poradovych dat spoéiva vétsinou v

o urceni Cetnosti (véetné Cetnosti ku-
mulativnich),

o urceni charakteristik polohy (medi-
an, kvantily),

o urceni mér variability (napt. kvarti-
lové odchylka),

e urcovani miry zavislosti (napf. Spear-
manova koeficientu poradové korela-
ce),

o testovani hypotéz zalozeném na vypoctu poradovych statistik
(znaménkovy test, Wilcoxonovy testy, Kruskaluv—Wallistuv test
aj.).

spojité znaky z intervalového (metrického) méreni, kdy se jednotkdm
pritadi ¢isla tak, ze vyjadiuji velikost rozdili mezi sebou (tedy maji
rovnomeérné rozdily mezi hodnotami, ale nemaji nulovou hodnotu ve
smyslu neexistence dané vlastnosti), napriklad méreni teploty ve stup-
nich Celsia (0 °C' neznaéi neexistenci teploty, ale pouze jednu z moz-
nych hodnot teploty); pfi statistickém zpracovani dat intervalového
méreni vétSinou pouzivame

o urceni charakteristik polohy (aritmeticky prumér),

o urceni mér variability (smérodatna odchylka),

o parametrické testy (Studentovy t-testy, F-test, analyzy rozptylu),

o urceni miry zavislosti (Pearsontuv koeficient korelace) aj.

/
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Obrézek 12.1: Kategorizace statistickych znaki

(dichotomicky)

(kardindlnf)

(kardinalnf)

4) diskrétni ¢i spojité znaky z pomeérového (kardindlniho) méfeni, kdy
jsou jednotkam prifazena cisla vyjadiujici ,,mnozstvi vlastnosti®, kte-
rou méri (tedy maji rovnomérné rozdily mezi hodnotami, ale nulova
hodnota znaéi, ze dand proménna u studovaného objektu neexistuje),
napiiklad méfeni hmotnosti jedince (0 znamend neexistenci hmotnos-
ti) ¢i meéfeni poctu pojistnych udélosti (0 znamend neexistence uda-

losti); pii statistickém zpracovani
postupy ze vsech predchozich ¢asti

dat gomérového méfeni lze vyuzit

Schéma na obrazku prezentuje druhy proménnych, se kterymi statis-
tici nejcastéji pracuji. Hodnoty proménné, které vyzkumnik zjisti pri sbéru
dat v redlném prostfedi, se nazyvaji data.

12.2 RozlozZeni ¢etnosti a

tridéni

U statistickych souboru vétsiho rozsahu casto do-
chézi k opakovanému vyskytu tychz hodnot statis-
tického znaku. Pocet vyskytt dané hodnoty znaku

predstavuje tzv. cetnost hodnoty znaku

. Ta slouzi

predevsim k dplnému popisu kategorickych (no-

mindlnich a ordindlnich) dat, pripadné

téz kvan-

titativnich (intervalovych a pomérovych) dat, po-

kud jsou predem roztridéna do tzv. t¥id

nich inter-

valti. V pripadé diskrétnich statistickych znak,
které vykazuji mensi pocet hodnot, volime prosté
(bodové) tiidéni. Jednotlivé hodnoty statistického znaku oznacujeme jako

tridy statistického znaku.

guy TO ELoVEKA
0Sv(T( NEBO MNE.-
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Definice 12.2 (Druhy ¢Eetnosti)

a) Pocet proki souboru patricich do k-té tridy nazjvdme absolutni ¢etnos-
ti argumentu v k-té tridé (také absolutni tridni cetnosti nebo strucné
cetnosti k-té tridy) a znacime jej fi.

b) Je-li fi absolutni tridni cetnost k-té tridy a n rozsah uvazovaného sou-
boru, pak

(a) %’“ nazyvdme relativni cetnosti k-té tridy,
(b) 100% nazgvame procentni relativni éetnosti k-té tridy.

¢) Kumulativni (souctovou) absolutni ¢etnosti Fy k-té tridy nazgvame sou-
cet vsech cetnosti f; az do k-té tridy vcetné, tj.

k
Fr=fitfot-+f=>_ fi
j=1
d) Kumulativni relativni éetnosti Ry k-té tridy nazgvdme soucet

k
. F
Rk:f1+é+...+&:§ &: k‘
n n n ]:1’)’), n

Kumulativni ¢etnosti (body a a ) maji samo-
ziejmé smysl u dat, které lze prirozenym zptisobem
fadit, tedy specidlné pro ordinalni (avSak nikoliv no-
minalni) kategorické znaky. Pro cCetnosti plati né-
které prirozené vlastnosti sumarizované v nésledu-
jict véte.

Véta 12.1. UvazZujeme statisticky soubor rozsahu n, ktery je rozdélen do r

trid.

a) Soucet vsech absolutnich cetnosti vsech hodnot vsech trid je roven rozsahu
souboru, neboli

fitfot ot fr=) fr=n
k=1

2) Kumulativni absolutni cetnost vsech trid souboru se rovnd rozsahu
souboru, neboli
F. =n,

3) soucet vsech relativnich cetnosti vsech trid souboru se rovnd jedné,
neboli



12.2 ROZLOZENI CETNOSTI A TRIDENI 237

Tabulka 12.1: Tabulka rozlozeni cetnosti pro priklad

Pocet 0 1 2 3 4 5 6 7 Celkem

vyzev
I 8 17 16 10 6 2 0 1 60
Fi 8 25 41 51 57 59 59 60

fro/n || 0,133 | 0,283 | 0,266 | 0,166 | 0,1 | 0,033 | 0,000 | 0,016 1
Ri || 0,133 [ 0,417 | 0,683 | 0,850 | 0,850 | 0,983 | 0,983 | 1

Cetnosti statistického souboru zpravidla piedkladame formou tabulky
obsahujici hodnoty statistického znaku s prislusnymi absolutnimi a rela-
tivnimi ¢etnostmi; fikdme ji tabulka rozlozeni (¢i rozdéleni) cetnosti. Pro
vizualizaci téchto ¢etnosti 1ze pouzit fadu grafickych néastroji, popsanych
v nasledujicim vyctu.

1) Sloupcovy graf rozlozeni absolutnich, resp. relativnich ¢etnosti sestavi-

me tak, Ze na osu x vyneseme jednotlivé t¥idy (hodnoty kategorického

statistického znaku) a nad kazdou tiidou k sestrojime obdélnik s vys-
S

pa

2) Useckovy diagram (nebo graf) rozlozeni absolutnich (resp. relativnich)
cetnosti sestrojime obdobné, jen obdélniky nahradime tseckami ve
sméru osy y.

3) Polygon rozloZeni cetnosti (spojnicovy diagram) dostaneme, jestlize
koncové body useckového diagramu rozlozeni ¢etnosti spojime tsec-
kami a vytvorime tak lomenou ¢aru, kterda pak predstavuje hledany
polygon neboli spojnicovy diagram.

4) Sloupcovy, useckovy graf nebo polygon kumulativnich ¢etnosti do-
staneme analogicky jako v bodech 1, 2 a 3. Polygon kumulativnich
relativnich ¢etnosti se nazyva ogivni krivka (struéné ogiva).

kou rovnou prislusné absolutni ¢etnosti fy, resp. relativni ¢etnosti

Priklad 12.2. t Na telefonni stanici zaznamenavali pocet telefonnich vy-
zev za dobu 1 minuty. Béhem jedné hodiny bylo v urcité denni dobé do-
sazeno téchto vysledkt: 3, 2, 2, 3,1, 1,0, 4, 2,1, 1,4,0, 1, 2, 3, 1, 2, 5,
2,3,0,2,4,1,2,3,0,1,2,1,3,1,2,0,7,3,2,1,1,4,0,0, 1, 4, 2, 3,
2,1,2,2, 3,1,4,0, 2, 1, 1, 5, 3. Sestavte tabulku rozlozeni absolutnich
a relativnich Cetnosti tohoto statistického souboru (i kumulativnich). Déle
sestavte graf relativnich cetnosti a graf kumulativnich relativnich cetnosti
tohoto souboru.

Reseni. V Excelu se hodnoty ¢etnosti spocitaji nejrychleji nastrojem kon-
tingen¢ni tabulka (VloZeni > Kontingenc¢ni tabulka): pole ,pocet vyzev*
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umistime zaroven do oblasti fadku i hodnot, pfi¢emz v oblasti hodnot upra-
vime nastaveni pole tak, ze zaménime kritérium pole na pocet — tim dosta-
neme rozlozeni absolutni ¢etnosti. Upravme déle zobrazeni hodnot na % ze
souctu sloupce (prip. jesté format ¢isla na ¢islo s tfemi desetinnymi misty),
dostaneme hodnoty relativnich éetnosti. Kumulativni ¢etnosti dostaneme
volbou zobrazeni na Mezisoucet v, resp. % mezisouc¢tu v. Jedno zdrojové
pole je mozné do oblasti hodnot kontingencni tabulky umistit opakované,
vSechny ¢tyTi typy cetnosti tak miiZzeme spocitat ve stejné kontingencni ta-
bulce. Vysledek je patrny z tabulky .

Alternativnim postupem je vyuzit funkce Excelu pro podminény poctu.
K tomu je nejprve potieba vytvorit blok bunék obsahujici mozné hodnoty
kategorické proménné (v nasem pripadé tedy hodnot od 0 do 7, dejme tomu
v bunkdch €3:C9). Funkce = COUNTIF| vrati pro kazdou z téchto hodnot
pocet vyskytu v oblasti zdrojovych dat (dejme tomu v bunkéch A2:A61).
Pro vyskyt nul bude tedy vzorec mit podobu = COUNTIF($C$2:$C$61;$E2) l
a pro ostatni hodnoty jej jednoduse zkopirujeme. Vysledkem je tabulka ab-
solutnich cetnosti. Relativni ¢etnosti dostaneme prostym vydélenim celko-
vého poctu pozorovani, kumulativni ¢etnosti postupnym pri¢itanim cetnosti
absolutnich (pripravu vzorcu jiz ponechdvdme na ¢tendfi jako samostatny
ukol).

Grafické znazornéni ziskime pomoci vhodného typu grafu nad vyse pfi-
pravenymi tabulkami. Jako zdroj je mozné vyuzit i jak kontingenc¢ni tabul-
ku, tak ru¢né pripravenou tabulku ¢etnosti. Jako typ grafu volime sloupco-
vy, resp. spojnicovy graf. Vysledné grafy mohou vypadat kuptikladu jako
na obrazcich a . A

Relativni ¢etnosti aproximuji pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné veli-
¢iny a kumulativni relativni ¢etnosti jeji distribuéni funkci. Napriklad hod-
noty relativnich ¢etnosti v tabulce predstavuji odhady neznamych prav-
dépodobnosti diskrétni ndhodné veli¢iny reprezentujici pocet telefonnich vy-
zev za nahodné zvoleny minutovy casovy interval, a kumulativni relativni
Cetnosti odhady hodnot jeji distribu¢ni funkce.

Prosté tridéni kvantitativnich znaka nedava uspokojivé vysledky: vétsina
hodnot takovych znaki se v souboru vyskytuje obvykle jen jednou (nebo
v malych ¢etnostech, pokud je statisticky soubor vysledkem méreni s nizkou
presnosti). Pred poc¢itanim cetnosti je je tedy potieba nejprve data katego-
rizovat do mensiho poc¢tu t¥id (typicky tfidnich intervali) — tomuto postupu
se 1ika intervalové tiidéni.
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Obrézek 12.2: Sloupcovy graf relativnich ¢etnosti z prikladu
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ézek 12.3: Graf kumulativnich relativnich cetnosti a ogiva z prikladu
- 2

Definice 12.3 (Varia¢ni obor a intervalové t¥idéni)
Necht a je minimdlni hodnota argumentu X, b je maximdlni hodnota argu-
mentu X daného statistického souboru, tj. Tmin = @, Tmax = b.

a) Interval [a;b] nazgvdme variaénim oborem (nebo téZ oborem variability,
intervalem variability) argumentu X daného statistického souboru.

b) Rozdil R = b — a nazjvdme varia¢nim rozpétim (sire) argumentu X
daného statistického souboru.

!Maximélni a minimalni hodnotu mé smysl uvazovat u metrického méfeni.
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¢) Variacni obor [a,b] rozkldddme na mensi ¢asti nazgvané t¥idy argumen-
tu X. Nejcastéjsim pripadem je rozklad intervalu [a;b] na posloupnost
navazujicich neprekrjvajicich se t¥idnich intervala (ag;by].

d) Sitkou (délkou) tridniho intervalu (ay;bi] nazjvdme cislo hy, = by, — ay.
Cislo %(ak + br) nazyvame stredem t¥idy, ¢islo ap dolni hranici tridy,
c¢islo by, horni hranici tridy.

e) Vybranou hodnotu xj argumentu X, kterd zastupuje vsechny hodnoty
patrict do této tridy, nazyvdime tridnim znakem k-té tridy. Tridni znak
je nejcastéji stred prislusné tridy.

Dvé pozorovani povazujeme za ekvivalentni, jakmile data (hodnoty zna-
ku) zjisténd v obou mérenich padnou do téze t¥idy. Pri rozkladu varia¢niho
oboru [a;b] s n naméfenymi hodnotami na t¥idni intervaly budeme dbat
zpravidla téchto zasad:

)

Doporuceny pocet tiidnich intervali je 8 az 20. Zvoleny pocet zalezi na
rozsahu souboru a ucelu statistické tabulky. Pocet r tfidnich intervala
muzeme také urcit napiiklad pomoci Sturgesova¥ pravidla

r~1+4logy,n =1+ 3,322logn,

YuleovaE pravidla
r = 2,5v/n,

nebo jednodussich vztahu r ~ /n ¢ r ~ 5log;,n.

Pocet tiid mtzeme také urcit pomoci volby sitky tiidy. V téchto pii-
padech volime obvykle stejnou sitku pro vSechny tiidni intervaly a ob-
vykle néjaké prirozené hodnoty. Jako orienta¢ni hodnotu mizeme vzit
napriklad sirku

8

Tridni intervaly v definici jsou formalizovany jako zleva otevre-
né a zprava uzaviené. Nejednd se o rigorézni pravidlo, takto se na-
priklad v Excelu chova funkce |= CETNOSTI| a graf typu histogram.
(Navic prvni t¥idni interval i v téchto nastrojich je z podstaty uzavieny
i zleva.) Jiné néstroje mohou pouzivat alternativnich zptsobu zafaze-
ni hrani¢nich hodnot: kategorizace s vyuzitim funkce |= SVYHLEDAT
povede naptiklad na tr¥idni intervaly zleva uzaviené a zprava oteviené.
Hodnoty na hranici t¥id obvykle nechavame zattidovat podle vycho-
ziho chovani zvoleného néstroje.

2Herbert Arthur Sturges (1882-1958), némecky matematik a statistik.
3George Udny Yule (1871-1951), anglicky matematik a statistik.
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Tabulka 12.2: Pocty zemfelych na 100 tisic obyvatel v jednotlivych tydnech
roku (od 1. do 52. tydne: zleva doprava shora dolu)

50,08 | 44,55 | 42,5 | 40,68 | 39,42 | 38,63 | 43,45 | 36,97 | 39,50 | 42,26
38,23 | 38,87 | 38,55 | 37,92 | 38,79 | 38,00 | 37,44 | 39,73 | 33,41 | 35,86
32,47 | 34,05 | 32,94 | 32,47 | 37,13 | 31,28 | 33,26 | 37,52 | 32,23 | 34,76
32,78 | 37,84 | 34,76 | 37,29 | 33,89 | 35,23 | 34,05 | 36,97 | 30,65 | 36,34
38,55 | 35,31 | 39,50 | 36,50 | 39,15 | 38,79 | 38,47 | 43,84 | 38,47 | 39,34
43,21 | 42,18

Zdroj dat: Cesky statisticky trad

4) Vyskytuje-li se v krajnich tfidach (prvni nebo posledni) velmi maélo
hodnot argumentu X, je vhodné tyto tiidy spojit se sousedni tiidou
v t¥idu jedinou. (Takova ti¥ida pak bude mit samoziejmé odlisSnou Sif-
ku.)

Pocet a sitka intervalll nejsou ddny jednoznacné, vzdy zalezi na subjek-
tivni volbé vyzkumnika. Cilem je vSak zvolit takovy pocet intervalu s pri-
slusnou sitkou, aby vytvorené intervalové rozdéleni cetnosti vypovidalo o za-
kladnich charakteristikich sledovaného znaku. Jakmile jsou data roztridéna
do tridnich intervali, mizeme nad nimi pocitat cetnosti a konstruovat cet-
nostni grafy, jak jsme jiz ¢inili v pripadé prostého tridéni. Nékteré prvky
lze dokonce konstruovat piimo nad daty (roztiidéni do tiidnich intervalu je
prislusnym néastrojem provedeno automaticky). Konkrétné sloupcovy graf
absolutnich ¢i relativnich Cetnosti tfidnich interval se nazyva histogram.
Sestavuje se tak, ze na ose x se vynasi stfedy jednotlivych tiid a nad kaz-
dou tseckou zobrazujici uréitou t¥idu (8itky hy) sestrojime obdélnik s vyskou
rovnou prislusné absolutni ¢etnosti fi, popr. relativni ¢etnosti %’“ V Excelu
se histogram absolutnich ¢etnosti vytvari jako graf typu histogram pfimo
nad daty. Histogram relativnich c¢etnosti vSak je nutné vytvorit bud jako
klasicky sloupcovy graf nad tabulkou intervalového tiidéni, anebo je mozné
pouzit néstroj Analyza dat (konkrétné analyticky néastroj Histogram).

Priklad 12.3. Bl Data v tabulce [12.9 ukazuji pocty
zemielych v CR na 100 tisic obyvatel k 1. lednu 2023
ve véku 65 az 74 let podle tydnt. Sestavte tabulku in-
tervalového rozlozeni absolutnich a relativnich ¢etnosti
(véetné kumulativnich) udaného statistického souboru
a zkonstruujte histogram cetnosti.

Reseni. Rozsah datového souboru je n = 52 pozorova-
ni. Odpovida tomu 1+logy(52) = 6,7 = 7 tiidnich intervali podle Sturgeso-
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va pravidla a stejny pocet intervali i podle Yuleova pravidla (2,5\‘7@ =6,7)
¢i odmocninového pravidla v/52 = 7,2. Hodnota logaritmického pravidla je
vyssi, 5log;(52) = 8,6 odpovidd osmi nebo deviti tfidnim intervalim. Pyi-
padné mtzeme vyjit z variacniho rozpéti 50,08 — 30,65 = 19,43 a volit sitku
priblizné 8/100 - 19,43 = 1,55.

Na zakladé vyse uvedené analyzy jsme se rozhodli data intervalové roz-
tridit do sedmi intervalt (to odpovidé sifce intervalu 19,43/7 = 2,77 = 3)
a jesté zvolime hranice na ,hezkych* hodnotdch poc¢inaje hodnotou 30. Pri
této volné lezi minimum a maximum uvniti oblasti vymezené tiidénim (me-
zi 30 a 51), ale i v pripadé, kdyby tomu tak nebylo, je mozné piipadné nizké
a vysoké hodnoty zahrnout do krajnich t¥idnich intervali. Reeni ukazuje
tabulka . Jestlize umistime data do bunék A2:A53, vytvorime tabulku
absolutnich cetnosti takto: nejprve do prvniho sloupce vytvarené tabulky
(dejme tomu do bunék C2:C8) zaddme hodnoty hranic tiidnich interva-
ld, poc¢inaje 33 a konce 48. Ve vedlejsim sloupci oznac¢ime bunky D2:D9
(o jednu burku vice, nez je pocet hrani¢nich bunék), stiskneme klavesu
F2 a zadame vzorec |= CETNOSTI (A2:A53;C2:08)‘ a ukoncime jej stiskem
Ctrl+Shift+ENTER — vzorec se takto ulozi jako maticovy. V novéjsich ver-
zich Excelu se vzorec vlozi jednoduseji jako dynamicky maticovy vzorec —
staci jej vlozit standardnim zpisobem do bunky D2, zbytek (roztazeni do
dalsich bunék) jiz zafidi Excel automaticky.

Néstroj histogram (Vlozeni > Grafy > Histogram) bude volit pocet inter-
vali a sitku tiid automaticky, je mozné ale prostrednictvim formatu osy x
volby upravit (Format osy > MoZnosti osy). Volbou Interval dolni, resp. hor-
ni hranice mizeme upravit i polohu hranic mezi tfidnimi intervaly (zadava
se hranice mezi prvnim a druhym, resp. mezi predposlednim a poslednim
tfidnim intervalem); tim dojde soucasné i k zahrnuti nizkych a vysokych
hodnot znaku do krajnich tiidnich intervali. Vysledek muze vypadat po-
dobné jako na obréazku [12.4.

A

Argument statistického souboru je v pravdépodobnostnim pohledu pred-
stavovan ndhodnou veli¢inou X . Ze zdkona velkych ¢isel (podrobnéji viz vétu
[13.2) plyne, Ze relativni cetnost % udava (priblizné) pravdépodobnost, ze
X padne do k-té tiidy, tedy P(ar < X < by) = % Histogram relativnich
Cetnosti tedy aproximuje hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X.
Podobné kumulativni relativni ¢etnosti znazornéné ogivou aproximuji dis-
tribuéni funkci této ndhodné veliciny.




12.3 CHARAKTERISTIKY POLOHY 243

Tabulka 12.3: Tabulka intervalového tfidéni pocétu zemrfelych na 100 tisic
obyvatel (nj — absolutni ¢etnost, Fj, — kumulativni absolutni cetnost, f —
relativni Cetnost, Ry — kumulativni relativni ¢etnost)

| k | interval || ng | F, | I | Ry, |
1| (30533] 7|1 710,135 | 0,135
21 (33;36] || 10 | 17 | 0,192 | 0,327
3] (36;39] || 20 | 37 | 0,385 | 0,712
4] (39;42] || 7] 440,135 | 0,846
5 | (42;45] 7] 510,135 | 0,981
6 | (45;49] 0| 51| 0,000 | 0,981
7| (4851 || 1] 520,019 | 1,000

Histogram poctu zemrelych na 100 tis. obyvatel
25

20

15

10 .I
- - I

(33, 36] (36, 39] (39, 42] (42, 45) (45, 48] >48

Obrazek 12.4: Histogram cetnosti z prikladu

12.3 Charakteristiky polohy

Pravdépodobnostni chovani ndhodné veli¢iny je jednoznacné a tplné urce-
no pravdépodobnostni funkci, hustotou pravdépodobnosti nebo distribu¢ni
funkei. Pii feseni pravdépodobnostnich tloh je mnohdy vyhodné shrnout
zékladni informace o rozdéleni ndhodné veli¢iny do nékolika ¢iselnych cha-
rakteristik, jak jsme ucinili v kapitole E pro charakteristiky polohy (stfedni
hodnota, modus, median), variability (rozptyl, smérodatnd odchylka) sy-
metrie (Sikmost) ¢i koncentrace (Spicatost). Takové charakteristiky se ve
statistice oznacuji jako teoretické. Podobnym zptsobem lze vSak charakteri-
zovat i datové soubory: napiiklad relativni ¢etnosti popisujici kategorickych
dat jsou datovym protipdlem pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny
a kumulativni ¢etnosti datovym protipolem distribuc¢ni funkce. Stejné tak
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je mozné vlastnosti proménnych datovych soubora shrnuout pomoci jedno-
duchych ¢iselnych charakteristik. Protoze vétsina datovych soubort pochézi
z vybéru (empirickych dat), oznacuji se tyto charakteristiky jako vybéro-
vé (empirické). V tomto a nasledujicich odstavcich se tedy budeme vénovat
vybérovym charakteristikdAm polohy, variability, symetrie a koncentrace em-
pirickych soubor.

Definice 12.4 (Aritmeticky, geometricky a harmonicky prameér)
Necht je dan statisticky soubor, jehoZ argument x nabyvd hodnot x1, s, ..., Ty,
které jsou popr. roztridény do r trid, pricemz fi znaci absolutni cetnost k-té
tridy a xi je vhodné zvoleny reprezentant této tridy.

a) Aritmeticky prumér Z je definovdn vztahy

1< 1
T= szi = 5kaxk. (12.1)
=1 k=1

b) Geometricky primér Z, je definovdn pro kladné hodnoty x1,x, . .. ,xng
vztahem
(12.2)
¢) Harmonicky pramér Zy, je definovdn vztahy
1 I =1 .1
In=—, kde a=— —i—zﬁ. (12.3)
a n i—1 ZT; n 1 T

Ve vztazich (|12]J), (|12ﬂ) az ([125) jsou uvedeny dva tvary. Prvni tvar
odpovida neroztridénému a druhy tvar roztfidénému souboru.

Aritmeticky prumér je ziejmé nejpouzivanéjsi charakteristikou polohy
souboru dat. Hodnotu aritmetického priméru vsak vyznamné ovliviuji ex-
trémni hodnoty zastoupené v souboru (fikdme jim odlehla pozorovani). Pro-
to je nékdy vhodné pouzit jako miru polohy jinou charakteristiku, napriklad
median nebo useknuty prameér.

Geometricky prumér se uplatnuje v ekonomii a finanéni matematice, na-
priklad pfi vypoctu prumérného procentniho zvySeni (sniZeni) cen zbozi
(prumérného tempa rustu ¢i poklesu) v usecich ve sledovaném ¢asovém ob-
dobi. Geometricky primeér nelze pouzit, pokud argument X nabyva nulové
nebo zaporné hodnoty.

4Bude-li alespoii jedna z hodnot z; rovna nule, bude také geometricky primér roven
nule.
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Harmonicky prumér lze pouzit tehdy, ma-li smysl soucet reciprokych
hodnot, tj. tehdy, kdyz primérovana veli¢cina ma charakter ¢asti z celku,
tedy mame vypocitat prumér tzv. pomérnych ¢isel, napriklad pri vypoctu
prumérné rychlosti o auta v km/h, jsou-li dany diléi dréhy s; a jim odpovi-
dajici rychlosti v;, kde cas je roven t = 2.

Narozdil od grafii rozlozeni Cetnosti, které poskytuji pomérné obsahlou
informaci o statistickém souboru, dava nam kazda charakteristika polohy
jen omezenou dil¢éi informaci o ,,praumérné“ hodnoté jednotky statistického
souboru.

Nésledujici dvé véty uvadime bez dukazu.

Véta 12.2 (o vlastnostech aritmetického pruméru).

a) Soucet vsech absolutnich odchylek hodnot znaku X; od aritmetického
pruméru vsech hodnot souboru je roven nule, neboli

n

> (wi—3)=0.

=1

b) Jsou-li vSechny hodnoty znaku x; rovny téze konstanté c, pak je aritme-
ticky prumeér vsech hodnot znaku roven téze konstanté c, tj.

n n
_ Xy C
€Tr = E — = E — = C.
n n
=1 i=1

¢) Pricteme-li ke vsem hodnotdm znaku x; touZ konstantu c, zvétsi se o tuto
konstantu c i aritmeticky prumeér vSech hodnot znaku, tj. plati

zi+ec
Z =T+ c.
n

i=1

d) Vyndsobime-li vSechny hodnoty znaku x; touz konstantou ¢, bude arit-
meticky prumeér téchto hodnot vyndsoben stejnou konstantou c, neboli

Véta 12.3 (o vztahu mezi pruméry, bez dukazu). Pro libovolny statisticksy
soubor se znakem X plati:
T < Ty < I

Priklad 12.4. t Uvazujme akcii, jejiz cena v prvnim roce rostla o 10 %,
v druhém roce klesla o 20 % a v tfetim roce opét klesla o 15 %. Jaky byl
prameérny procentni rust ceny dané akcie?
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Reseni. Pramérné tempo rastu cen akcie je geometrickym pramérem dat
o rustu (poklesu) jeji ceny. Muzeme psat:

Ty = 4/(1+0,1)(1-0,2) (1 —0,15) = 0,908,

= GEOMEAN(Al:AB)]
tedy pramérny pokles ceny akcie byl po zaokrouhleni 9,1%. Cislo 9,1% vyja-
dfuje hodnotu primérného konstantniho poklesu ceny akcie ve sledovanych
letech, tedy plati 0,908% = 1,1-0,8 - 0,85. Miizeme to téZ interpretovat tak,
ze celkovy pokles ceny této akcie by byl po tiech letech stejny, jako kdyby
kazdym rokem poklesla cena o 9,1 %. A

Priklad 12.5. t Pobocka Ceské posty ma v uréitou dobu celkem ¢tyf¥i za-
meéstnance u prepazky. Prvni zaméstnanec odbavi zdkaznika za dvé minuty,
druhy za t¥i minuty, tfeti za pét minut a ¢tvrty za Sest minut. Vsichni pra-
covnici pracuji na stejné naro¢ném tkolu. Jaka je primérnd doba potrebna
k odbaveni jednoho zakaznika?

Re$end. Prvni zaméstnanec odbavi za jednu hodinu 30 zdkaznikd, druhy
zaméstnanec za stejnou dobu 20 zdkaznikt, tfeti 12 zdkaznikid a ctvrty
10 zédkaznikt. Za celkovy c¢as 4 hodiny odbavi vSichni ¢tyfi zaméstnanci
dohromady 72 zdkaznikidl. Primérnd doba potiebna na odbaveni jednoho
zékaznika je % = % hodiny, coz je asi 3,3 minuty. Zlomek % je prostym

60
harmonickym priameérem cast potfebnych na odbaveni jednoho zakaznika
u jednotlivych zaméstnanci.

) 4 4 4

1 1 1 1 1 1 1 1 72 )

= HARMEAN(A1:A4)
Primérnd doba potfebna na odbaveni jednoho zédkaznika je asi 3,3min. A

Ma34-li vyzkumnik podezreni, Ze je hodnota vypocitaného aritmetického
pruméru do znacné miry ovlivnéna extrémnimi hodnotami souboru (mi-
nimem a maximem hodnot), je ¢asto béznou praxi, ze se tyto extrémni
hodnoty (nebo uréité procento vsech hodnot) ze souboru dat vypusti, pak
mluvime o tzv. useknutém pruméru, nebo se nahradi hodnotami blizsimi
zbylym hodnotdam v souboru, pak jde o tzv. winsorizovany priumér. Nej-
castéji se ovsem problém extrémnich hodnot fesi robustni charakteristikou
polohy, kterou je median.
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Necht je dan statisticky soubor, jehoz argument x nabyvd hodnot xi,
Zo,...,Ty. Sefadime-li hodnoty podle velikosti, dostaneme tzv. usporddany
statisticky soubor

T(1),Z(2)5 -3 T(n)s
kde z(1) oznacuje nejmensi hodnotu, z(z) oznacuje druhou nejmensi hodnotu
atd. Obecné z(;) oznacuje i-tou poradovou hodnotu.

Definice 12.5 (Medién)

Median je definovdn dvéma zpusoby v zdvislosti na poctu prvki statistického
souboru. V pripadé lichého poctu hodnot vezmeme za medidn T prostredni
hodnotu usporddaného souboru

S (E IR
Pokud X md sudy pocet hodnot, vezmeme za medidn T aritmeticky primer
prostrednich dvou hodnot
“(5) T
5 :

T =

Median je specidlnim piipadem vybérového kvantilu. Vybérovym kvan-
tilem nazyvame hodnotu zvolenou tak, ze pozorovani, ktera jsou mensi nez
tato hodnota, tvori predepsany dil vybéru (napf. 10% vybérovy kvantil
oznacuje hodnotu, kterd je vétsi nez 10 % hodnot statistického souboru
a mensi nez 90 % hodnot statistického souboru).

Definice 12.6 (Kvantil)

Vybérovy kvantil &, je redlné cislo, pro které plati, Ze 100p % jednotek
usporddaného souboru md hodnotu mensi nebo rovnu &, a 100(1 —p) %
jednotek md hodnotu vétsi nebo rovnu x,, kde 0 < p < 1.

Rozezndvame tii specidlni p¥ipady vybérového kvantilu: 25% vybérovy
kvantil, oznaceny Zos5, se nazyva dolni (také pruoni) vybérovy kvartil a je to
takové ¢islo, pod nimz lezi ¢tvrtina vSech hodnot souboru, neboli 25 % vsech
hodnot je mensich nebo rovno tomuto kvantilu. Déle 50% vybérovy kvantil
nazyvame druhy kvartil a je jim ve skute¢nosti median, oznaceny v tomto
kontextu Z5. Konecéné 75% vybérovy kvantil, oznaceny Z7s, se nazyva horni
(treti) vybérovy kvartil a lezi pod nim tfi ¢tvrtiny vsech hodnot souboru.
Dalsimi uzivanymi nazvy kvantila jsou decily Z19, Z20, - - -, Z100 & percentily
:Z‘]_, i’:?, ey ‘%100‘

Kvantily (véetné medidnu a kvartilil) nejsou svoji definici uréeny jedno-
znacné. Napriklad medidan pro sudy rozsah statistického souboru miize byt
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Tabulka 12.4: Tabulka absolutnich ¢etnosti z prikladu

Znak x Hxl‘xg‘xg‘:m‘
Hodnota znaku 10 | 16 | 28 | 50
Absolutni ¢etnost n; || 30 | 10 | 3 1

v principu_kterékoliv ¢islo mezi dvéma ,,prostfednimi“ hodnotami. Vzorec
v definici (prumérujici tyto dvé hodnoty) je pouze nejobvyklejsi volbou
hodnoty medianu. U kvantilt a kvartila je situace méné jednotna: rizny sta-
tisticky software muze vratit ruzné (i kdyz podobné) hodnoty vybérovych
kvantili a Microsoft Excel ma dokonce dvé odlisné implementované funkce
pro vypodet kvantildi ( = PERCENTIL.INC|a |= PERCENTIL.EXC)). Pro véts
rozsahy soubori jsou vsak rozdily z praktického hlediska nepodstatné.

Definice 12.7 (Modus)
Necht argument statistického souboru mizZe nabyjvat pouze konecné mmnoha
hodnot. Pak modus je hodnota argumentu s nejvétsi absolutni cetnosti.

Modus, oznacovany nejcastéji T, nemusi byt urcen jednoznac¢né: muze
se stat, ze dvé ¢i vice hodnot argumentu maji stejnou absolutni cetnost.
U spojitych znaku pak neni modus obvykle definovan viibec (vétsina hodnot
mé obvykle pouze jeden nebo zadny vyskyt v souboru). V téchto pripadech
je ale mozné statisticky soubor intervalové roztridit a urcit modus tridnich
intervalii. Takto ur¢eny modus se oznacuje jako moddini interval.

Pro vypocet modu v MS Excel lze vyuzit funkei | = MODE.MULT | (pfipadné

= MODE.SNQL|, pokud je modus jednoznac¢ny). Jejich argumentem je oblast
vSech zpracovédvanych dat a vystupem obou funkci je hodnota, kterd se
v souboru dat vyskytuje nejcastéji, tedy minimalné dvakrat. V piipadé, ze
v oblasti je kazda hodnota zastoupena jen jednou, funkce vrati chybu. Je-li
modus vicendsobny, vSechny takové vyskyty vrati prvni z vyse jmenovanych
funkei jako dynamickou matici.

Modus, median a aritmeticky primeér nabyvaji vétsinou riznych hodnot.
Blizké hodnoty medidanu a primeéru indikuji symetrické rozdéleni ¢etnosti.
Ve statistice se také Casto zpracovavaji i soubory dat s vice maximy, resp.
vrcholy. Rozdéleni s jednim vrcholem se nazyvaji unimodalni, se dvéma
vrcholy bimodalni atd.

Priklad 12.6. t Tabulka ukazuje absolutni ¢etnosti ¢tyf hodnot né-
jakého statistického znaku. Vypocitejte aritmeticky prumeér, medidn a mo-
dus. Urcete hodnotu dolniho a horniho vybérového kvartilu.
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Resend. Aritmeticky pramér je

-1 10-1 -2 1-
:E:?)O 0+10 i4+3 8+ 50:13750'

= PR["JMER(Ai:A44)]
Jelikoz mame 44 hodnot, bude median primér 22. a 23. poradové hodnoty,
tedy z = 10.

= MEDIAN(Al:A44)]
Modus je nejéetnéjsi hodnota znaku, podle tabulky je to cislo 10, lze
ovéfit, Ze také # |= MODE.MULT(10;...;50) | = 10.
Dolni vybérovy kvartil bude primér 11. a 12. poradové hodnoty, tj. 10,
a horni vybérovy kvartil je 16.
Z25 |2 QUARTIL.EXC(A1:44;1)| = 10,

#75 |2 QUARTIL.EXC(A1:A44;3)| = 16. A

12.4 Charakteristiky variability (ménlivosti)

Definice 12.8 (Charakteristiky variability)
a) Varia¢ni §i¥{ (variaénim rozpétim) R nazgvdme rozdil nejuétsi a nejmensi
hodnoty znaku (v tomto poradi), tedy

R = T(n) — Z(1)-

b) Rozptylem (disperzi, také popula¢nim rozptylem) o2 statistického sou-
boru s rozsahem n nazgvdme aritmeticky prumeér kvadratickych odchylek
(z1, — Z)? hodnot argumentu X od aritmetického priméru :

n

1 U _

02 = - Z(ﬂfz —7)? = - ka(xz —7)% (12.4)
i=1 k=1

¢) Vybérovym rozptylem s2 statistického souboru s rozsahem n nazjvd-

me primér kvadratickijch odchylek (xx — %) hodnot argumentu X od

aritmetického pruméru T, korigovany o tzv. poCet stupna volnosti:

2= 1 i(xi—z)% ! ifk(:vi—iz)Q. (12.5)
=1 k=1

n—1 n—1

d) Populacni, resp. vijbérovou smérodatnou odchylkou oy, resp. s, nazy-

vdme
Voi =0, > 0. (12.6)
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pro populacni verzi rozptylu, resp.

1/8721 = Sn 2 0 (127)

pro vybérovou verzi rozptylu.
e) Pramérnou odchylkou d nazgvime aritmeticky primér absolutnich hod-
not odchylek od aritmetického prumeéru &, tj.

S 1
d:gZ]mi—:ﬂ:ﬁZﬁc]wk—i\. (12.8)
=1 k=1

f) Varia¢ni koel"]cielrlta v statistického souboru je definovdn jako

On

v=— nebov = an (12.9)
T T
(podle verze pouzité smérodatné odchylky).
g) Variaéni pomér (pro nomindlni data) se definuje
vp=1-"m (12.10)

n

kde n,, je cetnost odpovédi v moddlni kategorii a n je celkovy rozsah
souboru.
h) Nominélni variance se definuje predpisem

2 2
P A DL (12.11)

n2 ’

kde ny je cetnosti prislusné kategorie a n rozsah souboru.

Charakteristiky f) a g) se vyuzivaji u nominélnich dat.

7 vy 213

Variaéni site je ,,nejhrubsi mirou variability, kterd udava délku intervalu,
v némz se nachazeji véechny hodnoty znaku. Nevyhoda variac¢ni Sife spociva
v tom, ze zavisi pouze na extrémnich hodnotéch, které nemusi byt pro dany
znak charakteristické. Proto se v rdmci vySetfovani variability (ménlivosti)
dat urcuji také tzv. kvantilovd rozpéti, specidlné

o (mezi)kvartilové rozpéti jako rozdil horniho a dolniho kvartilu,
Rq = T75 — X5,

o decilové rozpéti
Rp = %99 — Z10,

5Oznadovany také CV z anglického coefficient of variation.
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o percentilové rozpéti
Ro = %99 — 1,

a (mezi)kvantilové odchylky

o (mezi)kvartilovd odchylka Q = RTQ,
o decilovd odchylka D = %,
o percentilovd odchylka C' = %.

Napriklad kvartilova odchylka udava primérnou délku dvou prostrednich
kvartilovych intervali, podobné decilova a percentilova odchylka vyjadiuje
prumérnou vzdalenost mezi sousednimi decily, resp. percentily. Mezikvarti-
lové rozpéti a kvartilova odchylka se obvykle poji se situaci, kdy je za miru
polohy statistického souboru volen median.

Varia¢ni koeficient slouzi k porovnani relativniho vyznamu smeérodatné
odchylky od aritmetického primeéru, tj. kolik procent priméru predstavu-
je smérodatné odchylka. Tento ukazatel je bezrozmérna veli¢ina vétsinou
vyjadiend v procentech a vyuzivd se pro srovnani variabilit dvou a vice
proménnych, které pouzivaji rizné jednotky méreni. Variacni koeficient se
nehodi v pripadech, kdy je primérna hodnota blizko nule. Naopak je vhod-
ny, jsou-li vSechna data kladné. Hodnota v = 1 predstavuje 100 %.

Rozptyl je definovan vzorcem (), ktery by se uplatnil pfi manualnim
vypoctu v MS Excel. Pro vypocet za pomoci kalkuldtoru bychom vyuzili
tzv. vypocetniho tvaru

n

1 o 1 _
k=1

n -
=1

Mame-li vsak k dispozici podkladova data, nejrychlejsi cestou k vypoctu
rozptylu by byl vzorec '= VAR.P|

Nésledujici vétu opét uvadime bez dukazu.

Véta 12.4 (o vlastnostech rozptylu).

a) Jsou-li vSechny hodnoty statistického znaku totoiné konstanty c, pak je
jejich rozptyl roven nule, tj.

i=1

b) Pricteme-li k jednotlivgm hodnotdm znaku x; touz konstantu c, hodnota
rozptylu se nezmendt, tedy plati

n
=0,

(zi—c) =@+ _

=1
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¢) Nasobime-li jednotlivé hodnoty znaku X; konstantou ¢, je rozptyl ndsoben
druhou mocninou této konstanty, tedy

)2
C-X; —C-XT
etz e d) _ 2 g2,

n
n
=1

)

Hodnoty argumentu statistického souboru jsou nejcastéji realizace néja-
ké ndhodné veli¢iny. Napriklad pocet telefonnich hovori na tustiedné za 1
minutu (viz priklad ) je ndhodn4 veli¢ina, ktera se ¥idi Poissonovym roz-
délenim X ~ Po(\), v tuto chvili s neznamym parametrem \. Jednim z tikola
statistické analyzy (konkrétné teorie odhadu) je odhadnout skuteénou hod-
notu parametru A. Mame-li k dispozici data, pak k odhadu nezndmé stredni
hodnoty EX = X této ndhodné veliiny uzijeme aritmetického prameéru sta-
tistického souboru. K aproximaci rozptylu ndhodné veli¢iny var X = X se
v podobném duchu pouzivd rozptyl statistického souboru. Rozptyl uvede-
ny ve vzorcich (@I; a () vsak rozptyl podkladové ndhodné velic¢iny
ve skutecnosti podhodnocuje, proto se k odhadu pouziva vybérova verze
rozptylu (), prip. vypodetni vzorec

1 n 1 - n
2 _ 2 2 _ 2 -2
Sn_n—lg(xk)_n—lx _n—lg;flxi n—lx‘

V Excelu k tomu rovnéz slouzi funkce |= VAR.S| resp. == SMODCH.VVBER.S
pro vypocet vybérové smérodatné odchylky. Takto definovany rozptyl teo-
retickou hodnotu rozptylu podkladové ndhodné veli¢iny jiz nepodhodnocuje
(podrobnéji viz vétu na strané R63).

Priklad 12.7. g Vypocitejte charakteristiky variability, varia¢ni siti, hor-
ni a dolni kvartil, kvartilové rozpéti, kvartilovou odchylku a varia¢ni koefi-
cient dat (viz tabulku ), kterd vyjadiuji spotfebu paliva v mpg (mile na
galon) osobnich automobilti ruznych svétovych znacek.

Reseni. Rozptyl o2 je aritmeticky primér kvadratickych odchylek hodnot
od aritmetického prameéru:

82
1
oy = ok ;(mk —33,78)% =

1 .
=% ((23,1 —33,78)% + -+ + (23,4 — 33,78)%) = 98,87.

= VAR.P(D4:D8S5) |
Smérodatnd odchylka o2 = /s2, = /98,87 = 9,94.
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Tabulka 12.5: Soubor dat pro pitklad

23,1 16,7 22,9 23,6 22,9 195 46,5 434 39,3 315 28,0
31,5 314 351 422 36,1 361 280 314 256 56 559
654 354 454 46,2 388 40,9 40,9 384 409 388 384
59,2 53,3 384 322 253 322 280 23,6 40,0 17,0 235
239 36,3 18,1 17,2 234 351 350 23,6 304 289 23,6
23,6 40,7 32,2 13,2 28,0 41,1 404 39,6 39,3 29,5 49,0
33,7 32,6 31,3 280 31,3 332 329 312 353 323 322
38,9 382 469 27,7 234

= | SMODCH.P(D4:D85)
Vybérovy rozptyl s? se lis{ pouze normovacim jmenovatelem:

82 , .
52y = 87032 = 100,09.

=\ VAR.S(D4:D85) |
Vybérova smérodatna odchylka sgs = 1/s3, = /100,09 = 10.

= SMODCH.VYBER.S(D4.D85)I
Primérna absolutni odchylka

81
|
d= kz_: z — 33,78| =

1
=gy (1231 - 33,78+ + 23,4 — 33,78)) = 7.73.

= PRﬁMODCHYLKA(D4:D85)]
Variacni koeficient

o . 10 .
=7 33qs 020
Kvartily 2o = 27,175, 275 = 39,375.
25 [ 2| QUARTIL.EXC(D4:D85;1) ]
Trs = QUARTIL.EXC(D4:D85;3)J
Kvartilové rozpéti Rg = 12,2, kvartilova odchylka Q = 22 = 6,1. A

12.5 Obecné vybérové momenty*

Ve statistice slouzi tzv. momenty k popisu charakteristik rozlozeni prav-
dépodobnosti nebo rozdéleni dat. Pod pojmem moment se v matematice
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rozumi charakteristika (vlastnost) pravdépodobnostniho rozdéleni nebo roz-
déleni dat, ktera mize poskytnout informace o tvaru a charakteru tohoto
rozdéleni. Tyto momenty se mohou lisit ve své schopnosti popisovat rozloze-
ni dat, a proto jsou uzitecné pri analyze dat a porovnavani riznych souborta
dat.

Tzv. obecny moment k-tého rddu je definovan
vzorcem

1
- k=0,1,... 12.13
~ § Sk, (1213) —
—1 V{ZNAMNE
HOMENTY
TETo KMIHY
Jsov .

STATISTICKE

HOMENTY

Tzv. centrdlni moment k-tého 7ddu je defino-
van vzorcem

1
me=—» (z;—2)", k=0,1,... (12.14)
=1

Mezi momenty patii napriklad pramér a rozptyl:
o prumér je obecnym momentem prvniho fadu (m) = z),
e rozptyl je centrdlnim momentem druhého ¥adu (mg = o2).

Na momentech trettho a ¢tvrtého fadu jsou zalozeny téz charakteristiky
Sikmosti a Spicatosti, které zavedeme v néasledujicim odstavci.
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12.6 Charakteristiky symetrie a koncentrace

Pri statistické analyze dat ¢asto nevystac¢ime s cha-
rakteristikami polohy a variability. Dalsi informace
o souboru poskytuji charakteristiky symetrie, resp.
koncentrace (,,hustoty*) dat. Na drovni ndhodné
veli¢iny jsme se s nimi seznamili v odstavci @ Ny-
ni zavedeme koeficienty sSikmosti a sSpicatosti jako
charakteristiku statistického souboru dat.

Definice 12.9 (Koeficient Sikmosti, symetrie)
Koeficient Sikmosti je ddn vztahem

1< 3
n (i =) m
i=1 3
ag = = —
3 3/2°
On mg/

kde mgo je druhy centrdlni moment (rozptyl), ms je treti centrdlni moment
a sy smérodatnd odchylka statistického souboru.

Sikmost je mozné nad datovym souborem zavést nékolika réiznymi zptiso-
by, pricemz vSechny odhaduji sikmost podkladové nahodné veli¢iny, avsak
zadny neni obecné preferovan pred jinym. Napriklad funkce [= @ v MS
Excel pocita sikmost dle vzorce (@) uvedeného na strané .

Je-li a3 = 0, jsou v souboru hodnoty lezici pod a nad primérem souboru
zastoupeny stejné, coz vede k soumérnému rozlozeni ¢etnosti souboru. Je-
-li ag > 0, je zastoupeni malych hodnot vétsi nez velkych hodnot; takové
rozlozeni ¢etnosti oznacujeme jako zeSikmené doleva. Je-li ag < 0, bude
rozlozeni ¢etnosti zesikmené doprava.

Definice 12.10 (Koeficient Spicatosti, koncentrace)
Koeficient $picatosti je definovdn vztahem

1 < 4
n (v, — )
i=1 my
a4:—4—3:—2—3,
Oy my

kde ma je druhy centrdlni moment (rozptyl), my je ctorty centrdlni moment
a sy smérodatnd odchylka statistického souboru.

I koeficient Spicatosti se zavadi vicero zpusoby, které vsechny odhadu-
ji Spicatost (presnéji ,nadmérnou® Spicatost, excess kurtosis) podkladové
nahodné veliciny. V Excelu pouziva funkce = @ upraveného vzor-
ce ()
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Je-li ay = 0, pujde o normalni Spicatost odpovidajici koncentraci nor-
maéalniho rozdéleni. Takové rozdéleni oznacujeme jako mesokurtické. Je-li
aq > 0, jsou hodnoty statistického souboru vice koncentrovany kolem pri-
mérné hodnoty. Rozdéleni s vyraznéjsi spicatosti, nez ma hustota pravdé-
podobnosti normalniho rozdéleni, se nazyva leptokurtické. Bude-li naopak
ag < 0, vétsi mnozstvi dat se nachézi déle od priméru a jejich rozdéleni
nabyva plossiho charakteru. Rozdéleni s mensi Spi¢atosti nez u norméalniho
rozdéleni se nazyva platykurtické rozdéleni.

Priklad 12.8. g Urcete koeficienty sikmosti a Spicatosti pro data z pri-

Kladu [12.7.

Reseni. & = 33,78, 0, = 9,94,
82 3

_ =1 B
=gy = 0995

= | SKEW.P(A2:445)

Protoze je az > 0, ocekavame pri rozlozeni Cetnosti zesikmeni doleva. Mo-
difikovand verze Sikmosti je pomoci funkce | = SKEW.P|spoctena v hodnoté
0,606.

82 4

- = 0.749.
4 82 - 104 ’

= KURT(A2:A45)

Hodnoty statistického souboru jsou vice koncentrovany kolem prameéru, nez
by odpovidalo standardnimu normalnimu rozdéleni. A

12.7 Ulohy

12.1 Vytvorte graf rozdéleni absolutnich cetnosti, histogram relativnich cet-
nosti a ogivu pro data z prikladu .

12.2 Vypocitejte charakteristiky polohy a variability, véetné hodnot kvar-
tila, kvartilového rozpéti a kvartilové odchylky pro nasledujici soubor dat:
2,7,1,9,2 44,5 2,8, 2,6.
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12.3 Udaje o skupindch aut rozdélenych podle staff a jejich poétu ukazu-
je tabulka . Soubor popiste pomoci zédkladnich charakteristik, sestavte
histogram a srovnejte s normalnim rozdélenim.

Tabulka 12.6: Tabulka rozdéleni ¢etnosti aut podle stari
| Staifauta || 1 | 2 [ 3[4 [5]6][7][8]9]10]
| Pocet J10]19]27]10]0|7|8][5]3] 2|

12.4 P1i vystupni kontrole bylo ndhodné vybrano deset baleni ryze s de-
klarovanou hmotnosti 480 g a deset baleni cocky kazdé o hmotnosti 500 g,
z nichz kazdé bylo ocislovano a po jedné zvazeno. Vysledky vazeni jsou
v tabulce . Vypocditejte rozptyl hmotnosti baleni ryze a ¢ocky a urcete
smérodatné odchylky hmotnosti baleni. Porovnejte presnost obou stroju, se
kterou plni stroje baleni ryzi a ¢oc¢kou.

Tabulka 12.7: Hmotnosti jednotlivych baleni ryze
Cobaleni || 1 | 2 | 3 |45 ]6]7]s8]9]10]
m[g] ryze || 485 | 482 | 487 | 479 | 476 | 480 | 482 | 488 | 477 | 488
m[g] ryze || 485 | 495 | 500 | 510 | 520 | 512 | 489 | 491 | 485 | 488

12.5 Vypodcitejte T, R, s2, s,, d a v pro tii soubory dat v tabulce
a porovnejte variabilitu dat vSsech soubori.

Tabulka 12.8: Tti soubory dat
Sy ] 10{ 10| 10|10 |10 | 10| 10 | 10 | 10
Sell 6| 71819 |10|11]12]13 |14
Ss|l 2146 |8 |10[12|14 |16 |18

16
14
12
10
8
6
4
2
0

<30;34) <34;38) <38;42) <42;46)

ResSeni aloh

12.1

Absolutni ¢etnost

|
<46;00)

Pocet telefonnich vyzev

Obrazek 12.5: RozloZeni absolutnich ¢etnosti
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Relativni ¢etnost

30%
25%

20%

)

15%

Kumulativni relativni cetnosti

<30;34)

<34;38)

<38;42)

<42;46)

Pocet telefonnich vyzev

<4600

Obrazek 12.6: Histogram

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

Pocet telefonnich vyzev

. Kumulativni
relativni
Cetnosti

- Ogiva

Obrazek 12.7: Rozlozeni kumulativnich relativnich ¢etnosti a ogiva

12.2 7 = 4,3, Ty = 3,54, T, = 2,83, T=4,2 =2, Zo25 = 2, To,75 = 6,75,
R = 4,75, Q = 2,375, R=8, 0% = 6,5, 715 = 2,56, 5%, = 7,15, 515 = 2,67,

d=22.

12.37 =399, 7 = 3,7 = 3, 019 = 2,31, variacni koeficient v = 57,93 %, coz
svédci o velké rozptylenosti dat souboru, koeficient Sikmosti ag = 0,813 5,

koeficient Spicatosti aqs = —0,200 235.

12.4 Baleni ryze: T = 4824g, 5%0 = 19,82, s19 = 4,45, v = 0,0092, tj.

asi 0,9 %, coz predstavuje vysokou presnost prace stroje;

baleni ¢ocky: T = 497,5¢, s2, = 155,83, s19 = 12,48, v = 0,025, tj. 2,5 %,
tedy stroj pracuje také s vysokou presnosti, presto s nizsi presnosti nez stroj,

ktery bali ryzi.

12.5

Tabulka 12.9: Popisné statistiky k cviceni

| 2| R sh| sn| d]

v

Sill10] ol o 0| o 0
Sy |10 8|75]274]22]| 027
Sl 10|16 | 30| 548 | 4,4 | 0,55




Kapitola 13

Stavebni kameny statistiky

13.1 Zakladni a vybérovy soubor

V mnoha pripadech nemuzeme pii statistickém zpracovani dat vychazet ze
zédkladniho souboru Z (napt. mé-li soubor tplny nebo znacné velky rozsah)
a musime se omezit na néjaky podsoubor souboru Z. Statistické vysledky
ziskané zpracovanim statistického podsouboru pak muzeme vyuzit bud

1) pro jejich zobecnéni na cely zakladni statisticky soubor (na celou po-
pulaci) Z (toto zobecnéni nazyvame statistickou indukei), nebo
2) pro testovani hypotéz o celé populaci (neboli statistickou inferenci).

Znamena to tedy, ze vySetfujeme jen urcitou ¢ast prvku zkoumaného sou-
boru, kterou nazyvame vybérovym souborem. Statistickd indukce ani sta-
tistickd inference ndm nedava zavéry o populaci s naprostou jistotou, ale jen
s predem danou pravdépodobnosti. Zakladem je teorie ndhodnych vybéra,
které se budeme vénovat v této kapitole.

Néhodné vybéry je potfeba chapat ze dvou riznych pohledi: bud se bu-
de jednat o kolekci (posloupnost) ndhodnych veli¢in oznacenych velkymi
tiskacimi pismeny, nebo pujde o kolekci realizaci téchto ndhodnych veli¢in,
oznacenych malymi pismeny. V druhém piipadé tedy jde o konkrétni ¢is-
la — casto mluvime o hodnotach, realizaci ndhodného vybéru, o instanci
nahodného vybéru, ¢i jednoduse o datech.

Nédhodné vybéry mizeme délit napriklad podle zptusobu jejich provedeni:

1) Prosty ndhodny vybér s vracenim je takovy vybér, pfi némz se kazdy

prvek zakladniho souboru vrati po vybrani zpét do souboru a dalsi
prvek se vybird opét z celého zdkladniho souboru.

2) Prosty ndhodnyg vijbér bez vracend je takovy vybér, pii némz se vybrany

prvek nevraci zpét do zakladniho souboru.

259
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3) Oblastni (stratifikovany) viybér spociva v tom, ze zakladni vybér roz-
délime na stejnorodé disjunktni ¢asti a v kazdé z nich pak provedeme
ndhodny vybér. O zdkladnim souboru ovSsem musime mit dostatec-
né informace umoznujici spravnou volbu jednotlivych oblasti. Strati-
fikovany vybér realizuji naptiklad agentury zjistujici predvolebni pri-
zkumy: ve vybéru chceme mit pomérnou c¢ast mladych lidi, lidi ve
stfednim véku a v dichodovém véku, nebo lidi zZijici ve mésté a li-
di zijici na venkové apod., a to v pomérech odpovidajici zkoumané
populaci.

4) Systematicky (mechanicky) ndhodny vijbér spociva v tom, ze pravidla
vybéru jsou pevné dany a pri opakovani procesu vybéru na stejné po-
pulaci a pri stejné volbé pocatecéniho prvku obdrzime identicky vybér.
Kuprikladu muzeme zakladni statisticky soubor seradit dle uréeného
kritéria (napfiklad podle abecedy) a nasledné vybirat kazdy k-ty pr-
vek. Nahodnost v tomto pripadé spoc¢iva pouze ve vybéru pocatecniho
prvku mezi prvnimi k prvky.

Jiné déleni ndhodnych vybért mizeme provést podle jejich rozsahu:

1) ndhodny vybér malého rozsahu — o rozsahu vybéru n < 30,

2) nahodny vybér velkého rozsahu — o rozsahu vybéru n > 30.

Obecné jako velkého rozsahu oznacujeme nahodné vybéry, ve kterych je jiz
patrnd platnost centralni limitn{ véty. Ciselnd hranice mezi vybérem malého
a velkého rozsahu je tedy orientacni a zdlezi na vlastnostech prostiedi, ve
kterém je vybér realizovan. Napriklad v ekonomickych studiich jsou typické
vybéry observa¢niho typu (data jsou v nich pouze pozorovana a prostiedi, ve
kterych jsou pozorovana, nejsou pro vsechna pozorovani identickd) a typicka
hranice mezi vybérem malého a velkého rozsahu se v nich posouva ke 120
pozorovanim.

V dalsim textu budeme nadéle pracovat pouze s prostym nadhodnym vy-
bérem s vracenim. Z hlediska teorie pravdépodobnosti definujeme nahodny
vybér nasledujicim zptusobem.

Definice 13.1 (Ndhodny vybér)

Necht Z je statisticky soubor, jehoZ argument predstavuje nahodnou velicinu
X. Nahodnym vybérem 2z rozdéleni ndhodné veliciny X budeme nazyjvat
posloupnost n nezdvislych realizaci pokusu, danou ndhodnymi velicinamsi
X1, Xo,..., X, které maji totéz rozdéleni jako ndhodna velicina X a jsou
sdruzené nezdvislé.

Nahodnym vybérem tedy nazyvame takovy vybér, ktery poskytuje kaz-
dému prvku zakladniho statistického souboru stejnou a nezavislou pravdeé-
podobnost, ze bude zahrnut do vybéru.
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Tabulka 13.1: Porovnéni teoretickych pravdépodobnosti s relativnimi cet-
nostmi

Lk Jo 1 [ 2 [ 3 [ 4 |5 |6 | 7|
P(X =k) || 0,135 [ 0,271 | 0,271 | 0,180 | 0,090 | 0,360 | 0,012 | 0,003
i 0,133 | 0,283 | 0,266 | 0,166 | 0,100 | 0,033 | 0 | 0,016

Definice 13.2 (Teoretické a empirické charakteristiky)
Charakteristiku zdakladniho souboru Z reprezentovanou ndhodnou velicinou
X budeme nazyvat teoretickou charakteristikou. Charakteristiku odvozenou
z nahodného vgbéru budeme nazjvat empirickou (vybérovou) charakteristi-
kou.

Teoretické charakteristiky jsou typicky stfedni hodnota, median, modus,
rozptyl, smérodatnd odchylka a obecné jakdkoliv dalsi charakteristika na-
hodné veli¢iny X, kterd sama o sobé charakterizuje zvoleny znak zdkladniho
souboru. Z povahy véci tedy teoretické charakteristiky zakladniho souboru
jsou vzdy urcitd (nendhodnd) ¢isla, zatimco empirické charakteristiky jsou
nahodné veli¢iny, nebot jejich hodnoty se méni od jedné realizace ndhodného
vybéru k druhé. Empirické charakteristiky také nazyvame kratce statistika-
mi. Jestlize zndme typ rozdéleni ndhodné veli¢iny X predstavujici argument
zékladniho statistického souboru Z, muzeme za urcitych predpokladi pou-
zit empirickych charakteristik k urceni odpovidajicich teoretickych charak-
teristik.

Priklad 13.1. Statisticky soubor predstavuji vSichni muzi Ceské republiky.
Argumentem je jejich vék. Ndhodnd veli¢ina X urcuje vék ndhodného vy-
braného muze z CR. Pro urceni charakteristik ndhodné veli¢iny X miizeme
bud zkoumat celou populaci muzi v CR (naptiklad z registri obyvatel), coz
miuze byt dost nakladné, anebo provedeme nahodny vybér o mensim roz-
sahu n. Vék kazdého vybraného muze je realizaci ndhodné veliciny X;, kde
i =1,...,n je index kazdého muze. Empirické charakteristiky zjisténé na
zékladé vybéru X1, ..., X, pak mohou odhadovat teoretické charakteristiky
nahodné veliciny X.

Priklad 13.2. t Necht je X je ndhodné velicina udavajici pocet telefon-
nich vyzev za dobu 1 minuty na telefonni stanici zminéné v piikladu .
Data zaznamenand v prikladu m reprezentuji realizaci ndhodného vybéru
z rozdéleni X . Urcete empirické charakteristiky stfedni hodnoty a rozptylu
a porovnejte je s teoretickymi charakteristikami ndhodné veli¢iny X.
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0,15 . row .
B Teoretické Cetnosti
0,1 . - .
M Relativni ¢etnosti
0,05 I
0 II [ | =l
0 1 2 3 4q 5 G

7

]

Pocet telefonnich vyzev za 1 minutu
Obrazek 13.1: Porovnani relativnich a teoretickych cetnosti z prikladu

Resend. Na otézky zminéné v zadani piikladu a na mnohé dalsi da-
va odpovéd matematicka statistika, kterou se budeme zabyvat podrobné
v nasledujicich kapitolach. Zde prozatim uvedeme naznak béznych technik,
které matematickd statistika pouziva.

Empirickou stfedni hodnotu urcujeme typicky aritmetickym primérem
() a empiricky rozptyl vzorcem ([12.5). Ctenaf sim vypodtem ovéri, ze
T =2 a s}, = 2,136. Tato ¢isla slouz{ ve statistice jako odhadnuté hodnoty
neznamych teoretickych charakteristik stredni hodnoty a rozptylu ndhodné
veli¢iny X.

Predpokladejme déle, ze X ~ Po(\). Z teorie pravdépodobnosti vime,
ze v takovém piipadé plati EX = A = var X (viz odstavec ). Polozme
si napiiklad otdzku, zda empirickd data odpovidaji hypotéze X ~ Po(2)
o teoretickém parametru ndhodné veli¢iny X. Mizeme to udélat orientacné
tak, ze porovname relativni ¢etnosti (mdme je jiz v tabulce ) s teore-
tickymi pravdépodobnostmi P(X = k) dané rozdélenim ndhodné veli¢iny
Po(2). Vysledek tohoto orienta¢niho testu je zaznamendn prostfednictvim
tabulky a sloupcového grafu na obrazku . Vidime, Ze relativni cet-
nosti a teoretické pravdépodobnosti nejsou od sebe prilis vzdaleny, na ovére-
ni souladu empirickych dat s hypotézou X ~ Po(2) bude vSak nutné pouzit
rigor6znéjsi techniky matematické statistiky, a to konkrétné statistického
testu. A
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13.2 Rozdéleni vybérovych statistik

Definice 13.3 (Vybérovy pramér, rozptyl a smérodatna odchylka)
Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni nejaké ndhodné veliciny X.
Zavedme nahodné veliciny

n

*_ln ) 2 _ 1 _X)2 — 2
X_n;XZ, S_n—liZ;(Xz X)?2, S=vs2

X nazjvdme vybérovym primérem, S? vybérovym rozptylem a S vybéro-
vou smérodatnou odchylkou.

Véta 13.1. Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdélent, které md stredni
hodnotu . a konecny rozptyl o2, pak

— — 0’2
EX =p, varX = —, ES? = o2
n

Néhodné veli¢iny X, S? a S reprezentuji empirické charakteristiky z po-
hledu teorie pravdépodobnosti, které odhaduji teoretické charakteristiky
stfedni hodnoty, rozptylu a smérodatné odchylky ndhodné veli¢iny X. Hod-
noty aritmetického priiméru Z, vybérového rozptylu s2 a smérodatné odchyl-
ky s, spocitané z datového souboru jsou pak v tomto kontextu realizacemi
nahodnych velicin X, S? a S — fikdme jim také odhady nebo presnéji odhad-
nuté hodnoty. Véta pak bude v kapitole @ podkladem pro vyhodnoceni
kvality téchto odhadi.

Véta 13.2 (silny zédkon velkych ¢isel). Necht X1, ..., X, je ndhodny vijbér
z rozdélend, které md stredni hodnotu p a konecny rozptyl o2, pak

X — p skoro jisté.

Konvergence skoro jisté znamend, ze existuje pouze mnozina (A C )
pravdépodobnosti 0 (P(A) = 0), pro kterou vyraz nekonverguje.

Véta 13.3 (0o ndhodném vybéru z normélniho rozdéleni). Necht X1,..., X,
je ndhodny vibér z N(u; 02), kde o® > 0. Pak plati ndsledujici tvrzent:

@) X ~ N 2),

b) Je-lin > 2, pak (n—1)S%/0? ~x2_;.

c) Je-lin>2, pak X a S? jsou nezdvislé.

d) Je-lin > 2, pak %\/ﬁ ~t,_1.

Dukazy vyse uvedenych vét muze Ctenar nalézt napiiklad v [2].
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Tabulka 13.2: Znaceni kvantili vybranych ndhodnych veli¢in

Rozdéleni Znaée'ni Hoanta Funkce Excelu
kvantilu | kvantilu

normované normalni N(0; 1) u(a) > (a) = NDRM.S.INV]

Pearsonovo x3 Xi () F_kl(a) = CHISQ.INV]

Studentovo ty tr(@) Frl(a) = m

Fisherovo-Snedecorovo Fy, 4, | Fuym(a) | Fpt(a) = F.INVI

13.3 Kritické hodnoty rozdéleni

Kritickou hodnotou rozdéleni se ve starsich ucebnicich obvykle oznacovala
hodnota, kterou nahodna veli¢ina prekroci se zadanou pravdépodobnosti a.
Kritickou hodnotou vybraného rozdéleni je tedy jeho (1 — a)-kvantil. Na-
priklad 5% kritickd hodnota standardniho normalniho rozdéleni je priblizné
hodnota 1,64, tedy 95% kvantil této ndhodné veliciny®.

Pro urceni kritickych hodnot rozdéleni se pouzivaly statistické tabulky
s ustalenym znacenim, které ovSem jiz zastaralot a je v kolizi se znacenim
kvantila, které jsme zavedli v kapitole §. Proto pojem kritické hodnoty na-
déle vyhradime pouze pro vlastnost statistického testu, zavedeme jej v ka-
pitole E), a pojmu kritickd hodnota rozdéleni se budeme nadale vyhybat.
Namisto toho v tabulce E shrnujeme znaceni kvantili, které jsme zavedli
pro vybrané ndhodné veliciny a které vyuzijeme v kapitole E o testova-
ni statistickych hypotéz. Pripomenme téz dvé dulezité vlastnosti kvantili,
které se rovnéz budou hodit pri testovani hypotéz.

1) Pro kvantily symetrickych rozdéleni, tedy pro normované normélni
a Studentovo rozdéleni plati

u(l — a) = —u(a), resp. tx(1 — a) = —tp(a), (13.1)

tedy kvantily prislusejici obéma chvosttim rozdéleni se nelisi hodnotou,
ale pouze znaménkem.

2) Kvantil Fisherova—Snedecorova rozdéleni s prohozenymi stupni volnos-
ti je prevracenou hodnotou kvantilu rozdéleni s pivodnim poradim

'Plati tedy P(X > 1,64) =1 — &(1,64) =1 — 0,95 = 0,05.

?Napiiklad kritickd hodnota odpovidajici 97,5% kvantilu Studentova rozdéleni se
v téchto tabulkdch typicky znacila ¢x(0,05).

3F~1 je kvantilova funkce p¥islugného rozdéleni, ® ! je kvantilova funkce standardniho
normélniho rozdéleni.
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stupnu volnosti na jeho opacném chvostu:

1

FV v = 7= 4 -
2,5 1(a) FVLVQ(]. _ a)

(13.2)

Priklad 13.3. i' Firma vyrabéjici plastové ldhve gzjistila, ze hmotnost
lahvi je normalné rozlozena s prumeérem g = 50 g a smérodatnou odchylkou
o = 2g. Automaticky kontrolni systém oznac¢i vyrobené ldhve za nekvalitni,
pokud jejich hmotnost spadé mezi 5% nejleh¢ich a 5% nejtézsich 1ahvi. Jaké
budou hodnoty meznich hmotnosti jedné lahve?

Reseni. Nahodna veli¢ina X udavajici hmotnost vyrobené lahve se idi nor-
malni rozdélenim s parametry p = 50 a 02 = 4. Mezni hodnoty z1 a x2 jsou
uréeny nerovnostmi

P(X <z9) <0,05, resp. P(X > x2) > 0,05.

Hodnoty x1, x2 jsou tedy 5%, resp. 95% kvantilem predepsaného rozdéleni,
které snadno spoc¢teme pomoci funkeci

T = NORM. INV(0,05;50;2) | = 46,71,

Ty = NORM. INV(0,95;50;2) | = 53,29.

Kvalitné vyrobena lahev musi mit hmotnost aspon 46,71 g a nejvyse 53,29 g.
AN
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13.4 Ulohy

13.1 Stanovte hodnoty kvantili pro o = 0,05, v =8, u = 11:
a) u(0), u(l —a), u(§), u(l - ),

b) ty(a), tu(1 = a), tu(5). tu(1 — §),

©) x3(a), xE(1 - ), x2(5) 3= 9),

d) Fy7u(a)7 Fu,l/(a)v FV,M(]- - Oé), FV,M(%)) FI/,IJ«(]- - %)

13.2 Pro nékteré ze spojitych rozdéleni nac¢rtnéte pii zvolenych parametrech
graf hustoty pravdépodobnosti a graf distribu¢ni funkce a vyznac¢te hodnotu
5% a 95% kvantilu.

13.3 Predpokladejme, ze denni ztrata portfolia X se pri financni krizi ridi
norméalnim rozdélenim se stfedni hodnotou 0,015 a rozptylem 0,010. Spo-
¢itejte 1% a 5% hodnotu v riziku tohoto portfolia, tedy vysi ztraty, ktera
bude prekrocena s pravdépodobnosti 1 %, resp. 5 %.

13.4 Vypocitejte z-skor pro hodnotu x = 120 z norméalniho rozdéleni se
stfedni hodnotou 110 a rozptylem 100.

Reseni aloh

13.1 Hodnoty kvantilti po zaokrouhleni na tisiciny:
) —1,645; 1,645; —1,960; 1,960;

) —1,860; 1,860; —2,306; 2,306;
)
)

T o

c) 2,733; 15,507; 2,180; 17,535;

0,302; 0,339; 2,948; 0,236; 3,664.

[oN)

13.2 Obrézek m ukazuje 5% a 95% kvantil pro X ~ N(0;1).
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04 1
0,95 o(x)
0.1
5% 90(% 0,05 |-
1 Il Il 1 1 Il Il Il
4 3 2] -1 0 3 2 -1 o0 1 12 3

—1,645 1,645 1,645 1,645

Obréazek 13.2: 5% a 95% kvantil standardnfho norméalnfho rozdéleni

13.3 0,249; 0,179.

134 z=1
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Kapitola 14

Odhady parametri

Charakteristiky zakladniho statistického souboru jsou vyjadieny vlastnost-
mi rozdéleni argumentu statistického souboru. Napriklad jednorozmérné
rozdéleni mize byt charakterizovino mirou polohy (typicky stfedni hod-
notou), variabilitou rozdéleni (smérodatnou odchylka), tésnost zavislosti
dvou- ¢i vicerozmérného rozdéleni 1ze charakterizovat koeficientem korelace
apod. Rozdéleni znaku zakladniho souboru je dale specifikovano zpravidla
parametry tohoto rozdéleni. Napriklad pro rekonstrukci normélniho rozdé-
leni N(u;02) je potieba a staci odhadnout jeho parametry p a o2, tedy
stredni hodnotu a rozptyl. Nékteré parametry rozdéleni jsou soucasné jeho
charakteristikami, jako v pripadé zminéného normalniho rozdéleni.

Cilem statistické indukce je odhad charakteristik a parametri zdkladniho
statistického souboru prostfednictvim odhadu parametra rozdéleni nahod-
né velic¢iny predstavujici argument zakladniho souboru. Odhady konstruu-
jeme na vybérovém souboru, ptricemz ke kazdé charakteristice ¢i parametru
rozdéleni lze na vybérovém souboru uréit tzv. vybérovy protéjsek (viz ta-
bulku [L4.1]).

Rozlisujeme dva druhy odhadii:

¢ bodové odhady jsou takové odhady, pii kterych je odhadem charak-
teristiky ¢i parametru zakladniho souboru vybérova charakteristika ¢i
parametr, tedy jedno ¢islo, napriklad stiedni hodnotu podkladové na-
hodné veli¢iny p odhadujeme pomoci priméru z vybérového souboru,

¢ intervalové odhady neboli intervaly spolehlivosti jsou odhady, pii kte-
rych odhadujeme charakteristiku ¢i parametr zakladniho souboru po-
moci intervalu, odhadem je tedy interval, resp. jeho meze.

Forma&lné 1ze definovat odhad T' parametru 6 jako (abstraktni) funkci na-
hodného vybéru. Na odhady je potfeba nahlizet ze dvou pohledi, podobné

269
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Tabulka 14.1: Nékteré populacni parametry a jejich vybérové protéjsky

<

Korelaéni koeficient

Parametr H Populac¢ni parametr | Vybérovy parametr
Stredni hodnota I T
Rozptyl o? s2
Smérodatna odchylka o Sn
Median 1 z
Modus n x

p
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jako jsme tak uéinili u ndhodného v§béru na strané p5d: bud je odhadem
c¢islo, které je spoctené z dat, nebo odhad oznacuje ndhodnou veli¢inu od-
vozenou z nahodného vybéru.

Definice 14.1 (Odhad parametru)

Necht X1,...,X, je ndhodny vybér z rozdéleni, které je charakterizovino
parametrem 0. Odhad T parametru 6 je libovolnd zndmd funkce ndhodného
vibéru

T = h(X1,...,Xp).

Realizovand hodnota ndhodné veliciny T se nazgyvd odhadnutou hodnotou.

Odhadnuta hodnota se v Cestiné oznacuje kratce rovnéz vyrazem odhad,
ale jednd se o dva rtizné matematické objekty. Vyznam je vSak vzdy zfejmy
z kontextu: odhad je ndhodné veli¢ina, odhadnutd hodnota spoctené cislo.

14.1 Kvalita odhadu

Odhadem parametru ndhodné veli¢iny je dle definice kterakoliv funkce
nahodného vybéru. Odhadem stfedni hodnoty nahodné velic¢iny tedy muze
byt i kupiikladu maximum vybérového souboru. Je ovSsem zfejmé, ze toto
maximum neodhaduje stiedni hodnotu ptilis dobie — maximum vybérového
souboru neni dobfe zvolenym odhadem stfedni hodnoty. Kvalitu odhadu 1ze
posuzovat z nékolika hledisek, které popiseme v tomto odstavci.

Definice 14.2 (Nestrannost odhadu)
Necht T je odhadem parametru 0. Jestlize plati

ET = 0,

potom takovy odhad nazjvdme nestrannym (téZ nevychylenym) odhadem
parametru 8. Odhad, ktery neni nestranny, nazyvdme odhadem vychylenym
a rozdil ET — 0 se nazyvd vychylka odhadu.

Nestranné odhady pii opakovanych vybérech kolisaji kolem teoretické
hodnoty, a to tak, Ze ,v pruméru“ (ve stfedni hodnoté) dévaji tuto te-
oretickou hodnotu. Nestrannost tedy neni vlastnost konkrétni odhadnuté
hodnoty, ale vlastnost rozdéleni nahodné veli¢iny 7', konkrétné informace
o tom, ze funkce h odhad T definujici je uréena v jistém smyslu korektné.

Véta nam ki, Ze vybérovy primér X je nestrannym odhadem
stfedni hodnoty pu, jelikoz EX = u. Podobné vybérovy rozptyl S? je ne-
stranny odhad popula¢niho rozptylu o2, jelikoz ES? = o2.
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Nestrannost je velmi silnd vlastnost: zdaleka ne vsechny rutinné pou-
zivané odhady jsou nestranné. Naptiklad vybérova smérodatna odchylka
S neni nestrannym odhadem populac¢ni smérodatné odchylky o, prestoze
pro rozptyl to plati. Navzdory tomu je S standardné pouzivanym odha-
dem smérodatné odchylky. Minimélni pozadavek pro pouzitelnost odhadu
je stanoven nasledujici definici.

Definice 14.3 (Konzistence odhadu)
NechtT), je odhadem parametru 6 zaloZengm na ndhodném vgbéru Xy, ..., X,
o rozsahu n. T, nazyvdme konzistentnim odhadem, jestlize pro libovolné
e > 0 plati
P{|T,, — 0| >} —— 0. (14.1)
n—o0

Vlastnost () v definici rika, ze odhad T,, konverguje k teoretic-
ké hodnoté parametru 6 podle pravdépodobnosti ve smyslu definice ,
¢ast . 7 hlediska interpretace definice ¥ikda, Ze s rostoucim poc¢tem pozo-
rovani se rozdéleni odhadu 7;, vice koncentruje kolem 6#: pro zvysujici se
rozsah vybéru je stdle méné a méné pravdépodobné, ze odhadnutd hodnota
bude daleko (déle nez ) od teoretického parametru 6.

Kazdy uzitecny odhad by mél byt konzistentni. Nekonzistentni odhady
nijak nepomahaji k odhadnuti hodnoty #, a to ani s nekone¢nym mnozstvim
dat. Vyse zminéné maximum vybérového souboru se s rostoucim poctem
pozorovani dokonce misto priblizovani teoretické hodnoté od odhadované
stredni hodnoty vzdaluje. Pro ovéfeni konzistence odhadu pomahé uzitecné
kritérium, jez uvidime bez dikazu.

Véta 14.1 (Konzistence odhadu). Je-li T,, nestranny odhad parametru 6

a var T, _}Ln potom je T, konzistentnim odhadem.
n o0

Disledek 14.2. Viybérovyj primér X je konzistentnim odhadem stredni hod-
noty .

Dikaz. Plyne z véty : EX =pavarX = %02 — 0. O

V definici jsme ve vzorci () zavedli popisnou statistiku (popu-
laénf) rozptyl. Lze ukdzat, Ze ndhodna veli¢ina $% = 1 3™ | (X; — X)? neni
nestrannym odhadem parametru o2, ale je odhadem konzistentnim. Stejné
tak vybérova i popula¢ni smérodatna odchylka S, resp. X jsou konzistent-
nimi odhady teoretické smérodatné odchylky o.

Zminili jsme, 7Ze kvalitni odhady nemusi byt nestranné (ale jsou vzdy
konzistentni). Na druhou stranu, nestrannost nemusi vzdy nutné znamenat
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kvalitni odhad: stfedni hodnotu teoretického 1ze odhadnout i pomoci prvni-
ho prvku ndhodného vybéru (tj. T,, = X1). T;, je nestranny odhad (ET,, = p
z definice ndhodného vybéru), avsak je jasné, ze dostatecné nevytézuje in-
formaci, kterou ndhodnym vybérem dostavdme (zahodili jsme vSechna po-
zorovani vyjma prvniho)¥. Chybu odhadu mtzeme nejsnaze charakterizovat
pomoci rozptylu odhadu.

Definice 14.4 (Vydatnost odhadu)

Vydatnost (eficience) odhadu T je charakterizovina prostrednictvim rozptylu
varT'. Odhad je vydatny (eficientni), jestlize ve skupiné uvazovanich odhadi
ma nejniZsi rozptyl.

Pokracujeme-li s odhadem T,, = X7, jeho rozptyl je varT, = var X; =
02, kdezto odhad definovany aritmetickym primérem ma rozptyl var X =
%02. Napriklad pri deseti pozorovanich je rozptyl aritmetického priméru
desetkrat nizsi nez rozptyl X7 a pri rostoucim poctu pozorovani se nadale
rozptyl aritmetického priméru snizuje.

14.2 Bodové odhady stredni hodnoty
a rozptylu

Zopakujme, ze véta nam iika, Zze X je nestrannym odhadem stfedni
hodnoty ;& a S? je nestrannym odhadem teoretického rozptylu 2. Spolu
s jejich konzistenci mame diivod domnivat se, ze X a S? by byly dobrymi
bodovymi odhady parametrii ;1 a o2 a skuteéné je tak v praxi stanovujeme.
Stejné tak za bodovy odhad teoretické smérodatné odchylky o klademe vy-
bérovou smérodatnou odchylku S, i kdyz se nejednaf o nestranny odhad o.
S dostate¢né velkym rozsahem vybéru vsSak i zde prevazi vlastnost konzis-
tence a poskytne pomérné presny odhad teoretické smérodatné odchylky.

14.3 Intervalové odhady

Hodnota bodového odhadu je po realizaci ndhodného vybéru jedinym cis-
lem. Je-li odhad konzistentni, vime zZe pii dostateéné velkém rozsahu vybé-
ru lezi blizko skute¢né teoretické hodnoty. Znadme-li rozptyl odhadu, jsme

1Slo by ukazat, ze X1 neni konzistentni, ale cil této paséze je jiny.

2Ve skute¢nosti nestranny odhad smérodatné odchylky neexistuje. V literatuie lze
nalézt alternativni konstrukce odhadu pro teoretickou smérodatnou odchylku s cilem snizit
vychylku odhadu, ale jsou zatizeny radou omezujicich podminek na populaci a vlastnosti
nahodného vybéru a nikdy se nestaly rutinné pouzivanymi.
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......

odchylky odhadu). K jesté lepsimu urceni (ne)presnosti odhadu pouzivame
intervalovy odhad, coz je ve interval odvozeny z nahodného vybéruf pokry-
vajici teoretickou hodnotu parametru s predepsanou pravdépodobnosti.

Definice 14.5 (Interval spolehlivosti, intervalovy odhad)
Necht jsou Or, Oy takové statistiky odvozené z ndhodného vyjbéru z rozdélend
s parametrem 0, Ze pro dané o € (0;1) plati

PO, <0<Oy)=1-a.

Potom interval [©r,Oy] nazgvame intervalem spolehlivosti (konfidenénim
intervalem) pro parametr 6 o spolehlivosti 1 — a. Interval [0, 0y| uréeny re-
alizacemi obou statistik se nazgvd 100(1 — )% intervalovy odhad parametru

6.

Nejcastéji se a voli 0,05 nebo 0,01; ve vyjimecnych pripadech se vo-
i hodnoty nizsi, kdyz potfebujeme mit zarucenou vysokou jistotu pokryti
skutecné teoretické hodnoty parametru. Cenou za takové pokryti je ovSem
sitka vysledného intervalu. Pouziva se také ndzvu interval 100(1 — )% spo-
lehlivosti pro parametr # nebo nazvu konfidenc¢ni interval pro parametr 6 se
100(1 — )% spolehlivosti.

Konstrukce intervalu spolehlivosti, narozdil od bodovych odhadu, vyza-
duje znalost tfidy rozdéleni podkladové ndhodné veliciny. V nasledujicich
odstavcich predstavime intervalové odhady pro stfedni odchylku, resp. smé-
rodatnou odchylku normalniho rozdéleni.

14.3.1 Intervalovy odhad strfedni hodnoty normalniho roz-
déleni

Uvazujme, ze jsme ziskali ndhodny vybér Xy, ..., X, pochézejici z popu-
lace, kterd ma normaln{ rozdéleni N(u;0?). Odhadujeme parametr stiedni
hodnoty s a predpokliddme, Ze parametr o2 > 0 neni znam. Pak podle
véty plati

X —

S/f ~1tn-1,

tudiz podle definice kvantili Studentova rozdéleni je

P(~tr (1-5) <5 A <t (1-5)) -1-a

3Jeho meze jsou tedy rovnéz nihodné velidiny.
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Preuspordaddnim a vyuzitim vlastnosti ([L3.1)) dostaneme oboustranny inter-
valovy odhad pro stfedni hodnotu g normalniho rozdéleni o spolehlivosti

1—«
{X T (1 . %) jﬁ X 4+t (1 - %) \}qﬁ] . (14.2)

Podobné lze odvodit také jednostranné intervalové odhady pu:

e levostranny intervalovy odhad p

[X —tn1(1 — a)jﬁ, oo) : (14.3)

e pravostranny intervalovy odhad u

- S
—00, X +tp—1(1l —a)—| . 14.4
( wali =) ] (14.9)
Vyraz % se nazyva smérodatnd chyba, vyraz t,_i(1 — a)% se nazyva
pripustnd chyba a Casto se znac¢i A. Oboustranny intervalovy odhad stfedni
hodnoty méa pak zjednoduseny tvar [X — A X + A].

Priklad 14.1. t U dvaceti ndhodné vybranych zaméstnanct firmy byly
zjistovany tdaje o délce doby (v minutach), kterou musi denné vénovat do-
jizdéni do prace. Zjisténé doby jsou nasledujici: 45, 38, 50, 42, 47, 40, 43, 49,
41, 44, 45, 38, 50, 42, 47, 40, 43, 49, 41, 44. Predpokladejme normalni rozdé-
leni doby dojizdéni a nezavislost této doby mezi jednotlivymi zaméstnanci.
Vypoctéte oboustranny intervalovy odhad pro pramérnou dobu dojizdéni
do préace s 95% spolehlivosti.

Reseni. Rozsah souboru n = 20, priimérna hodnota znaku = 43,9, sméro-
datna odchylka s = 3,796, koeficient spolehlivosti 1 —a = 0,95, pocet stupnu
volnosti n — 1 = 19, kvantil Studentova rozdéleni t19(0,025) = —2,093, smé-
rodatna chyba ﬁ = % = 0,849, pripustna chyba § = 1,777, hledany
intervalovy odhad je [42,12;45,68]. Pramérnd doba dojizdéni zaméstnancu
firmy bude s pravdépodobnosti 95 % lezet ve zjisténém intervalu. A

14.3.2 Odhad rozsahu vybéru pro danou sirku intervalového
odhadu stredni hodnoty

Nékdy je potteba odhadnout rozsah vybéru n tak, abychom dostali sitku
intervalového odhadu stredni hodnoty v pozadované délce.
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Délka d_intervalu je rozdilem horni a dolni meze (v tomto poradi), proto
ze vzorce () dostaneme pro sitku d oboustranného intervalového odhadu
o spolehlivosti 1 — o dostaneme

d= 2tn_1<1 _ %)%

ktery dale umocnénim upravime do tvaru

42 = 4ti_1(1 — %)‘i

2
n =42 (1 - %) %. (14.5)
Podobné by se postupovalo i pripadé intervalového odhadu rozptylu, ktery
predstavime pozdéji.
Je-li rozsah souboru vétsi nez 30, je mozné nahradit ¢,_1 (1 — %) kvanti-
lem normovaného normaéalniho rozdéleni u(l — %)

Priklad 14.2. Vratte se k prikladu na strané . Vypocitejte, kolik
musime udélat méreni, aby pri stejné spolehlivosti byla sitka vysledného
intervalového odhadu 1 minuta.

Resend. Necht pozadovana $iika d intervalu spolehlivosti 1 — a = 0,95 je 1.
V prikladu @ jsme provedli dvacet méreni, z nichz jsme odhadli s = 3,796
a T = 43,9. Pouzijeme kvantil Studentova rozdéleni ¢19(0,975) = 2,093.

Po dosazeni do vzorce dostaneme

2 2
8% , 3,796
5 =4-2003 T

n = 4t19(0,975) = 252,5.

Je tudiz nutné provést nejméné 253 méreni, aby Sirka vysledného inter-
valového odhadu byla pfiblizné 1.

V odstavci @ jsme uvedli, Ze Studentovo rozdéleni se zvétsujicim se
stupném volnosti n konverguje k normalnimu rozdéleni. Je-li n > 30, lze na-
hradit kvantil ¢,-1(0,975) kvantilem normélniho rozdéleni «(0,975) = 1,96;
v tomto pripadé by vypocet vedl k vysledku 222 pozorovani. V nasem vybeé-
ru ovsem mame jen 20 pozorovani a nahrazeni kvantilu ve vyse uvedeném
smyslu by vedlo k podcenéni potiebného poc¢tu pozorovani. A
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2

14.3.3 Intervalovy odhad rozptylu ¢° normalniho rozdéleni

Pfi konstrukei intervalového odhadu pro rozptyl o2 norméalniho rozdéleni
vychdzime (obdobné jako v pripadé stiedni hodnoty) ze znalosti rozdéleni
nahodné velic¢iny
? 2
n—1)— ~ .
( ) o2 Xn—1

Jelikoz

P (X?u(g) <(n- 1)52 < ngfl(l - g)) =1-a,

preuspofddanim dostaneme oboustranny intervalovy odhad pro rozptyl o2
normalniho rozdéleni o spolehlivosti g =1 — «

[ §5(n — 1 -52(”_1)]. (14.6)

)
X1 (1= %) xaa(5)

Opét je mozné odvodit jednostranné odhady rozptylu:

i)

(0; S%(n — 1)] .

xa(a)

e levostranny

e pravostranny

Priklad 14.3. [l]t P1i kontrole automatu, ktery md plnit cukrem balicky
o vaze 1 kg, byly pii prevazeni péti balickt zjistény odchylky —3,2, —2,0, —1
v gramech od nominalni hodnoty. Vypocitejte bodovy a intervalovy odhad
smérodatné odchylky baliciho automatu.

Reseni. Piedpokladem pro bodovy a intervalovy odhad rozptylu o2 je ko-
lekce nezavislych ndhodnych veli¢in s rozdélenim N(u;o?). Bodovy odhad
rozptylu o2 vypocitame jako

S? = 1 1 (ZXZ?—TLX2>
n_

=1

= {92+ 24 (22 107+ (-1)7] —5(-08)"} =37

= VAR.S(B2:B6) | (naméfend data meéjme v bunkach B2:B6).
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Bodovym odhadem smérodatné odchylky o je s = v/s2 = 1,923 5.
= SMODCH.VYBER.S(B2:B6) ]

Pro urceni intervalového odhadu predpoklddejme, ze odchylky méreni
maji normalni rozdéleni. K urceni mezi intervalového odhadu potfebujeme
v tom pifpadé kvantily x2 ;(0,975) = 11,14 a x2_,(0,025) = 0,48, které
zjistime pomoci software.

=\ CHISQ. INV(0,975;4)], |20 cHISQ. INV(0,025;4)]

Intervalovy odhad o spolehlivosti 1 — a = 0,95 pro rozptyl je

s’(n—1)  s*(n—1) ]_[3,7-4'3,7-4

; = ; = [1,33;30,55] .
x2_1(0,975)" x2_,(0,025) 11,143 0,484] [ ]

Meze intervalového odhadu pro smérodatnou odchylku jsou odmocninou
mezi odhadu pro rozptyl, tj. intervalovy odhad smérodatné odchylky je
[1,15;5,53]. A

14.4 Intervalovy odhad stredni hodnoty
pomoci CLV

V pripadé, ze podkladova ndhodna veli¢ina a z ni konstruovany nahodny
vybér nemaji normalni rozdéleni, nemizeme pouzit vyse definované inter-
valové odhady, protoze v takovém pripadé ndhodné velic¢iny

X — 2

5/\/g a (n— 1)% (14.7)
nemaji pozadované Studentovo, resp. Pearsonovo rozdéleni. Je-li vsak vy-
bérovy soubor dostatecné velkého rozsahu, mizeme pak vyuzit centralni li-
mitni vétu, kterad jednoduse receno tika, ze soucet vétsiho poétu ndhodnych
velicin_se chova priblizné jako normalni rozdéleni. Disledkem je, ze veli-
¢iny () maji Studentovo, resp. Pearsonovo rozdéleni alespon priblizné
a intervalové odhady zkonstruované v predchozich
odstavcich je mozné nadéle pouzit. Pro pouziti této
aproximace se obvykle doporucuje rozsah ndhodné-
ho vybéru n > 30.

Alternativni moznosti vychazejici rovnéz z cent-
ralni limitni véty je pouzit nasledujici avahu. Méjme
Xi,...,X, ndhodny vybér z rozdéleni s kone¢nou
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stfedni hodnotou p a koneénym rozptylem o?. Pak podle centralni limitni
véty ma pro n — oo statistika

X
-~ S/Vn

asymptoticky normélni rozdéleni N(0;1). Podle definice kritické hodnoty
kvantilu normovaného normalniho rozdéleni je

P(co(1-5) < Xt vmeu(i-5)) =1-e

Preusporadanim dostaneme oboustranny intervalovy odhad pro stfedni hod-
notu p o spolehlivosti 1 — «

T

[X—u(l—;‘)jﬁ;XJru(l—;‘)jﬁ] (14.8)

Jednostranné odhady maji tvar:

e levostranny intervalovy odhad spolehlivosti pro stfedni hodnotu p

[X—U(l —a)jﬁ; OO> ;

e pravostranny intervalovy odhad spolehlivosti pro stfedni hodnotu u

- S
<—oo; X +u(l— a)\/ﬁ} .
Priklad 14.4. t Byl proveden pokus, pii némz jsme 600krat hodili kost-
kou a z toho 75krat padla Sestka. Zajimé nas odhad pravdépodobnosti pad-
nuti Sestky na této kostce.

Resend. Zavedme si ndhodné veli¢iny X1, ..., Xeoo s alternativnim rozdéle-
nim A(p), kde tspéch (X = 1) nastane, kdyz padne 6, a netspéch (X = 0)
nastane pri vysledcich hodu 1-5. Zajimé nas p = P[X = 1]|. Pfipomenme,

ze p = EX. Bodovy odhad p je tedy = = % = 0,125. Vybérovy rozptyl je

1 1
2 2 2 2\ -
= E i — =—(75-(1-0,125 525-(0—0,125)7) =0,11.
Pro vypodet intervalového odhadu o spolehlivosti 1 —a = 95 % potiebujeme
znét jesté hodnotu u(0,975) = 1,96.

B NoRN. 5. INV(0,975) |

S

NG

S

. T+ u(0,975)
NG

[w — u(0,975) = [0,098; 0,151].
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Tudiz skutecnd pravdépodobnost padnuti sestky na této kostce lezi s prav-
dépodobnosti 0,95 v intervalu [0,098;0,151]. Pokud by kostka byla symet-
ricka, pak by tato pravdépodobnost byla % = 0,166. Tato pravdépodobnost
vSak v nami zjisténém intervalovém odhadu nelezi, tudiz s pravdépodob-
nosti alesponi 95 % tato kostka neni spravedlivd. Toto je identicky zdvér
s testem hypotézy, ktery provedeme v prikladu . A
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14.5 Ulohy

14.1 Stanovte nestranné bodové odhady stfedni hodnoty vysky studentt
a rozptylu vysky na zakladé dostupnych vybérovych dat: 167, 169, 186, 197,
184, 185, 159, 174, 175, 168, 193, 174, 182, 172, 184, 187, 203, 177, 181, 163,
175, 171, 202, 199, 182, 184, 185, 173, 172, 174, 183, 171, 169, 164, 179, 186,
169, 201, 168, 195, 172, 187, 180, 174, 165.

14.2 Na zékladé idaji v tloze stanovte 95%, 90% a 99% oboustranny,
levostranny a pravostranny interval spolehlivosti pro

a) stfedni hodnotu g,
b) rozptyl o2,
¢) smérodatnou odchylku o.

14.3 Kolik méreni by bylo potfeba provést, abyste se pri odhadu stied-
ni hodnoty p vysky studentt z piikladu dopustili chyby prevysujici
+3cm? Uréete pro spolehlivost 90 %, 95 % i 99 %.

14.4 Jaka je spolehlivost odhadu, pouzijte-li data z piikladu a spoko-
jite-li se s chybou nejvyse +£4 cm?

14.5 P1i vylovu rybnika bylo ndhodné vybrano a zvazeno 15 kaprt v kg:
3,0; 3,1; 2,5; 2,5; 4,2; 2,1; 3,25; 2,5; 4,8; 2,3; 4,1; 3,6; 3,0; 3,6; 4,0.
a) S 99% spolehlivosti odhadnéte stfedni hodnotu hmotnosti kapra.
b) Jakou minimalni garantovanou nosnost musi mit taska, aby unesla
kapra s 95% spolehlivosti?
c¢) Pro publikaci vysledkt vylovu je potfeba uvést vysledky s predem
urcenou presnosti. Kolik je potfeba zvazit kaprt, aby bylo mozno od-
hadnout stFfedni hodnotu hmotnosti kapra s 99% spolehlivosti a ma-
ximalni ptipustnou chybou 0,25 kg?
d) S jakou spolehlivosti 1ze odhadnout stfedni hodnotu vahy kapra v ryb-
nice pfi maximdélni pripustné chybé 0,25 kg pouze na zakladé stava-
jictho vybéru ¢itajiciho 15 kapra?

14.6 V souvislosti s kontrolou dodrzovani predpisi o rychlosti jizdy pfes
obec byla zméfena rychlost 36 ndhodné vybranych aut. Porovnejte odlisnost
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intervalovych odhadt primeérné rychlosti jizdy aut pro a = 0,05 a pouzitim
CLV.

14.7 Byla zjistovana hmotnost prasat porazenych ve staii 182 dni v kg:
124,3; 119,4; 117,8; 131,6; 118,2; 113,9; 135,1; 133; 138,4; 125,2; 129,9; 127,9;
131,8; 137,2; 119,7; 122,7; 111,4; 135,2; 129,1; 117,2; 134,3; 133,9; 129,8;
126,4; 123,5; 126,6; 121; 127,2; 117,8; 113,5; 126,6; 121,6; 122,1; 124,6; 121,4;
120,8; 122,3; 134,5; 110,1; 127; 140,5; 127,7; 137,5; 130,4; 136,5; 136,6; 124,5.
Se spolehlivosti 95 % odhadnéte zisk zemédélce z prodeje 60 prasat ve sté-
i1 182 dni, jestlize se plati 45 K¢ za 1kg zivé vahy. Porovnejte obvykly
intervalovy odhad s intervalovym odhadem ziskanym na zakladé CLV.

14.8 V lesnim porostu bylo ndhodné vybrano a zméreno 80 primeéri kmene
smrku v [cm]:

20, 29, 39, 29, 21, 26, 36, 18, 58, 35, 45, 49, 38, 20, 17, 42, 56, 46, 28, 59,
29, 46, 36, 45, 17, 68, 26, 23, 37, 22, 57, 48, 44, 25, 50, 21, 16, 74, 27, 28,
38, 50, 52, 26, 15, 69, 20, 16, 31, 19, 21, 40, 29, 18, 37, 45, 80, 29, 50, 20,
19, 59, 24, 19, 21, 24, 19, 38, 20, 25, 18, 15, 23, 42, 66, 55, 29, 27, 15, 49.
Vybér smrkti dobre reprezentuje celou populaci smrki, kterd vykazuje nor-
malni rozdéleni. Odhadnéte s 95% spolehlivosti, kolik dfevni hmoty 1ze zis-
kat z 200 kmeni, které jsou 4m vysoké? (Zuzeni kmene zanedbejte.) Po-
rovnejte obvykly intervalovy odhad s intervalovym odhadem ziskanym na
zakladé CLV.

ResSeni tloh
14.1 7 = 179,1; s = 122,419.

14.2

a) intervalové odhady stfedni hodnoty p: odhad: oboustranny, levostran-
ny, pravostranny
spolehlivost 90 %: [176,340; 181,882], [176,965; o), (—oo; 181,257],
spolehlivost 95 %: [175,787;182,435], [176,340; c0), (—o0; 181,882],
spolehlivost 99 %: [174,671;183,552], [175,129; c0), (—o0; 183,093],
b) intervalové odhady rozptylu o?:
odhad: oboustranny, levostranny, pravostranny
spolehlivost 90 %: [89,060; 180,829], [95,060; c0), [0; 165,802],
spolehlivost 95 %: [83,899;195,341], [89,060; co), [0; 180,829],
spolehlivost 99 %: [74,923;228,397], [78,394; c0), [0;214,190],
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¢) intervalové odhady smérodatné odchylky o
odhad: oboustranny, levostranny, pravostranny
spolehlivost 90 %: [9,437;13,447], [9,77; c0), [0; 12,876,
spolehlivost 95 %: [9,160; 13,976, [9,437; c0), [0;13,447],
spolehlivost 99 %: [8,656;15,112], [8,854; c0), [0;14,635].

14.3 Po dosazeni do vzorce pro pripustnou chybu A = ¢, 1 (1 — %) . %
uréime n, pro spolehlivost ¢ = 90 % — 38 méreni, pro spolehlivost ¢ = 95 %
— 55 méreni a pro spolehlivost ¢ = 99 % — 120 méreni.

14.4 1 — o = 0,979, tj. asi 97,9 %.

14.5

a) Bodovy odhad stfedni hodnoty — 3,237 kg, intervalovy odhad stfedni
hodnoty — [2,624; 3,849].

b) 3,599 kg.

c) Asi 90,057, tj. asi 91 kapri.

d) 0,756.

14.6 Pomoci statistiky s t-rozdélenim je intervalovy odhad [49,69;52,66],
pomoci CLV je intervalovy odhad [49,74; 52,61], odhady se tedy ptilis nelisi.

14.7 Zisk zemédélce se bude se spolehlivosti 95 % pohybovat v interva-
lu [335069,60; 347 134,20] K¢&; odhad podle CLV je [335228,20; 346 975,60)
K¢, tedy lze fict, ze odhad pomoci CLV je prakticky totozny s ptivodnim
odhadem.

14.8 Predpoklddané mnozstvi dfevni hmoty se bude se spolehlivosti 95 %
pohybovat v intervalu [60,3;91,05] m?® dieva; odhad pomoci CLV se prilis
nelisi: [60,52;90,8] m? dievni hmoty.
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Kapitola 15

Parametrické testy

15.1 Principy testovani hypotéz

Ve védeckém vyzkumu i v aplikacich se problémy casto formuluji ve tvaru
hypotéz. Statistickd hypotéza je tvrzeni, které se tyka pravdépodobnostniho
rozdéleni, pripadné zavislosti hodnot parametri ndhodné veliciny.

Hypotézy lze délit na dva druhy:

1) parametrické hypotézy — hypotéza je uréena pomoci parametru urci-

tého modelu,

2) neparametrické hypotézy — hypotézy o tvaru rozdéleni, o zavislosti

proménnych apod.

Kazda tdloha testovani hypotéz je formulovana tak, ze proti sobé stoji dvé
hypotézy, a to nulovd hypotéza (Hy) proti hypotéze alternativni (H; nebo
také H,). V této kapitole se budeme zabyvat pouze parametrickymi testy,
tzn. budeme predpokladat znalost pravdépodobnostniho rozdéleni prislusné
nahodné veli¢iny a testovat budeme parametr daného rozdéleni.

Predpokladejme, ze rozdéleni ndhodné veli¢iny zavisi na parametru 6.
O parametru 6 se domnivame, ze by mohl byt roven danému ¢islu 6. V tom-
to pripadé nulovou hypotézu zapisujeme ve tvaru

H(): 0= 90.
Alternativni hypotéza Hi muze byt ve tvaru
Hy:0#0p, nebo Hi:60 >0y mnebo Hi:0 <.

V prvnim ptipadé se jedna o tzv. oboustrannou hypotézu, ve druhém a tre-
tim pripadé jde o jednostrannou (pfesnéji pravostrannou, resp. levostrannou
hypotézu).

285



286 KAP. 15 PARAMETRICKE TESTY

Tabulka 15.1: Chyby pfi testovani hypotéz

Rozhodnuti
Skutecnost Zamitame Hy Nezamitame Hj
Hy, « 1—«
plati chyba I. druhu spravné rozhodnuti
Hy 1-p B
neplati spravné rozhodnuti chyba II. druhu

P1i svém rozhodnuti o platnosti Hy ¢i Hy se mu-
zeme dopustit jedné ze dvou chyb. Stane-li se, Ze za-
mitneme Hy, ackoli ve skutecnosti plati, udélame tzv.
chybu pruniho druhu (falesné pozitivita). Stane-li se,
ze nezamitneme H, prestoze ve skutecnosti nepla-
ti, udélame tzv. chybu druhého druhu (falesnd ne-
gativita). PTi testovani samoziejmé pozadujeme, aby
pravdépodobnosti obou chyb byly co mozna nejmen-
§i. Pravdépodobnost chyby prvniho druhu typicky oznadujeme « a nazy-
vame ji hladina vyznamnosti testu, pravdépodobnost chyby druhého druhu
oznacujeme (. Pravdépodobnost 1 — 8 je oznacovana také jako ,sila tes-
tu* nebo ,rozliSovaci schopnost® testu a predstavuje pravdépodobnost, ze
spravné zamitneme nulovou hypotézu Hy, pokud skutecné neplati. Sila testu
obvykle zavisi na predem zvolené hladiné vyznamnosti testu «, a to tak, ze
s klesajici hladinou vyznamnosti sila testu klesi. Prehled o chybéach a jejich
pravdépodobnostech pfi testovani ukazuje tabulka .

Pii rozhodovani o platnosti nulové ¢i alter- / jn/p/ ‘/N/wpﬂ[ N/’ /

nativni hypotézy se opirdme o tzv. testovou sta-
tistiku T'. Testova statistika je predem dany
funkéni predpis, ktery zavisi na nadhodném vy-
béru X1, Xo,..., X, z podkladového rozdéleni.
Hodnoty statistiky 7" mohou lezet v jedné ze
dvou disjunktnich mnozin, a to bud v kritickém
oboru W (pfedstavuje obor zamitnuti hypotézy _
Hj) nebo v oboru pfijeti V' (lépe obor nezamit- = =

nuti hypotézy Hy). Jak uz bylo feceno, muzeme se pii testovani dopustit
jedné ze dvou chyb, pficemz se obvykle trva jen na pozadavku, aby prav-
dépodobnost chyby prvniho druhu byla rovna nebo mensi nez «, kde « je

" CoLEM ADHINISTRATIVY
Y RoMEWIT STUENT

WA STATISTI Kr =
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néjaké dané ¢islo z intervalu (0;1). V praxi se nejcastéji voli & = 0,05 ne-
bo a = 0,01. Obor zamitnuti W a obor nezamitnuti V' jsou oddéleny tzv.
kritickymi hodnotams testu. Pozadujeme tedy, aby platilo

P(T € W|Hy) < a.

V soucasné dobé udava bézny statisticky soft- SER ST WA 1007
ware (Statistica, R, S+, SAS, ale i MS Excel) tzv. p- USTN, 3 v JE MERI 041
hodnotu, neboli dosazenou hladinu testu. p-hodnota
je nejmensi hladina testu, pri které bychom jesté
hypotézu Hy zamitli. Tudiz zvolime-li a = 0,05 a p-
hodnota vyjde mensi nez 0,05 (nebo rovna), pak
zamitame hypotézu Hy na hladiné o = 0,05. Po-
kud p-hodnota vyjde vétsi nez 0,05, pak hypotézu
Hj na hladiné o« = 0,05 zamitnout nelze. ,Nezamit-
nuti“ hypotézy Hy vSak neznamenda, ze hypotézu potvrzujeme, prijimame
za platnou, tedy zZe tvrzeni v ni obsazené je pravdivé, nybrz ,nezamitnu-
tim“ nulové hypotézy pouze nevylucujeme jeji platnost. Rikdme také, ze
pozorovand data nejsou s Hy v rozporu.

7 tabulky plyne, ze zamitne-li test hypotézu Hj, pak se miZeme
dopustit pouze chyby prvniho druhu, jejiz pravdépodobnost kontrolujeme
hladinou vyznamnosti a a vime, zZe je nizka. Zatimco nezamitne-li test Hy,
pak se muzeme dopustit pouze chyby druhého druhu, kterou vsak nemé-
me vyse uvedenym postupem pod kontrolou. Proto je tvrzeni ,zamitneme
Hy“ silngjsi nez tvrzeni ,nezamitneme Hy“ To je vyjadreno i lingvistickou
asymetrii téchto vyjadreni. Nezamitneme-li Hy, pak to muze byt zptsobeno
riaznymi diuvody. Budto Hy opravdu plati, nebo prosté jen nemame dosta-
tecné mnozstvi dat, tedy dostatecnou informaci k tomu, abychom mohli Hy
zamitnout.

Testovani hypotéz lze prirovnat k principu presumpce neviny: jestlize
vybérovy soubor neukaze na rozpor s nulovou hypotézou, pak nelze nulo-
vou hypotézu zamitnout — podobné jako u presumpce neviny se pozaduje,
aby na obzalovaného bylo pohlizeno jako na nevinného do té doby, dokud
se nepredlozi presvédcivé dikazy o jeho viné. Soudcem v piipadu je pak
statisticky test: statisticky test rozhodne, zda data z vybérového souboru
odpovidaji nulové hypotéze stejné jako soudce rozhodne, zda svédci podali
vypovéd ve prospéch obhajoby. Pozaduje se, aby P(T' € W|Hy) = «, tj. aby
svédci (vybérovy soubor) podali falesné svédectvi v neprospéch obhajoby
za situace, kdy je obzalovany nevinen (tedy za podminky platnosti Hy),
pouze s pravdépodobnosti a. (Rozdil s principem presumpce neviny je, ze
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soudce nemuze uroven pravdépodobnosti a stanovit a ani ji pro konkrétni
pripad nezn4.)

Nejcastéji je testovani hypotéz pouzivano k porovnavani jednoho vybéru
s danou hodnotou, nebo dvou ¢i vice vybért mezi sebou. Testujeme-li s po-
moci pouze jediného ndhodného vybéru, mluvime o jednovybérovém testu,
pokud s pomoci vice vybéru, mluvime o dvouvybérovém testu ¢i testu z vice
vybérid. V druhém piipadé je vzdy potieba rozlisSovat, zda se jednd o na-
hodné vybéry zavislé nebo nezavislé. U nezavislych vybéra se predpoklada,
ze jednotky vybrané z jednoho souboru nezavisi na vybranych jednotkach
z druhého souboru. Jsou-li vybrané jednotky z jednoho souboru pozorova-
ny na stejnych objektech jako jednotky z druhého souboru, pripadné jsou
svazany jinym zpusobem, pak jsou jednotky obou soubort na sobé zavislé;
v pripadé dvou soubortt mluvime o parovém testu.

15.2 (Studenttv) Jednovybérovy t-test
stredni hodnoty

Necht X1, ..., X,, je ndhodny vybér z N(u; 02) s rozsahem n > 1. Parametr
0% > 0 nenf zndm. Ve Studentové oboustranném jednovybérovém t-testu je
potieba testovat hypotézu Hy: o = pg, kde g je dané ¢islo, proti alternativé
Hi: pu # pg. Hypotézu Hy zamitneme, bude-li X hodné vzdaleno od &isla
wo- Z véty vime, ze za platnosti hypotézy Hy mé statistika

(X — o)
S/v/n

Studentovo rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti. Podle definice kritické hod-
noty Studentova rozdéleni dostaneme, ze

P (yT\ > tn_l(l —_ %)) —a

Tedy hypotézu Hy zamitneme na hladiné «, jestlize plati

«
=t (1-5)

T —

~th-1

V pripadé jednostrannych alternativ Hy : p > po (pravostranny test),
resp. Hy: p < po (levostranny test) hypotézu Hy zamitneme, jestlize

t>th1(1—a), resp. t< —t,—1(1—a).
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Priklad 15.1. t Vratme se k ptikladu na strané . M4 se roz-
hodnout, zda méa automat systematickou vychylku. Tudiz je treba testovat
hypotézu Hy : = 0 proti alternativé Hy : u # 0 na hladiné o = 0,05
(tj. ze odchylky kolisaji kolem nuly a nejsou systematicky posunuty ani do
kladnych, ani do zdpornych hodnot).

Resend. Vzhledem k zadani a formulaci hypotéz vyuzivame oboustrannou
variantu testu. Mdme n =5, up =0, T = —0,8, s = 1,923 5,

_ T Mo -
=
Kritickou hodnotu t-rozdéleni s obecné n — 1 stupni volnosti (zde 5 —1 = 4)
t4(0,975) = 2,776 uréime z tabulek nebo vypocétem v MS Excel.

= T.1NV(0,975;4) |

Protoze | — 0,93| # t4(0,975) = 2,776, nezamitame Hy. Tudiz zjisténd data
neodporuji predpokladu, ze automat nems systematickou odchylku. Vs§im-
néte si, ze gy = 0 (stfedni hodnota za platnosti hypotézy Hy) lezi uvnitf
intervalového odhadu o spolehlivosti 95 % (viz priklad ) Neboli 0 je
pravdépodobna hodnota skuteéné stfedni hodnoty a tudiz nemuzeme za-
mitnout Hy. Oba pristupy k testovani hypotéz, jak klasicky pristup, tak
pres intervalovy odhad, jsou ekvivalentni. A

t

-0,93.

15.2.1 Vypocet oboustranné a jednostranné p-hodnoty t-testu

Jiz jsme zminili, ze p-hodnota nebo také dosazend hladina vyznamnosti (sig-
nifikance) testu je ¢iselnd hodnota, pomoci niZ mizeme alternativné rozho-
dovat pri statistickém testovani hypotéz. Testujeme-li hypotézu Hy pomoci
néjaké statistiky 7', 1ze na p-hodnotu nahlizet dvéma ekvivalentnimi zputso-
by:
1) p-hodnota je nejmensi hladina vyznamnosti, pti které jesté zamitneme
Ho,
2) p-hodnota je podminénd pravdépodobnost, Ze pii platnosti Hy naby-
va testova statistika T dosazené hodnoty t nebo hodnot v absolutni
hodnoté vétsich (pro oboustrannou alternativni hypotézu)H.

Pri feseni loh si vétSinou nejdrive stanovime hladinu vyznamnosti «,
pak si vypocitame p-hodnotu a tyto dvé hodnoty porovname. Vyjde-li p-
hodnota mensi nez zvolend hladina vyznamnosti (p < «), zamitneme Hy,
v opa¢ném piipadé (p > «) ji nezamitneme. Cim mensi je tedy p-hodnota,
tim za méné vérohodnéjsi lze oznacit Hy.

LV pifpadé pravostranné alternativy hodnot vyssich, v pfipadé levostranné alternativy
hodnot mensich nez ¢t.
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0,45
0,4
0,35
0,3
0,25

ftx)

-hodnota
0,15 p

0,1 1p
0,05 a

hodnota testovaci statistiky kritickd hodnota

Obrazek 15.1: Vztah mezi « a p-hodnotou pro pravostranny test (zde na
prikladu hustoty standardizovaného normalniho rozdéleni U)

Podle druhu testovani rozlisime tti pripady:

o V pripadé oboustranného testu a symetrického rozdéleni testového
kritéria predstavuje p-hodnota dvojnasobek obsahu plochy pod gra-
fem hustoty pravdépodobnosti testové statistiky napravo od absolutni
hodnoty testové statistiky a vypocitd se obecné jako 2 - [1 — F(|t])],
v piipadé asymetrického rozdéleni plati p = 2 - min{F'(t), 1 — F(t)}.

e V pripadé pravostranného testu je p-hodnota dédna obsahem plochy
pod grafem hustoty pravdépodobnosti testové statistiky napravo od
jeji hodnoty a vypocita se jako rozdil 1 — F(t), kde F(t) je hodnota
distribuc¢ni funkce pro dosazenou hodnotu ¢ testové statistiky.

o V pripadé levostranného testu je p-hodnota dédna obsahem plochy pod
grafem hustoty pravdépodobnosti testové statistiky nalevo od jeji hod-
noty a vypocitd se jako F(t).

Ve vsech tfech pripadech hustotou, resp. distribuéni funkci F' testové statis-
tiky minime hustotu, resp. distribu¢ni funkci testové statistiky za podmin-
ky, ze plati Hy. Konkrétné p-hodnoty naptiklad pro jednovybérovy t-test se
vypocitaji pomoci vzorce

p=2-[1-F(|t])]
pro oboustrannou variantu testu a pomoci
p=F(t), resp. p=1—F\(t)

pro levostrannou, resp. pravostrannou variantu testu.
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15.3 Test rozptylu normalniho rozdéleni

Jednovybérovy test o rozptylu slouzi k ovéfeni hypotézy o rozptylu dat, tj.
zda testovand hodnota rozptylu je totozna s populacnim ekvivalentem, tj.
zda jsou pri zvolené hladiné vyznamnosti hodnoty ve vybéru stejné promén-
livé jako v populaci.

Necht X7i,...,X, je ndhodny vybér z N(u;0?), kde n > 1. Je tieba
testovat hypotézu

Hy: 0® = 0f proti alternativé Hy: o? # o3,

kde 03 je dané kladné ¢islo. Hypotézu Hy zamitneme, bude-li S? hodné
vzdéleno od &isla o3. Z véty vime, ze za platnosti hypotézy Hy ma
statistika @ rozdéleni x? o n — 1 stupnich volnosti:

n—1)52
Q="D5 e
o)

Podle definice kritické hodnoty kvantiléi rozdéleni x? dostaneme, Ze

P (xil(g) <(n- 1)5; < X?L71<1 - g)) =1-aq,

tedy hypotézu Hy zamitneme na hladiné «, jestlize pro realizaci g statistiky
Q plati:

[0 -
q< X%-l(g) nebo ¢ > x>, (1 - 5)-

V pifpadé jednostranné alternativy Hy: 02 > o} (pravostrannd varianta),
resp. Hy: 0% < 02 (levostrannd varianta) hypotézu Hy zamitneme, jestlize

q>xi_1(1—a), resp. q<xi_4(a).

p-hodnotu testu o rozptylu vybéru z normalniho rozdéleni vypocitame vzhle-
dem k asymetrii x? rozdéleni

p=2-min{F(q);1 - F(q)},

kde min zna¢i minimum z vypoétenych dvou hodnot a F'(gq) je hodnota
distribuc¢ni funkce pro vypoctenou statistiku q.

p-hodnoty jednostranné varianty testu (pravostranny, resp. levostranny)
rozptylu normalniho rozdéleni se vypocitaji podle vzorct

p=F(q), p=1-F(g).
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Priklad 15.2. i Zacvik laboranta na urcitém optickém pristroji pova-
zujeme za ukonceny, jestlize ptfi méreni urcitého objektu dosahuje rozptylu
nejvyse 0,0196. Byly naméreny hodnoty: 6,82; 6,44; 6,38; 6,21; 6,38; 6,60;
6,32. Zjistéte, zda je nutné pokracovat v zacviku.

Resend. V tomto piipadé je potfeba provést test s jednostrannou alterna-
tivou. Zajima nas, zda je potifena pokracovat v zacviku, tj. zda s vysokou
mirou jistoty o2 > 0,0196. Tuto situaci volime jako alternativni hypoté-
zu. Nulova hypotéza Hy je formulovana ve tvaru rovnosti. Tudiz testujeme
Hy: 0? = 0,0196 proti alternativé Hi: 02 > 0,0196. Spo¢teme vybérovy
rozptyl s2 = 0,040 6

= VAR.S(B3:B9)
652

a statistiku ¢ = = 12,44. Miru jistoty stanovime volbou hladiny

96
(zde v obvyklé vysi) a = 0,05. Kritickd hodnota testu je v tomto piipadé
X2(0,05) = 12,59,

= CHISQ. INV(0,95;6) ]

0,0
Si)

a protoze ¢ # x2(0,05), nemtizeme zamftnout Hy.

Vsimnéte si, ze odhad rozptylu (0,040 6) je vétsi nez pozadovany rozptyl
(0,0196), ale namérena data ndm neumoznuji zamitnout hypotézu, ze roz-
ptyl je roven pozadované hodnoté na hladiné o = 0,05. Neboli mame vice
nez 5% pravdépodobnost, Ze namérena data mohla vzniknout z normélniho
rozdéleni s rozptylem 0,0196. Ke stejnému zavéru dojdeme také pri reseni
uzitim p-hodnoty: p = 0,052 86 > 0,05,

= 1—CHISQ.DIST(12,44;6)]

tedy na hladiné @ = 0,05 nezamitame Hy. VSimnéte si vSak rovnéz, ze p-
hodnota prevysuje hladinu vyznamnosti testu « jen velmi nepatrné — pii jen
o malo slabsi jistoté, napf. pro hladinu o = 0,06 (ve skutec¢nosti pro kazdou
hladinu alespon 0,052 86) bychom jiz nulovou hypotézu zamitli. A

15.4 Parovy t-test rovnosti strednich hodnot

Mégjme ndhodny vybér (Y1, 21), (Ya, Z2),...,(Yn, Zn) 2z néjakého dvouroz-
mérného rozdéleni, jehoz vektor stfednich hodnot je (p1,p2). Cheeme tes-
tovat hypotézu

Hy: pa — pp = A proti alternative  Hy: po — g # A
kde A je néjaké dané cislo, nejcastéji A = 0. Polozime

XIZZI_Y17 XQZZQ_Y27"'7Xn:Zn_Yn'
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Poradi ¢lent v od¢itani ndhodnych velicin Z — Y volime podle interpretace:
pokud jsou hodnoty Y zjistovany pred aplikaci a hodnoty Z po aplikaci
néjakého opatteni (napriklad), pak X predstavuje zvyseni méfené veliciny.

Veli¢iny X1, Xo, ..., X, jsou nezavislé. Pfedpoklddejme, ze X; ~ N(u;0?),
1=1,2,... ,n. Zfejmé p = po — pq. Jsou-li tyto predpoklady splnény, pak
je uloha prevedena na jednovybérovy t-test: z realizace x1,x2,..., %, Vy-
pocteme Z, s> a hodnotu testové statistiky ¢. Hypotézu Hy zamitneme na
hladiné «, plati-li

t| =

A2 ea-3)

Parovy t-test se pouziva v situacich, kdy na kazdém z n objektt byla na-
mérena data dvou ruznych veli¢in. Jednotlivé objekty lze zpravidla poklddat
za nezavislé, ale méreni na témz objektu nikoli. Parovy t-test pouzijeme,
kdyz napriklad testujeme ti¢innost néjakého 1éku na n pacientech, pricemz
Y, jsou hodnoty nameérené pred podanim léku a Z; jsou hodnoty namérené
po podani 1éku, tedy muze jit o vybéry vzniklé napiiklad pfi tzv. pretestu
a posttestu. Parovy test by se vyuzil také v pripadech, kdy na dvou ¢astech
jednoho objektu méirime stejnou veli¢inu. Typickym prikladem je zjistovani,
zda se po spravném serizeni geometrie vozidla sjizdi obé pneumatiky stejné.

p-hodnoty pro oboustranny parovy t-test se vypocitaji podle vzorce
p=2-(1-F(|t]),
pro jednostranné varianty testu
p=1=F(|t]), resp.p= F(|t]).

p-hodnotu jednostranného i oboustranného testu lze vypocitat také pomo-
ci funkce = T.TEST(maticel;matice2;chvosty;typ)‘ v MS Excel, kde pod
schvosty“ volime bud 1 (jednostranné rozdéleni) nebo 2 (dvojstranné roz-
déleni) a u ,typu* volime moznost 1 (parovany test).

Priklad 15.3. Bl Na hladiné o = 0,05 se mé rozhod- SRy
nout, zda lék na snizeni krevniho systolického tlaku je T

acinny ¢i nikoli. Proto bylo vybrano 6 pacientii, jimz
byl zméren systolicky tlak pred aplikaci 1éku a hodinu
po aplikaci 1éku. Vétsi z obou hodnot méfeni systolic-

kého tlaku kazdého pacienta je zaznamenana v tabulce
-i!5 2.
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Tabulka 15.2: Vétsi z hodnot naméreného tlaku pacienti

| Tlak / Pacient 1] 2|3 ]4]5]6]
Pfed podanim léku || 180 | 160 | 150 | 165 | 170 | 175
Po podéni 1éku 150 | 155 | 155 | 150 | 155 | 170
Rozdil hodnot 30 5 | -5|15]15] 5

Reseni. Rozdily méfeni budeme povazovat za realizace nezavislych ndhod-
nych veli¢in s rozdélenim N(yu; 02), kde o2 neni zndmo. Pokud 1ék nem4, vliv
na tlak krve, plati hypotéza Hp: p = 0; je-li 1ék ucinny, plati alternativni
hypotéza Hy: p > 0. Mame tedy n =6, A =0 a

1>

=1

-(304+5—-5+15+15+5) = 10,833.

[N

=\ PRUMER (D4:D9) |

1 n
2 2 =2\ -
S = 1<;1xi—nm>—

- (30% + 5% + 52 + 15 + 15 + 5 — 6 - (—10,833)%) =
= 144,167.

(S

VAR.S(D4:D9)
s =Vs2 = /144,167 = 12,007.

SMODCH. VYBER. S (D4:D9) ]

Vypocéitame hodnotu testové statistiky 7"

z—A
t= = 2,21.
s/\/n ’
V tabulkach zjistime nebo v MS Excel vypocitame kritickou hodnotu
t5(0,05) = 2,015.
= T.INV(O,95;5)]

Protoze t > t5(0,05), na zdkladé uvedenych méteni zamitdme hypotézu H
ve prospéch Hi, s vysokou pravdépodobnosti je tedy 1ék ucinny.

p-hodnotu jednostranného testu lze spocitat v MS Excel pfimo pomoci
funkce | = T.TEST|takto:
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Dvouvybé&rovy parovy t-test na stfedni hodnotu

Soubor 1 Soubor 2
Stf. hodnota 166.6666667 155.8333333
Rozptyl 116.6666667 54.16666667
Pozorovani 6 6
Pears. korelace 0.167725574
Hyp. rozdil stf. hodnot 0
Rozdil 5
t Stat 2.210066303
P(T<=t) (1) 0.039048983
tkrit (1) 2.015048373
p(T<=t) (2) 0.078097966
tkrit(2) 2.570581836

Obrézek 15.2: Vyrez z MS Excel néastroje Analyza dat pro dvouvybérovy
parovy t-test

= T.TEST(maticel;matice2;1;1) = 0,039049 < a. Pravdépodobnost, Ze
pri neuc¢innosti 1éku bychom dostali hodnotu testové statistiky 2,21 (nebo
vice) je pouze 3,9 %, méné nez 5% hladina vyznamnosti testu, tedy opét na
této hladiné vyznamnosti zamitame Hy.

K teseni piikladu lze vyuzit nastroj Analyza dat v MS Excel: na kar-
té Data zvolime Analyza dat a dale moznost Dvouvybérovy parovy t-test
na stfedni hodnotu. Nejdfive vybereme prislusné soubory dat, hypoteticky
rozdil stfednich hodnot predpokldddme roven 0 (neni nutné zadévat) a zvo-
lime hladinu vyznamnosti alfa (je prednastaveno 0,05). Vybereme bunku,
do které chceme umistit zacatek vysledné tabulky, a klikneme OK.

Obrazek ukazuje tabulku, ktera je vysledkem nastroje Analyza dat
pro data z prikladu . V tabulce 1ze kromé testové statistiky a kritické
hodnoty pro zvolenou hladinu vyznamnosti nalézt také vyse vypocitanou
p-hodnotu pro jednostrannou i oboustrannou alternativu.

A

15.5 Dvouvybérovy t-test rovnosti primeéru
pri stejnych rozptylech

Uvazujme situaci, ze mame k dispozici dva soubory neparovych pozorova-
ni ruzného rozsahu. Predpokladejme, Ze soubory maji sobé rovné rozpty-
ly. V takovém pripadé pro porovnani vybérovych pramért obou souboru
pouzijeme dvouvybérovy t-test, nékdy téz oznacovany jako dvouvybérovy
Studentuv test.
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Necht X1, X, ..., X, je ndhodny vybér z normalniho rozdéleni N(zy; o?)
a Y1,Ys,...,Y,, ndhodny vybér z normalniho rozdéleni N(uz; 0?). Necht ty-
to dva vybéry jsou na sobé nezavislé a vSimnéme si téz, ze predpoklddame
totozny (ne nutné znamy) rozptyl, o kterém predpoklddime o > 0. Pted-
pokladejme déale, ze n > 2 a m > 2. Chceme testovat hypotézu

Ho:pp —pe=A proti Hi:pp —pz # A,

kde A je ndjaké dané ¢islo (nejéastéji A = 0). Ozna¢me X, S% a Y, S%
vybérové prumeéry a vybérové rozptyly téchto vybéru. Lze ukizat (viz [1)),
ze za platnosti Hy ma testova statistika T' ve tvaru

T— X-Y-A \/nm(n+m2)
V(= 1)S% + (m - 1)8} ntm

Studentovo rozdéleni t o n + m — 2 stupnich volnosti. Hypotézu Hy tedy
zamitneme na hladiné «, jestlize

~ th+m—2,

o
1> tama (1= ).
2

Dvouvybérovy t-test hypotéz pouziviame v pripadech, kdy se napriklad
na n pacientech zkousi ptisobeni léku A a na jinych m pacientech ptsobeni
1éku B. Uéelem pokusu je zjistit, zda je ptisobeni obou 1éku stejné.

Casto dochazi k zaméné parového a dvouvybérového t-testu, coz je hrubé
chyba. Dvouvybérovy t-test mizeme pouzit pouze v pripadé, kdyz mame
zajisténu nezavislost vsech veli¢in X1, Xo, ..., Xy, Y1,Ys,...,Y,,. V pfipadé
zameény téchto testti dojdeme zpravidla k nesmyslnym vysledktm.

p-hodnotu pro oboustrannou variantu testu vypocitame podle vzorce
p=2-(1-F(|t]),
pro jednostranné varianty testu
p=1-F(lt]), resp. p=F(t]).

Pro pfimy vypocet p-hodnoty jednostranného i oboustranného testu lze vyu-
zit také funkci = T.TEST(maticel;matice2;chvosty;typ) ] v MS Excel, kde
pod ,chvosty* volime bud 1 (jednostranné rozdéleni) nebo 2 (oboustranné
rozdéleni), u ,,typu“ volime moznost 2 (dva vybéry se shodnym rozptylem).

Pri feseni tloh na testovani rovnosti prameéri pomoci dvouvybérového
t-testu lze vyuzit nastroj Analyza dat v MS Excel: na karté Data zvoli-
me Analyza dat a ddle moznost Dvouvybérovy t-test s rovnosti rozptyla.
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Nejdiive vybereme prislusné soubory dat, hypoteticky rozdil strednich hod-
not ponechdme na vychozi hodnoté 0 (neni nutné zaddvat) a stejné tak
ponechdme hladinu vyznamnosti alfa na vychozi hodnoté 0,05 (nechceme-
-li pracovat s jinou hladinou). Vybereme bunku, do které chceme umistit
zacatek vysledné tabulky, a klikneme OK.

Pro testy z odstavcu az plati urcité predpoklady. Nejdulezi-
téjsim z nich je nezavislost jednotlivych veli¢in, v pripadé dvouvybérového
testu i obou vybéri. Poruseni ma zavazné disledky a ¢ini zavéry zalozené
na testech chybnymi. V praxi k poruseni tohoto predpokladu dojde v pripa-
dé, kdy realizovany vybér neni ndhodny, tedy nereprezentujici zkoumanou
populaci (napf. systematicky pomiji nékteré podskupiny populace).

Dalsim predpokladem testl je normalita rozdéleni. Vzhledem k platnosti
centralni limitni véty (CLV) a zakonu velkych ¢isel neni jeji poruseni pri
vétsim rozsahu ndhodného vybéru zavazné a vsechny parametrické testy se
pri velkém rozsahu ndhodného vybéru rutinné pouzivaji. V odstavci je
pro rozsahlé vybéry rovnéz predstaven alternativni test zalozeny na CLV,
ktery normalitu ani nepredpoklada. Pri zavazném poruseni normality a ma-
lém rozsahu ndhodného vybéru davame prednost pouziti nékterého nepa-
rametrického testu. Testy na normalitu ndhodného vybéru jsou uvedeny
v odstavcich a .

U dvouvybérového t-testu je jesté dodateény pozadavek na rovnost roz-
ptyli obou rozdéleni. Vzdy v tomto pripadé usilujeme o testovani takovych
souboru dat, u nichz neni rozdil ve velikosti rozptyli prilis veliky. Shodu
rozptyld muZzeme otestovat pomoci testu v nasledujicim odstavci.

15.6 Test rovnosti dvou rozptyla (F-test)

Necht X1, Xo, ..., X, jevybérz N(u1;0%) a Yy, Ya, ..., Yy, vybér z N(ug; 03).
Necht tyto dva vybéry jsou na sobé nezavislé. Predpokladejme, ze n > 2,
m > 2, 07 >0, 05 > 0. Testujeme hypotézu

Hy: 0} =03 proti Hi: o} # o3

Protoze 5’?( je nestranny odhad parametru a% a 552, parametru 0’%, 1ze oce-

kavat, ze za platnosti hypotézy Hy bude podil
2

F-5x

2

Sy

blizky 1. Proti Hy budou tedy svédcit bud hodnoty blizké nule nebo hodnoty
velké.
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Tabulka 15.3: Pramérné vynosy poli [t/ha] pro piiklad

Hnojivo A || 62 | 54 | 55 | 60 | 53 | 58
Hnojivo B || 52 | 56 | 49 | 50 | 51 | -

Statistika F' se podle casti p) véty a defini¢niho vzorce (), jako
podil dvou nezévislych nahodnych veli¢in s rozdéleni x2, ¥di Fisherovym-—
Snedecorovym rozdélenim F o n — 1 a m — 1 stupnich volnosti. Hypotézu
Hy zamitneme, jestlize

2 2
S « S (0%
f= TX < Fhoim-1 <*) nebo f = 7;( > Fno1m-1 (]— - *>
Sy 2 Sy 2

kde F,—1m—1(-) jsou hodnoty kvantilu Fisherova—Snedecorova rozdéleni F
on —1am —1 stupnich volnosti.

p-hodnoty pro oboustranny F-test se vypocitaji podle vzorce
p=2-min{F(f);1 - F(f)},
a pro jednostranny F'-test podle vzorce
p=1—F(f) prof>1, p=F(f) prof<l1.

Pro piimy vypocet p-hodnoty oboustranného F-testu se v MS Excel vyuziva
funkce |= F.TEST(maticel;matice2) |

Priklad 15.4. i Zemédélci oseli jedenéct poli, z toho u Sesti poli pouzili
hnojivo A a u zbylych péti poli pouzili hnojivo B. Po sklizni byly u kazdého
pole stanoveny prumérné vynosy (v tundch na hektar) (viz tabulku )
Je potieba ovérit, zda jsou obé hnojiva stejné efektivni.

Re$end. Primérné vynosy v prvni skupiné budeme pokladat za vybér z roz-
déleni N(pq;0?), priimérné vimosy ve druhé skupiné za vybér z N(ug;03).
Nejprve provérime hypotézu o shodé rozptyli obou vybéri

H): 02 =03 proti Hj: ol # o3.

Vypocteme sg( =12,8, s%/ = 7,3 a hodnotu testové statistiky

2
5% 12,8 .
= & — =1,753.
/ st 73 ’

Hypotézu o rovnosti rozptyla bychom zamitli, kdyby platilo bud
f = F5,4(0,025) = 0,135,
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Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Soubor 1 Soubar 2
5tf. hodnota 57 51.6
Rozptyl 12.8 7.3
Pozorovani 6 5
Rozdil 5 4
F 1.753424658
p(F<=f} (1) 0.303172533
F krit (1) 6.256056502

Obrazek 15.3: Tabulka F-testu v MS Excel pro priklad

= F.INV(0,025;5;4) ], coz neni pravda, nebo

> F5.4(0,975) = 9,364,

= F.INV(O,975;5;4)], coz také neni pravdaE. p-hodnotu oboustranné va-
rianty F-testu vypocitame jako

= F.TEST(A2:A7;B2:B6) | = 0,606 345 (s daty v buitkdch A2:A7 a B2:B6),
nebo také

= MIN(1-F.DIST(1,753;5;4);F.DIST(1,753;5;4))|= 0,606 345.

Protoze je p-hodnota testu vétsi nez «, nezamitdme Hy na zvolené hladiné
vyznamnosti.

K feseni piikladu lze vyuzit néstroj Analyza dat v MS Excel: na karté
Data zvolime Analyza dat a dale moznost Dvouvybérovy F-test na roz-
ptyl. Nejdrive vybereme prislusné soubory dat, hypoteticky rozdil stfednich
hodnot predpokldddme roven 0 (neni nutné zadavat) a zvolime hladinu vy-
znamnosti alfa (je pfednastaveno 0,05). Vybereme burku, do které chceme
umistit zacatek vysledné tabulky, a klikneme OK. Tabulka na obrazku
ukazuje vysledky teseni pro priklad . Tabulka vSak neobsahuje kritickou
hodnotu ani p-hodnotu pro pozadovany oboustranny test; oboustrannou p-
hodnotu nicméné muzeme dostat jako prosty dvojnasobek publikované jed-
nostranné p-hodnoty.

Hypotézu o rovnosti rozptyli tedy nezamitneme, a tudiz mtzeme pri-
stoupit k samotnému dvouvybérovému t-testu hypotézy

Ho: py = p2 protiHy: py # po

2Vzhledem k vlastnosti () symetrie kvantili Fisherova—Snedecorova rozdéleni je
mozné tuto ivahu zkratit: jestlize vybéry oznacime tak, ze prvni vybér je ten s vyssim
rozptylem, stac¢i bez ijmy na obecnosti ovérovat pouze druhou ze zminénych nerovnosti.



300 KAP. 15 PARAMETRICKE TESTY

za predpokladu shodnych rozptyli. Mame n = 6, m =5, A =0, & = 57,
y = 51,6 a statistika 7" ma hodnotu

T—y—A \/nm(n—i—m—Q)
\/(n—l)s§(+(m—1)s%, n+m
Hodnotu testové statistiky T porovname s kritickou hodnotou

= T.10V(0,975;9) | = t9(0,975) = 2,26,
a protoze |t| > t9(0,975), zamitdme hypotézu Hy o rovnosti efektivity hno-

jiva A a B. p-hodnota oboustranné varianty t-testu je
= 2x(1-T.DIST(ABS(2,7712) ;9;PRAVDA))] = 0,021 71.

t= = 2,771 2.

Pro pfimy vypocet p-hodnoty jednostranné nebo oboustranné varianty t-
testu lze také vyuzit funkci

= T.TEST(maticel;matice2;2;2) I = 0,02171.

V pripadé potieby p-hodnot pro jednostranné varianty testuE bychom po-
¢itali takto:

T.DIST(2,7712;9;PRAVDA) ’ = 0,989 145 (levostranny test), resp.

1-T.DIST(2,7712;9;PRAVDA) ] = 0,010855 (pravostranny test).

K fesSeni piikladu lze vyuzit néstroj Analyza dat v MS Excel: na karté
Data zvolime Analyza dat a dale moZznost Dvouvybérovy t-test na stfedni
hodnotu. Nejdiive vybereme prislusné soubory dat, hypoteticky rozdil stred-
nich hodnot predpokladdme roven 0 (neni nutné zadévat) a zvolime hladinu
vyznamnosti alfa (je prednastaveno 0,05). Vybereme bunku, do které chce-
me umistit zacatek vysledné tabulky, a klikneme OK. Tabulka na obrizku
ukazuje vysledky testovani strednich hodnot pro data z prikladu .

A

15.7 Testovani rovnosti strfednich hodnot souboru
s riznymi rozptyly

Pokud si nejsou rovny rozptyly obou vybéra pochézejicich z normélniho
rozdéleni na zakladé zjisténi F-testu (02 # o3), rovnost vitbec neptedpo-
kladame, pripadné jsou-li vybéry ruznych rozsahu (m # n), vyuzijeme pro
porovnani prumeért mezi dvéma nezavislymi vybéry alternativni testy, napr.
Cochrantuv—Coxuv test, anebo Welchtuv® (také Aspinové—Welchiv) test.

3Naptiklad pro ovéfeni hypotézy, Ze hnojivo A je G¢innéj$i nez B.
4Bernard Lewis Welch (1911-1989), britsky statistik.
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Dvouvybé&rovy t-test s rovnosti rozptyld

Soubor 1 Soubor 2
Stf. hodnota 57 51.6
Rozptyl 12.8 7.3
Paozorovani 6 5
Spoleény rozptyl 10.35555556
Hyp. rozdil stf. hodnot 1]
Rozdil 9
t Stat 277122216
P{T<=t} (1) 0.010855041
tkrit(1) 1.833112933
P(T<=t} (2} 0.021710083
tkrit(2) 2.262157163

Obréazek 15.4: Tabulka t-testu v MS Excel pro priklad

Piedpokladejme, ze X1, Xo, ..., X, je vybér z N(u1;03) a Y1, Yo, ..., Yy,
je vibér z N(ug;03) nezavisly na prvnim vybéru. Zjistime-li pii testovani
rovnosti rozptylii obou vybéri, ze 0% # o3, mitzeme stiedni hodnoty porov-
nat pribliznym testem. Nejprve se vypocte

1 = - 1 = =
2 E 2 2 2 _ E 2 2
=1 7j=1

a dale spocteme statistiku

X-Y_-A
T=
m T

Testujeme Hg: 1 — po = 0 proti Hy: p1 — pg # 0. Za platnosti Hy ma T
priblizné Studentovo rozdéleni. Dle Cochranova—Coxova pravidla zamitneme
Hy v pripadé, ze plati

et (L= §) + vyt (1 5)

1] >
Vg + Uy

(15.1)

Tento test ma hladinu vyznamnosti priblizné o. V MS Excel se pro ovéreni
této hypotézy test aproximuje pocet stupnu volnosti jako

(3+2)

= s /me? | (s2/m2"

m—1 n—1

+
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Tabulka 15.4: Pramérna bodova hodnoceni studentt v piikladu

PM 90 | 85 | 88| 8|94 |91 |79 83|87 |8 |91]90
Bez PM || 67 |90 | 71 | 95| 8 | 83 | 72 | 66 | 75| 86 | 93 | 84

s e

p=2-(1-F(|t]))
pro oboustranny test a
p=F@), p=1-F()

pro jednostranné verze testu, kde F' je distribuc¢ni funkce Studentova roz-
déleni o i stupnich volnosti.

Funkce | = T.TEST|v MS Excel poc¢itd p-hodnotu Welchova testu s apro-
ximovanym poctem stupnt volnosti fi. Nastroj Analyza dat i ru¢ni vypocet
pomoci funkce = T.DIST|vrati méné presnou p-hodnotu, nebot usekavaji
pripadné necelociselné stupné volnosti na celé ¢islo. Rozdil je ale velmi maly
a obvykle nema vliv na rozhodnuti o platnosti hypotézy Hy.

Piiklad 15.5. B Tabulka ukazuje bodova hodnoceni dvou skupin
ruznych studenta z testu z matematiky. Prvni skupina prii pripravé na test
vyuzivala pomocny materidl (PM) od uditele, druhd skupina nikoliv. Otes-
tujte na hladiné vyznamnosti o = 0,05, zda pomocny material ucitele prispél
k lep$im primérnym vysledktim v testu.

Resend. Cisla v obou vybérech pochéazeji od riznych studenti, vybéry jsou
tedy nezavislé. Predpokladame, ze vybéry maji norméalni rozdéleni. Nejprve
provéfime shodu rozptyli obou vybéru. Stanovime pomocné hypotézy H|,:
o1 = oy (tj. rozptyly bodovych vysledku jsou u obou skupin stejné) proti
H{: 01 # o9 (rozptyly bodovych vysledkti obou skupin skupin jsou rtizné).
V MS Excel dostdvame hodnotu testové statistiky f = 0,156 a kritické
hodnoty asi 0,288 a 3,474, tedy hodnota f testové statistiky lezi v kritickém
oboru a H|, zamitdme. Také p-hodnota

= F.TEST(A2:A13;B2:B13)|= 0,004 625 < 0,05

potvrzuje s vysokou mirou jistoty, Ze rozptyly obou vybért si nejsou rovny.

Pro testovani pruméru formulujeme nulovou hypotézu Hy: puy = ps (bo-
dové vysledky jsou u obou skupin stejné) proti pravostranné alternativé
Hiy: py > pe (bodové vysledky skupiny, kterd pouzivala pomocny material,
jsou v prumeéru lepsi nez vysledky skupiny bez pomiticek). Testova statistika
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mé po zaokrouhleni hodnotu ¢ = 2,236. Kritickd hodnota pro Cochrantiv—-
Coxuv pravostrannyd test je po zaokrouhleni 1,796; nastroj Analyza dat
vraci kritickou hodnotu 1,761 (pfesnéjsi hodnota s neceloc¢iselnymi stupni
volnosti je 1,758, tu vSak neni snadné v Excelu spoéitat). Ve vSech pripadech
Hy zamitame ve prospéch alternativy H;j. Také p-hodnota Welchova testu

= T.TEST(A2:A13;B2:B13;1;3)| = 0,02085 < a = 0,05

potvrzuje, ze pomocny material ucitele pomohl studenttim k dosazeni lep-
sich vysledku. A

15.8 Test stredni hodnoty pomoci CLV

V pripadé, ze ndhodné veli¢iny vyrazné nesplnuji normalitu, nemuzeme po-
uzit predchozi testy, nebot testové statistiky 7', () a F nemaji patficna
rozdéleni. Je-1i vsak ndhodnych veli¢in vétsi pocet, mizeme vyuzit centralni
limitni vétu (dale pouzivame zkratku CLV), podle které se soucet vétsiho
poc¢tu ndhodnych veli¢in chova jako norméalni rozdéleni. Pro pouziti aproxi-
mace pomoci CLV se obvykle doporucuje rozsah ndhodného vybéru n > 20.

Méjme X, ... ,X,, ndhodny vybér z rozdéleni s kone¢nou stiredni hod-
notou y a koneénym rozptylem o2. Je tieba testovat hypotézu Hy: = o,
kde g je dané ¢islo, proti alternativé Hy: p # po. Hypotézu Hy zamitneme,
bude-li X hodné vzdéleno od &isla pg. Podle CLV m4 statistika

_ X — po
O'o/ﬁ

za platnosti Hy asymptoticky normované norméalni rozdéleni. Podle definice
kvantilu normovaného normalniho rozdéleni je asymptoticky

P(;Z\gu(1—%>):1—a.

Tedy hypotézu Hy zamitneme na hladiné «, jestlize plati

(0]
> 1-—).
‘Z|—“( 2

V pripadé jednostranné alternativy Hj : p > pg, resp. H1 1 p < po
hypotézu Hy zamitneme, jestlize

Z

z>u(l—a), resp. z<u(a).

Ve vzorci () pouzijeme (1 — a)-kvantily Studentova rozdéleni.
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V ptipadé, ze rozptyl 08 neni zndm, pouzijeme misto néj ve vypoctu
statistiky Z jeho nestranny odhad S?. Takto modifikovana statistika ma
rovnéz asymptoticky normované normalni rozdéleni.

p-hodnota pro oboustrannou variantu testu se vypocitd podle vzorce
p=2-(1-2(|z])),
p-hodnoty pro jednostranné varianty testu se vypocitaji podle vzorctu
p==®(z), resp. p=1—P(2).

Priklad 15.6. g Vratme se k prikladu . Ma se rozhodnout o tom, zda

kostka je z hlediska pravdépodobnosti padnuti Sestky spravedliva. Tudiz je

tfeba testovat hypotézu Hy: u = & proti alternativé Hy: pu # % na hladiné

6
a = 0,05.

Reseni. Mame n = 600, jg = %, z = 0,125, s> = 0,109. Rozptyl ndhodné
veliciny X; ~ A(up) za platnosti hypotézy Hy je 03 = po(l — po) = %.
Spocteme ~
T —Ho .
2= = 274, 15.2
ol i (15.2)

Vypocteme kritickou hodnotu «(0,975) = 1,96.
= | NORM.S.INV(0,975) l

Protoze |z| > u(0,975), zamitdme Hj. Tudiz zjisténad data odporuji predpo-
kladu, ze kostka je spravedliva. Vsimnéte si, ze u tohoto testu jsme pouzili
o3, zatimco v pifkladu M jsme pouzili s2. Pokud bychom ve vzorci ()
také nahradili parametr 0(2] statistikou s2, byl by test ekvivalentni p¥istu-
pu pres intervalovy odhad. Obé moznosti jsou vSak z praktického hlediska
rovnocenné.

Pro vypocet p-hodnoty testu lze vyuzit funkci = Z.TEST| v MS Ex-
cel, kterd mé tii parametry: oblast dat, testovanou sttedni hodnotu (x)
a znamou smerodatnou odchylku zakladniho souboru (sigma). V nasem pii-
padé vychézime z oblasti A4:A603, kterd obsahuje 75 jednicek a 525 nul.
p-hodnota pro oboustranny test je rovna dvojnasobku minima z hodnot

Z.TEST(A4:A603;1/6;0DMOCNINA(1/5%5/6)) ] a
1-7.TEST(A4:4603;1/6;0DMOCNINA(1/6%5/6)) |.
p = 0,006 17, tedy zamitame H. A

V soucasné dobé se v praxi jiz upousti od providéni vyse uvedenych
testll zaloZzenych na centralni limitni vété. Misto toho je centralni limitni
véta teoretickym podkladem a zdivodnénim, proc¢ je v pripadé rozsdhlych
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vybéri nadédle mozné rutinné pouzivat (exaktni) parametrické testy (¢-testy,
x2-testy a F-testy), i kdyz podkladové rozdéleni neni normalni — vSechny

jsou asymptoticky ekvivalentni.
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15.9 Ulohy

15.1 U ndhodné vybraného vzorku osmi cigaret stejné znacky byl zjistén
prameérny obsah nikotinu 4,2 mg a smérodatna odchylka 1,3 mg. Rozhodné-
te, zda vyrobce neporusuje své reklamni tvrzeni, ze pramérny obsah nikotinu
u tohoto typu cigaret neprekracuje 3,5 mg. Zvolte hladinu vyznamnosti 0,01
a predpokladejte normalni rozdéleni obsahu nikotinu v cigaretach.

15.2 Pr1i kontrole automatu, ktery ma plnit cukrem balicky o vaze 1 kg byly
pri prevazeni péti balickt zjistény odchylky —3,2,—2,0,—1 v gramech od
pocatecni hodnoty (hladina vyznamnosti 0,01). Zjistéte, zda automat vyka-
zuje systematickou odchylku od pozadované hodnoty. (Jednotlivé odchylky
budeme povazovat za realizace nezavislych ndhodnych veli¢in s rozdélenim
N(p;0?), kde 02 je neznamy p.gu"ametr.)ﬁ

15.3 Automat je nastaven na davkovani vitaminového premixu na troven
100 g na 50 kg krmné smési. Technickd kontrola vybrala ndhodné padesat
vzorku a zjistila presnou hmotnost premixu. Vysledky jsou uvedeny v tabul-
ce . Rozhodnéte, zda se hmotnost davky premixu vyznamné (a = 0,05,
a = 0,01) 1lis{ od pozadovaného nastaveni.

Tabulka 15.5: Data k pifkladu
Déavka [g] 96 | 98 | 100 | 102 | 104 || Celkem

Pocet vzorka || 7 | 29 9 3 2

15.4 U jedné skupiny osob byla sledovana teplota téla
a provedeno jeji méreni pred osetfenim a po ném. Vysled-
ky méreni ukazuje tabulka . Na hladiné vyznamnosti
0,01 (pro vétsi silu testu) porovnejte rozdily teplot pred
osetfenim a po ném.

Tabulka 15.6: Vysledky méreni teploty ¢ pred osetfenim a po ném

LtPC][ o [ o2 [ o3 [ oa [ 05 [ 05 [ or [ o5 [ 09 [ 0w |
Pred || 36,2364 [359]371]382]39,1] 37 [384]368]37.1
Po 37,3 | 36,5 | 37,2 | 382|392 | 395|384 | 385|368 | 36,9

SUloha véetné dat prevzata z [4], s. 98.
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15.5 Dvéma voltmetry byla soucasné namérena vzdy
riznd napéti_se smérodatnou odchylkou ¢ = 10mV oo
(viz tabulku ) Posudte na 2% hladiné vyznamnosti
hypotézu, ze stfedni hodnoty tdajt obou voltmetru se
sobé rovnaji.

Tabulka 15.7: Vysledky méfeni dvéma voltmetry [mV]
| 1.méfeni || 302 |351] 4 [ 457 [425] 36 | 3 [29] 27 |
| 2. mérent || 3,005 | 3,65 | 4,002 | 4,512 [ 3,91 | 3,04 | 3233 | 2,62 ]

15.6 Zjistujeme, zda zvysSeni teploty snizuje vykon délnikd v dilné. Pro
tento ucel bylo testovano patnéict délnikid a méren jejich vykon za sménu
(pocet vyrobki za sménu, tabulka ) Na hladiné vyznamnosti o = 0,05
otestujte, zda je vykon délniki pri odlisné teploté stejny ¢i ne.
Tabulka 15.8: Pocty vyrobkl jednotlivych délnikii v zévislosti na teploté
Délnik ¢. || 19°C | 23°C || Délnik ¢. || 19°C | 23°C |

1 52 50 9 67 61
2 58 51 10 68 o7
3 59 60 11 70 64
4 65 o1 12 63 64
5 71 58 13 51 50
6 95 52 14 96 ol
7 59 60 15 62 53
8 63 99

15.7 P1i zkousce ze statistiky bylo zjistovano, zda studenti maji stejné vy-
sledky v pisemné a v tustni ¢asti zkousky. Bylo testovano deset studenti,
kteif doséhli bodové zisky, jak uvadi tabulka@

Tabulka 15.9: Pocty bodt jednotlivych studenti v pisemné a ustni ¢asti
zkousky

Pocet bodit/Student &. || 1 [ 2 |3 [ 4[5 |6 ] 7[8]|9]10]
Pisemna ¢ast 28 [ 16 | 1124 [26 [ 3014 [ 16] 26 ] 35
Ustni ¢ast 25 10| 0 |30 |28]25] 8 |12] 2730

15.8 Osmi rostlindm tabdku byl odebran druhy list. Jedna ndhodné vybrana
polovina listu byla oSetfena pripravkem A, druha pripravkem B. Potom
byly listy potieny suspenzi agresora a byl sledovan pocet skvrn na kazdé
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poloviné. Na hladiné vyznamnosti o = 0,05 otestujte, zda se pocty skvrn
v tabulce vzniklych pripravkem A a B vyznamné lisi.

Tabulka 15.10: Poc¢ty skvrn na listech
’ Pocet skvrn / Rostlina ¢. H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘ 8 ‘
Pripravek A 9 | 1713118 |7 ]18|20] 10
Pripravek B 1011 18|14 |6 |7 |17 | 5

15.9 Zjistéte, zda se od sebe vyznamné lisi hmotnosti hlavek dvou riznych
odrud zeli v kg (viz tabulku ) Hypotézu testujte na hladiné vyznam-
nosti 0,05.

Tabulka 15.11: Vysledky vazeni hlavek zeli odrid z; a 29 v kg
z1 || 5,50 | 6,20 | 4,00 | 4,80 | 5,30 | 4,40 | 3,90 | 6,40 | 5,30
z2 || 5,80 | 6,50 | 5,30 | 5,60 | 4,80 | 7,30 - - -

15.10 Byla porovnavana ucinnost dvou protikoroznich latek. Prvni latka
byla aplikovana v 10 pripadech, druhéd v 11 pripadech. Po stanovené dobé
byl zjistén stupeti poskozeni s témito vysledky: Z; = 82,4 ym, s? = 12,1 um?,
To = 80,0 pm, s% = 10,5 um?. Porovnejte primérny éinek obou latek.

15.11 Bylo potfeba zjistit, zda piimés do oceli zvysuje jeji pevnost. Vy-
sledky méreni pevnosti oceli bez primeési a s ptimési v MPa ukazuje tabul-
ka . Na hladiné vyznamnosti a = 0,05 otestujte hypotézu, podle které
nema pridani specialni ptimeési do oceli vliv na jeji pevnost.

Tabulka 15.12: Vysledky méteni pevnosti oceli s pfimeési a bez primési v MPa
Bez pfimési || 5,6 | 5,9 | 5,9 | 5,7 |58 | 57| 6 | 55| 5,7]55
S pfimeési 6,2 5,7|56| 6 |63]58|57]| 6 6 |58

15.12 Ve vyrobné smési betonu bylo vyrobeno a vyzkouseno jedenéct vy-
robkt ze dvou rtiznych betonovych smési. Na hladiné vyznamnosti o = 0,05
otestujte rovnost kvality pevnosti v MPa u obou smési.

Tabulka 15.13: Vysledky méfeni pevnosti betonu s primési a bez primési
v MPa

Smés 1 || 18 | 1919|2122 20|19 |21 |22 18|19
Smeés2 || 1920 (21|20 |18 22|21 (19|21 |20 |21
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15.13 S vyuzitim sebranych dat o pomerancovych
nektarech firem v tabulce otestujte na hladi-
né vyznamnosti o« = 0,05, zda pomerancové nek-
tary firmy A

VITANING
0 STUPIVA
STATISTIKY
NENY NIKDY
posT

a) se prukazneé lisi v obsahu pomerancové sta- y
vy od vyrobku firmy B, —
b) obsahuji prumérné méné pomerancové sta-

vy nez vyrobky firmy B.
Tabulka 15.14: Obsah pomeranc¢ového nektaru firem A a B
A || 58,8 | 50,2 | 53,5 | 49,4 | 51,7 | 47,9 | 50,3 | 53,8
B || 51,1 | 49,7 | 53,8 | 52,3 | 50,5 | 49,1 | 52,8 | 57,1

15.14 Dilezitym ukazatelem jakosti odrady Inu je hmotnost vldkna v gra-
mech. U dvou odrud Inu bylo provedeno méfeni hmotnosti vldkna (tabul-
ka ) Otestujte na hladiné vyznamnosti o = 0,05, zda existuji vyznam-
né rozdily v hmotnosti vlaken u obou odrud Inu.

Tabulka 15.15: Vysledky méieni pevnosti betonu s primeési a bez primési
v MPa

Odrada I || 47,5 | 57,7 | 47,1 | 38,6 | 45,2 | 49,8 | 43,4
50,8 | 41,5 | 38,8 | 47,1 | 51,2 | 52,6 | 46,1
Odriida 11 || 49,2 | 44,1 | 38,1 | 40,9 | 46,4 | 57,1 | 36,8
42,3 | 50,5 | 52,5 | 39,5 | 40,9 | 41,2 | 50,1

15.15 Dvacet Sest stejné starych selat bylo rozdéleno do dvou skupin. V prv-
ni skupiné jich bylo ¢trnact a byla krmena podle planu A, ve druhé skupiné
jich bylo 12 a méla krmny plan B. Po Sesti mésicich byly zaznamenany jejich
hmotnostni pfirustky (viz tabulku ) Otestujte rovnost rozptyli obou
vybért. Testovanim rozhodnéte, zda se primérné hmotnostni priristky selat
v obou skupinach vyznamné lisi.

Tabulka 15.16: Prirtustky hmotnosti selat v kg

Plan A || 62 | 54 | 55 | 60 | 53 | 58 | 60 | 57 | 63 | 70 | 58 | 64 | 61 | 55

Plan B || 52 | 56 | 49 | 50 | 51 | 47 | 60 | 53 | 57 | 60 | 62 | 70

Reseni aloh

15.1 Ze zadani je n = 8, T = 4,2, s, = 1,3. Testujeme Hy: p = 3,5 proti
Hiy: > 3,5, nebot alternativou je, ze obsah nikotinu presahuje danou mez.
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Jednovybérovy t-test o sttedni hodnoté: ¢ = 1,424 6, p = 0,01, kritické hod-
noty asi £2,9979, rozhodnuti: nezamitame Hy o tom, Ze prumérna hodnota
nikotinu v cigaretdch nepresahuje 3,5 mg. Vyrobce tedy neporusuje tvrzeni
v reklamé.

15.2 Ze zaddni je n = 5, p = 0. Vypocitdme z = 57 2, = —08
as?= ﬁ (Z:‘L:1 x? — na?z) = 3,7, tedy s = 1,923 5. Testujeme Hg: p =0
proti Hy: u # 0. Jednovybérovy t-test o stfedni hodnoté: Hodnota testo-
vé statistiky [t| = 0,93, p = 0,01, kritické hodnoty asi +3,747, rozhodnuti:
nezamitame Hp o tom, ze prumérnd odchylka pfi plnéni balickt je 0 mg.
Automat tedy podle zjisténych dat nevykazuje systematickou chybu.

15.3 = = 98,56, 5_2X = 3,435, hodnota testové statistiky ¢t = 5,722, kri-
tické hodnoty: 2,009, 2,678. Rozhodnuti o Hy: zamitame Hy pro hladinu
vyznamnosti « = 0,05 i @ = 0,01. Hmotnost ddvky premixu se v 50 kg
smési vyznamneé lisi od pozadované normy.

15.4 Testujeme Hy: oSetreni nema vliv na zménu teploty proti H : oSetfeni
ma vliv na zménu teploty, tj. teplota se zvysi, nebo snizi. Parovy oboustran-
ny t-test na stiedni hodnotu: hodnota testové statistiky asi —3,28, kriticka
hodnota asi —3,25, Hy se zamitd na hladiné vyznamnosti 0,01 (rovnéz p-
hodnota oboustranné varianty testu asi 0,0095 < 0,01), zavér: osetfeni ma
vliv pfi zvolené hladiné vyznamnosti 0,01 na teplotu clovéka.

15.5 Parovy oboustranny t-test na stfedni hodnotu: hodnota testové statis-
tiky asi 0,364, kritickd hodnota asi 2,896, Hy se zamita na hladiné vyznam-
nosti 0,02 (rovnéz p-hodnota oboustranné varianty testu asi 0,725 > 0,02),
zaveér: Hp se nezamitd na hladiné vyznamnosti 0,02. Neni prikazné, ze se
stfedni hodnoty méreni lisi, neboli oba voltmetry davaji stejné vysledky.

15.6 Parovy t-test, t = 4,089, Hy zamitame, rozdily ve vykonu délniki jsou
statisticky vyznamné.

15.7 Parovy t-test, t = 2,017, nezamitame Hg, Ze jsou vykony studentu
u obou ¢asti zkousky vyrovnané.

15.8 Parovy t-test, Hy: neni rozdil v U¢inku pripravka A a B. proti Hi:
Je rozdil v u¢inku piipravka A a B. t = 2,625, kritickd hodnota 2,365,
zamitame Hy, tedy z vybéru lze usuzovat na rozdil v uc¢inku piipravki
A a B.
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15.9 Dvouvybérovy (neparovy) t-test, testujeme Hy: Rozdil ve vaze hlavek
zeli je neprukazny (tj. neni prukazny). proti Hi: Rozdil ve vaze hlavek zeli
neni neprikazny (tj. je prukazny).

15.10 F-test na shodu rozptyli: Hy: 0} = 03, Hy : 03 # 03, f = 0,152 %
Fy.10(0,975) = 3,799, p = 0,411, na hladiné a = 0,05 nelze zamitnout Hy,
tedy rozptyly nejsou prokazatelné rozdilné;

dvouvybérovy t-test: Ho: p1 = pa, Hy : p1 # pa, [t| = [1,637| # t19(0,975) =
2,093, Hg nelze zamitnout na hladiné vyznamnosti o = 0,05, nebylo te-
dy prokdzéno, ze by se uc¢innost obou latek vyznamné lisila, p = P(|T| >
1,637) = 0,118, tedy Hp by bylo mozné zamitnout az na hladiné vyznam-
nosti 11,6 % a vySsi.

15.11 F-test na shodu rozptylt: Hy: 0? = 03, Hy : 0% # 03, o7 = 0,029,
03 = 0,052, f = 0,556 # Fyo(0,975) = 4,025, p = 0,478, na hladiné o =
0,05 nelze zamitnout Hy, rozptyly se rovnaji, jinak také rozptyly nejsou
prokazatelné rozdilné;

dvouvybérovy t-test: Ho: p1 = po, Hy @ p1 # po, T1 = 5,73, To = 5,91, |t| =
| —1,998] ¥ t15(0,975) = 2,1, Hp nelze zamitnout na hladiné vyznamnosti
a = 0,05, nebylo tedy prokazéno, ze by se piimési vyznamné zvysSovala
pevnost oceli, p = P(|T| > 1,998) = 0,061, tedy Hy neni mozné zamitnout
az do hladiny asi 6,1 % a vyssi.

15.12 F-test na shodu rozptylt: Hy: 0? = 03, Hy : 0% # 03, 07 = 2,164,
03 = 1,364, f = 1,587 # Fi0.10(0,975) = 3,717, p = 0,478, na hladiné
a = 0,05 nelze zamitnout Hy, rozptyly nejsou prokazatelné rozdilné;
dvouvybérovy t-test: Hy: p1 = po, Hy : p1 # po, T1 = 19,818, Zo = 20,182,
|t| = | — 0,642| % t20(0,975) = 2,086, Hy nelze zamitnout na hladiné vy-
znamnosti « = 0,05, nebylo tedy prokazano, ze by se pevnost, resp. kvalita
obou smési vyznamné lisila, p = P(|T| > 0,642) = 0,528, tedy Hp neni moz-
né zamitnout na jakékoliv smysluplné hladiné vyznamnosti (az do hladiny
52,8 % a vyssi).

15.13 F-test na shodu rozptyla: Hy: 0124 = 0123, H,: 0124 #* 0123, npa=npg=2_8,
04 = 11,642, 0% = 6,674, f = 1,744 # F77(0,975) = 4,995, p = 0,48, na
hladiné vyznamnosti a = 0,05 nelze zamitnout Hy, rozptyly nejsou proka-
zatelné rozdilné;

dvouvybérovy t-test: Ho: ua = up, H1: pa # up, Tao = 51,95, Tp = 52,05,
[t| = | —0,066] % t14(0,975) = —2,145, Hp nelze zamitnout na hladiné
vyznamnosti o = 0,05, nebylo tedy prokazéno, ze by se oba nektary pro-
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kazatelné lisily v obsahu pomerancové stavy, resp. kvalita obou smési vy-
znamné lisila, p = P(|T| > 0,066) = 0,948, tedy Hy neni mozné zamitnout
na jakékoliv smysluplné hladiné vyznamnosti (az do hladiny 94,8 % a vyssi).

15.14 Dvouvybérovy t-test bez rovnosti rozptylt obou vybéru, Hy: Hmot-
nosti vldken Inu se u obou odrud rovnaji. proti H; : Hmotnosti vlaken Inu
se u obou odrid lisi., ¢ = 0,92, kritickda hodnota 2,05, nezamitame Hg o rov-
nosti hmotnosti vldken Inu u obou odrud Inu.

15.15 s% = 21,14, s? = 43,53, T = 59,285, § = 55,583, t = 1,679, nezami-
tame Hy o rovnosti hmotnostnich priristki selat u diety A a B.



Kapitola 16

Neparametrické testy

Parametrické testy jsou zaloZeny na nékolika predpokladech. Jednim z nich
je predpoklad, ze vybér pochazi z daného rozdéleni, které je zndmo az na
nékteré parametry. Pokud je dané rozdéleni normélni, pouzivime parame-
trické testy z kapitoly [L5, pricemz poruseni normality pii dostate¢né vel-
kém vybéru neméni zavéry testi — v tomto pripadé se totiz muzeme oprit
o centralni limitni vétu a zdkony velkych &isel. Casto se vSak setkdvame
s vybéry malych rozsahi, které pochéazeji z vyrazné ,,nenormalnich® zaklad-
nich soubort. V takovych pripadech nelze parametrické testy z kapitoly
pouzit, protoZze testové statistiky nemaji patficnd rozdéleni (Studentovo,
Pearsonovo ¢i Fisherovo—Snedecorovo). Pfi praci s nimi pak vyuzivime tzv.
neparametrické testy. Tyto testy maji velmi obecné predpoklady a jsou ma-
tematicky nenaro¢né. Cenou za obecnost je vsak jejich mensi sila, kterou
oproti parametrickym testiim mayji.

Pred uvedenim nékterych neparametrickych testti zavedeme pojem po-

radi. Méjme dand ruznd reilna cisla x1, z9,...,,. Poradim R; ¢isla x; na-
zyvame pocet téch ¢isel x1,xa, ..., T,, kterd jsou mensi nebo rovna ¢islu x;.

Méjme napiiklad ¢isla 5, 8, 9, 3, 2, 1. Cislo 5 ma poradi 4, protoze ¢&isla 5, 3,
2, 1 jsou mensi nebo rovna 5. Ptislusnéd poradi jsou shrnuta v tabulce .

Mize se stat, ze Cisla x1, xs, . .., T, nejsou rizna, tzn. nékterd z nich jsou
si rovna a vytvareji tzv. shody. V tomto pripadé se pak ¢islim, ktera tvoii
shodu, pfirazuje prumérné poradi odpovidajici takové skupince. Napriklad

Tabulka 16.1: Tabulka vybranych ¢isel s pritazenym poradim

Cisla x; 5181913211
Poradi R; || 4|56 |3]2]1

313
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Cislum 5, 5, 5,9, 9, 2, 1 se pritadi pofadi Ry, Rs, ..., R7, uvedené v tabulce

.

Tabulka 16.2: Tabulka c¢isel vytvarejicich shody v poradi

Ocislovani hodnot x; 1

Vzestupné usporadané hodnoty z; || 1
Poradi R; 112414146565

Pro urcovani poradi dat v souboru o libovolném rozsahu lze v MS Excel
vyuzit funkci = RANK.AVG| kterd vrati poradi dané hodnoty v Ciselném
seznamu. Prvni argument je ¢islo, kterému chceme udélit poradi, druhy
argument je oblast dat, v ramci kterych poradi hledame, a tfeti argument
nabizi volbu 1 nebo 0, odpovidajici fazeni vzestupné nebo sestupné. Pokud
ma vice hodnot stejné poradi, bude vraceno prumeérné poradi.

16.1 Znaménkovy test

Necht X1, Xo,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou distribu¢ni
funkei a i je medidan tohoto rozdéleni, pak plati

]P’(X</1):IP’(X>/1):%.

Chceme testovat hypotézu
Hy: i = jig  proti alternativée Hiy : ji # fig,
kde fip je dané ¢islo (nejcastéji rovno nule). Utvorime nejprve rozdily
X1 — po, X2 — flo, - -, X — flo-

Nahodna veli¢ina Y pak bude oznacovat pocet téch rozdili, které maji klad-
né znaménko. Za predpokladu platnosti hypotézy Hyp ma nahodnéa velic¢ina
Y binomické rozdéleni s parametry n a % Znaménkovy test se proto také
oznacuje jako znaménkovy binomicky test. Pri oboustranném testu tvori
kriticky obor jednak ptilis malé hodnoty Y (tj. hodnoty lezici blizko nule),
jednak prilis velké hodnoty Y (tj. hodnoty blizké n). V ptipadé malého roz-
sahu vybéru (tj. pro mald n) jsou vypocteny kritické hodnoty testu ki, ko
tak, ze
P(Y < k) < P(Y2k2)<%,

(6%
_27 =
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Tabulka 16.3: Mnozstvi nadojeného mléka [1] a vypocet poradi diferenci pro
piiklad [16.1

Krava ¢. 1 2 3 4 5 6 | 7 8 9 | 10
1. laktace 14 | 12 | 15 | 12 | 12 |14 | 11 | 12 | 15| 10
2. laktace 15 |16 | 19 | 15 | 14 |11 | 11 | 15 | 14 | 13
Diference 1| -4 —-4|-3]-2]3 0|-3]1]|-3
Znaménko diference — — - — - | + — + | =

Kritické hodnoty ki, ko je mozné nalézt v tabulkach: pro a = 0,05 a pro
a = 0,01 je uvddime v tabulce R1.29 na strané . Hypotézu Hy tedy
zamitame, jestlize zjistime, ze Y < k; nebo Y > ks. Pri velkém rozsahu
nahodného vybéru (staci n > 20) vypocitame statistiku

2Y —n
Vi

Veli¢ina Z mé za platnosti Hy podle CLV asymptoticky normalni rozdéleni
N(0; 1), tudiz hypotézu Hy zamitneme, jestlize

«
> 1_7)
Azu(1-3

Znaménkovy test je mozné provést téz jako parovy test. Na rozdil od
parového t-testu nemusime k provedeni znaménkového testu znat presné
hodnoty X;,Y;, i = 1,2,...,n, ale staci védét, zda je rozdil X; — Y; kladny
nebo zaporny. Z tohoto duvodu je znaménkovy test pouzitelny i v pripadé,
kdy jsou k dispozici pouze kvalitativni srovnani, napriklad 1ék A ptsobi
lépe nez 1ék B. U znaménkového testu se muze stit, ze nékteré rozdily
budou rovny nule. Napriklad u kvalitativniho srovnani neni subjekt schopen
rozhodnout o vlivu tim ¢i onim smérem. V tomto piipadé se doporucuje
nulové hodnoty vynechat a za n vzit jen pocet nenulovych hodnot. Nejcastéji
se znaménkovy test pouziva k orienta¢nimu hodnoceni predbéznych pokusi.

7 =

Priklad 16.1. t U deseti krav téhoz plemene bylo zjistovano v prvni
a druhé laktaci mnozstvi mleziva tfet{ den po porodu (viz prvni t¥i fad-
ky tabulky ) Zjistéte, zda existuje statisticky vyznamny rozdil mezi
nameéfenymi daty.

Reseni. Posledn{ fadek tabulky obsahuje znaménka diferenciﬁl; nulovou

diferenci u 7. kravy vynechavame, tudiz n = 9. Pocet kladnych znamének

LV Excelu je mozné je také zjistit prostfednictvim funkce | = =SIGN|



316 KAP. 16 NEPARAMETRICKE TESTY

(hodnota testové statistiky Y) j 2, dolni krltlcka hodnota pro a = 0,05
an=29jek =1 (viz tabulku @ na stran¢ {4 @ Horni kritickd hodno-
ta ma diky symetrii hodnotu ko = n — k; = 8, proto se pro zjednoduseni
v tabulce kritickych hodnot neuvadi. Protoze 2 £ 1 i 2 2 8, nulovou hypo-
tézu Hy nezamitame, tj. rozdil v mnozstvi nadojeného mléka mezi obéma
laktacemi neni timto testem statisticky prokézan. A

16.2 Jednovybérovy Wilcoxoniuv test

Jednovybérovy VVil(:OXOJrlﬁvE test je neparametrickou obdobou jednovybé-
rového Studentova t-testu a parového Studentova t-testu. Jeho provedeni je
0 néco naroc¢néjsi nez provedeni znaménkového testu, zato je vSak citlivéjsi.

Pri uziti Wilcoxonova testu jako neparametrické verze jednovybérového
t-testu predpoklddejme, ze X1, X9, ..., X, je ndhodny vybér ze spojitého
rozdéleni s distribuéni funkei F'(x) a hustotou symetrickou kolem nuly, tj.

Fz)=1-F(-x), —00 < x < 0.
V tomto pripadé je nula medidnem daného rozdéleni. Testujeme hypotézu
Hy: i =0 proti alternativée Hy: i # 0,
pripadné proti jednostrannym alternativam
Hi: <0, resp. Hy:p>0.

Seradme X1, Xo,..., X, do rostouci posloupnosti podle velikosti jejich
absolutni hodnoty, tj.

XV < |X]? <. < | x|

Pii tomto uspofddan{ oznac¢ime R;" pofadi | X;| a zavedeme veli¢iny

St=>"Rf, S =) RS

X;>0 X;<0
vyjadiujici soucet poradi nezdpornych hodnot X;, resp. zapornych hodnot.
Pokud jsme uréili veli¢iny ST a S~ spravné, musi platit ST+ 5~ = %,

nebot séitame ¢isla od 1 do n.

Pro vyhodnoceni platnosti nulové hypotézy proti oboustranné alternati-
vé pouzijeme statistiku W = min(S*,S7). Pokud je tato statistika men-
$1 nebo rovna tabelované kritické hodnoté, nulovou hypotézu zamitneme.

2Frank Wilcoxon (1892-1965), irsky a americky chemik a statistik.
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Tabulka 16.4: Vysledky méfeni tinavy kovl v tisicich kmitd do okamziku
lomu

| X || Zi=X;-8000]| R | a |

3322 — 4678 2 10
14713 6713 5 11

763 —7237 6|0
46 296 38 296 8 |1
9845 5155 310
9411 1411 11
1532 — 6468 4]0
24023 16023 71

V pifpadé levostranné alternativy je testovaci statistika W = ST, v piipadé
pravostranné alternativy je testovaci statistika W = S~. Kritické hodno-
ty jsou uvedeny v tabulkich. Pro n > 30 pouzijeme testovou statistiku Z,
kterda bude mit asymptoticky normalni rozdéleni N(0; 1) a tvar

A an(n+1)
C V24n(n+ D)2n+ 1)

|z zu(l—g>,
2

zamitneme hypotézu na hladiné, ktera je asymptoticky rovna «. Dodejme
jesté zavérem, ze Wilcoxonuv test je zalozen na predpokladu symetrie; jestli-
ze je vSak rozdéleni vyrazné asymetrické, mize test zamitnout nulovou hy-
potézu i v pripadé, kdy je median roven nule.

V pitpads, 7e

Priklad 16.2. Pii méfeni inavy kovi bylo u osmi zkousek pti napéti 560
MPa dosazeno nasledujicich hodnot poc¢tu kmiti do okamziku lomu (v ti-
sicich): 3322, 14713, 763, 46296, 2845, 9411, 1532, 24023. Na hladiné
vyznamnosti a = 0,05 testujte hypotézu Hy: fi = 8-10° proti Hy : i > 8-10°.

Resend. Jednovybérovy Wilcoxoniv test byl vise navrzen pro test nulového
medidanu. Takovy mé za platnosti nulové hypotézy vehcma Zi = X;— [, jejiz
hodnoty a také poradi R; jsou uvedeny v tabulce [16.4. Hodnoty a; prirazuji
rozdilu X; — i hodnotu 1, resp. 0, jde-li o ¢islo kladne, resp. zaporné. Tes-
tujeme proti pravostranné alternative Hy: ji — 8- 105 > 0, v jejiz prospéch
budou svédéit nizké hodnoty S~. Tudiz v pravostranném testu pouzijeme
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Tabulka 16.5: Vysledky délky feseni kontrolnich tdloh v prikladu

Pted cvitenfm (z;) || 87 | 61 | 98 | 90 | 93 | 74 | 83 | 72 | 81 | 75 | 83
Po cviGeni (y;) 50 [ 45 | 79190 | 88 | 65 | 52 | 79 | 84 | 61 | 52
Rozdily 3711619 0| 5| 9|31 |-7|-3]14]31
Abs. hodnoty 371161905931 7|3 |14]31
Pofadi {781 [3[5/95] 4|2 /|6]95

jako testovou statistiku S~, kterou porovname s kritickou hodnotou jedno-
stranného testu. Z tabulky m se vypocitad hodnota s™ = 2+6+3+4 = 15,
testova statistika pro pravostrannou verzi testu je w = s~ = 15. Kriticka
hodnota wg(0,05) = 5. Protoze 15 £ 5, nezamitdme Hy o poctu kmita. A

P1i uziti Wilcoxonova jednovybérového testu jako neparametrické ver-
ze parového t-testu predpokladejme, ze (X1,Y1),...,(X,,Y,) je ndhodny
vybér ze spojitého dvourozmérného rozdéleni. Testujeme, ze medidny obou
nahodnych veli¢in jsou si rovny proti oboustranné alternativé, resp. jed-
nostrannym alternativaim: Hy : jx — fiy = 0 proti Hy: fix — jiy # O,
resp. Hy @ fx — iy < 0, resp. Hy : px — py > 0. Uréime rozdily
Zi = X;=Y;,i=12,...,napoté postupujeme stejné jako u neparametrické
verze pro jednovybérovy t-test.

Priklad 16.3. t Specialni cviceni na pamétné pocitani bylo testovano na
jedenacti zacich. V tabulce m jsou uvedeny casy v sekundéch, za které
zéaci vyresili kontrolni tlohy pred cvi¢enim a po cviceni. Mizeme tvrdit, ze
tato cviceni zlepsuji schopnost zaku pri reseni tiloh na hladiné vyznamnosti
a = 0,057

Reseni. Testujeme hypotézu Hy: fix — fiy = 0 (cviceni nemé vliv na schop-
nost Feseni tloh) proti Hy: jix — fiy > 0 (cviceni zlepSuje schopnost zaku
pri feseni tloh). Rozdily spoctené v tabulce m nejsou norméalné rozdélené
(Ctenar si nakresli histogram, pripadné ovéri normalitu pomoci testu z od-
stavce ), tudiz pouzijeme neparametricky Wilcoxonliv test. Spoc¢teme
statistiky

sT=14+3+5+6+7+8+9+10+11=60, s =2+4=6,
w=min(s",57) =6

Kriticka hodnota jednovybérového Wilcoxonova testu pravostranné varianty
je wi1(0,05) = 13 (viz tabulku kritickych hodnot na strané §47), z éehoi
plyne, ze zamitame hypotézu Hy na hladiné 0,05.
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Tato iloha se da Tesit i znaménkovym testem, avSak pfi ném nevyuzijeme
vsSech informaci, které zname, a to mize vést k mylnym zavérum. Pocet
kladnych hodnot je y = 9. Kritické hodnoty znaménkového testu jsou k1 = 1,
ko = 10. Z k1 < y < ko plyne, Zze nezamitame hypotézu Hy. V tomto
pripadé dostaneme rozdilné vysledky obou testl. Znaménkovy test nema
dostatek informaci pro zamitnuti hypotézy Hg, protoze vyuziva pouze poctu
zapornych hodnot, zatimco u Wilcoxonova testu vyuzijeme navic znalosti
toho, e zdporné hodnoty jsou pomérné malé. Rekneme, ze Wilcoxontiv test
je silnéjsi nez znaménkovy test. A

16.3 Dvouvybérovy Wilcoxontiv test

Tento test se pouziva nejcastéji misto dvouvybérového t-testu. Opét docha-
zi k zobecnéni predpokladu, ktery je kladen na distribu¢ni funkce danych
nahodnych vybéra. Necht X1, Xo,..., X, a Y1,Ys, ..., Y, jsou dva nezdvis-
1é vybéry ze dvou spojitych rozdéleni. Chceme testovat hypotézu, ze dis-
tribu¢ni funkce obou rozdéleni jsou totozné. Oba vybéry Xi, Xo,..., X,
Y1,Ys,...,Y, usporadame spole¢né, jako jeden vybér, vzestupné podle ve-
likosti. Zjistime soucet poradi hodnot X7, Xs,..., X,, ve spojenych vybé-
rech. Soucet oznac¢ime T7. Déle zjistime soucet poradi hodnot Y7,Ys,...,Y,
a oznacime ho T5. Vypocteme

m(m + 1)
2

n(n+1)

Ulzmn—i- 9

—Ty, Us=mn+ —T5.

Vzhledem k tomu, 7e Ty + Ty = D) plate 1) 4+ Uy = min. Pokud
min(ug, uz) je mensi nebo rovno kritické hodnoté uvedené v tabulce, zamit-
neme hypotézu, ze distribu¢ni funkce obou rozdéleni jsou stejné. Pri velkém

rozsahu obou vybértu opét prejdeme ke statistice, kterd ma za platnosti hy-
potézy asymptoticky normdlni rozdéleni N(0;1) a tvar

Uy — e
VEm+n+1)

Pokud |z| > u(l — %), zamitneme hypotézu na hladiné asymptoticky rovné
a.

Z:

Priklad 16.4. Bl V tabulce [16.4 jsou uvedeny délky larev chrobék Zijicich
v osivech zimni ryze a prosa.l Porovnejte rozdéleni téchto délek na hladiné
vyznamnosti a = 0,05.

3Uloha véetné dat prevzata ze sbirky [17], s. 185.
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Tabulka 16.6: Délky larev v ryzi a prosu a poradi délek pro priklad

Délka larvy v ryzi 7110 14 | 15 |12 | 16 | 12
Délka larvy v prosu 11112 16 | 13 | 18| 15 -
Poradi délek larev v ryzi 112 8 195| 5 |115] 5
Poradi délek larev vprosu || 3 | 5 [ 11,5 | 7 |13 | 9,5 -

Reseni. Soucet poradi v ryzi je roven t; = 42 a v pro-
su je roven tog = 49. n; = 7 a ny = 6. Spocteme
uy = 42+38 —42 = 28, uy = 42+ % —49 = 14. Kritic-
ka hodnota dvouvybérového Wilcoxonova testu na
hladiné o = 0,05 pro rozsahy vybéru 7 a 6 je rovna
w7,6(0,05) = 6 (viz tabulku na strané §4§). Nezami-
tame hypotézy o shodnosti rozdéleni obou vybért,
protoze min(ug, uz) € wre(0,05). A
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16.4 Ulohy

16.1 Provérte acinnost nové tréninkové metody na zakladé rozdili maxi-
malnich vysledkt skokanského druzstva pred zavedenim nové metody a po
tfech mésicich jejtho pouzivani. Rozdily vykont jednotlivych skokanti uka-
zuje tabulka

Tabulka 16.7: Rozdily vykontu v cm

Skokan ¢. 1 2 3 4 5 6 7 8

Rozdil vykonu || +5 | -10 | +15| -1 | +8 | 421 | +7 | -6
Skokan ¢. 9 10 11 (12 | 13| 14 | 15| 16
Rozdil vykonu || +4 | +12 | -3 | +7 | 4+9 | -2 | +3 | 47

16.2 U dvaceti ndhodné vybranych zasilek byly sebrany tidaje o po¢tu dnti
mezi doddanim objednané zasilky do mista bydlisté a jejim vyzvednutim za-
kaznikem: 1, 2, 3,0, 5, 7, 10,4, 5,0, 7, 8, 5,4, 1,12, 3, 5, 10, 1. Na hladiné
vyznamnosti 5 % otestujte nulovou hypotézu, ze median doby pirevzeti za-
silky je 5 dni.

16.3 Sestnécti pacienttim byly odebrany vzorky modi. Na prvni polovinu
kazdého odbéru byl aplikovan Furantoin (F') a na druhou Penicilin (P). Po
24 hodinéch byl sledovan pocet bakterii v 1. a 2. poloviné kazdého odbéru.
Zjistilo se, ze z deseti pripadt byl pocet bakterii mensi u latky F nez u latky
P (tj. F<P), u ¢tyr piipadt byl pocet bakterii vétsi u latky F nez u P (tj.
F>P) a u dvou ptipadii nebylo mozno rozhodnout (tj. F=P). Zjistéte, zda
se Furantoin a Penicilin 1isi ve své icinnosti. Znaménkovym testem otestujte
hypotézu o stejném vlivu latky F a P.

16.4 U osmnacti zdkazniku restaurace byla zmérena doba ¢ekani na objed-
nani (d,) a doba ¢ekani na ptichod vrchniho (d.), aby mu mohl zakaznik
zaplatit. Vysledky méfeni v minutach ukazuje tabulka . Na hladiné vy-
znamnosti 0,05 otestujte hypotézu, ze jsou obé doby ¢ekani stejné.

Tabulka 16.8: Cekaci doby v minutéch na objednani a na zaplaceni v re-
stauraci

do || 7,0,5,2,4,5,3,7,9,3,1,4,3,5,5,4, 6, 3
d, || 5,4,6,3,85,26,3,7,2,8,271,8,2,2
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16.5 Od osmi pacienti byly odebrany vzorky moci a rozdéleny kazdy na
polovinu. Prvni polovina byla oSetfena latkou A, druhd latkou B. Poté byly
zjistovany rozdily v poc¢tu kolonii bakterii v obou fadach A a B. Vysledky
ukazuje tabulka [16.9. Zhodnotte vysledky testu vzorkt po tpravé latkami
A a B.

Tabulka 16.9: Pocty kolonii bakterii ve vzorcich u latky A a B

All204,52 1,23
B 1,26,3,5,3,0,4

16.6 Na 5% hladiné vyznamnosti porovnejte dva zpusoby méreni kompres-
ntho tlaku (v 105 Pa) ve spalovacim prostoru traktorového motoru. U Sesti
motortd bylo provedeno méreni kompresniho tlaku obéma zpisoby a byly
stanoveny diference ziskanych vysledku (viz tabulku )

Tabulka 16.10: Vysledky méfeni kompresniho tlaku v 10° Pa

Motor ¢. 1 2 3 4 5 6
Diference d; || —-0,1 | —0,2 | 0,2 | 0,1 | —0,2 | —0,1

16.7 Testujte rovnost rozdéleni dvou nezavislych vybéru V; a V; (viz tabul-
ku ) predstavujicich bodové vysledky zakil v testu z matematiky.

Tabulka 16.11: Bodové vysledky zaka v testu z matematiky
Vi || 17, 15, 13, 2, 5, 11, 30, 24, 19, 23, 21, 24, 29, 25, 15, 22, 6, 8
Vo || 5, 14, 26, 30, 18, 15, 2, 26, 29, 17, 12, 8, 12, 7, 21, 4, 12, 22

16.8 S pouzitim neparametrického testu ovérte, zda dva rozdilné zpiso-
by poskliznového dosouseni maji vliv na kli¢ivost sladovnického jeCmene.
U kazdého zpusobu bylo odebrano deset vzorki se stovkou semen s vysled-
ky uvedenymi v tabulce H

Tabulka 16.12: Pocty vyklicenych semen pti suSeni A a suSeni B
Vzorek e || 1|23 [4 |56 7][8]9]10]
Suseni A || 89| 889294 |90 | 81|93 |90 |87 | 83
Suseni B || 88 | 77 | 83 | 76 | 79 | 82 | 80 | 72 | 78 | T2

16.9 Na ctyrech kombajnech se zkousel novy zptisob seti, zbyvajicich Sest
kombajnu selo standardnim zptsobem. Po sklizni se sledovala vynosnost poli
v metrickych centech na 1 ha, jak ukazuje tabulka . Zjistéte, zda novy

4Uloha véetné dat prevzata z [19], s. 59.
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zpusob set{ obili ma vliv na primérné hektarové vynosy poli nez ptvodni
zpusob seti.

Tabulka 16.13: Vynosnost poli v metrickych centech na 1 ha
Novy zptisob seti 51 | 52 | 49 | 55
Ptvodni zptisob seti || 45 | 54 | 48 | 44 | 53 | 50

ResSeni uloh

16.1 Znaménkovy test, Hy : Novd metoda vycviku je stejné tuc¢inna jako
puvodni. proti H; : Novd metoda vycviku je acinnéjsi nez ptuvodni. my =
11, m_ =5, n = 16, testové kritérium: m = min(11;5) = 5, kritickd hodnota
pro a = 0,05 a n = 16 paru je 4, 5 > 4, nezamitame Hy.

16.2 my = 6, m_ = 10, n = 16, testové kritérium: m = min(6;10) = 6,
kritickd hodnota pro a = 0,05 a n = 16 paru je 3, m > 3, tedy 6 >
3 = nezamitame hypotézu o hodnoté medidnu 5, neboli nebyl prokizan
statisticky vyznamny rozdil (p < 0,05) mezi hodnotami a medidnem.

16.3 my = 10, m_ = 4, n = 14, testové kritérium: m = min(10;4) = 4,
kritickd hodnota pro a = 0,05 a n = 14 parta je 2, m > 2, tedy 4 >
2 = nezamitame hypotézu o shodném pusobeni obou latek, neboli nebyl
prokézan statisticky vyznamny rozdil (p < 0,05) v u¢innosti Furantoinu
a Penicilinu na rust bakterii ve vzorcich moci pacienti.

16.4 my = 8, m_ = 9, n = 17, testové kritérium: m = min(8,9) = 8§,
kriticka hodnota pro a = 0,05 a n = 17 paru je 4, m > 4, 8 > 4, tedy neza-
mitame hypotézu o rovnosti dob ¢ekani, neboli nebyl prokizan statisticky
vyznamny rozdil (p < 0,05) mezi obéma ¢ekacimi dobami.

16.5 n = 8, zadné nulové rozdily, soucet poradi odpovidajicich kladnym
rozdiliim w™ = 11,5, soudet potadi odpovidajicich zdpornym rozdilim w~ =
24,5, testové kritérium je w = min(11,5;24,5) = 11,5, kritickd hodnota
wg(0,05) = 3, 11,5 > 3, tedy nezamitdme nulovou hypotézu o rovnosti
uc¢inku latek A a B, neboli nebyl prokazan vyznamny rozdil vlivu latek
A a B na odebrany vzorek.

16.6 Vysledkim méfeni prifadime poradi dle tabulky a pouzijeme
Wilcoxontiv jednovybérovy test.
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Tabulka 16.14: Vysledky méfeni kompresniho tlaku v 10° Pa

Motor ¢. 1 2 3 4 5 6
Diference d; || —0,1 | =0,2 | 0,2 | 0,1 | —0,2 | —0,1
Poradi d;r 5 2

Poradi d; 2 5 5 2

wr =54+2=7 w" =2+5+5+2 = 14, kritickd hodnota Wilcoxonova
testu pro « = 0,05 a n = 7 je 2, testové kritérium w = min(7,14) = 7,
7 > 2, nezamitame nulovou hypotézu, Ze mezi obéma metodami méreni
kompresniho tlaku neni vyznamny rozdil.

16.7 Wilcoxoniv test pro dva nezavislé vybéry: n; = ny = 18, 11 = 352,
Ty = 314, Uy = 143, Uy = 181, testova statistika W = min(143;181) = 143,
kritickd hodnota asi 200, 143 < 200 = zamitame Hy o shodnosti rozdéleni
(distribu¢nich funkei) obou vybéru, tedy vysledky zakt maji jiné rozdéleni
a nelze je tedy povazovat za sobé rovna.

16.8 Wilcoxonuv dvouvybérovy test: vSem hodnotdm urcime poradi (viz ta-
bulku ), se¢teme poradi v prvni a druhé skupiné a vypoc¢teme hodnotu
testového kritéria.

Tabulka 16.15: Pocty vyklicenych semen pfi suseni A a suseni B

| Vzoreke. | 1 | 2 | 3 [4a] 5 [6] 7] s [9] 10]
Suseni A 89 88 92 | 94| 90 |81 |93 | 90 |87 | 83
Poradi x 15 | 135 | 18 |20 | 16,5 | 8 | 19| 16,5 | 12 | 10,5
Suseni B 88 7 83 | 76| 79 |82 (8| T2 |78 | T2
Poradiy || 13,5 | 4 10,5 | 3 6 9 | 7 2 5 1
Soucet poradi T, = 149, T;, = 61, U, = 6, U, = 94, testové kritérium
pro a = 0,05, n; = ny = 10 je 23, 6 < 23, zamitdme nulovou hypotézu, tj.
existuje vyznamny rozdil v kli¢ivosti semen dle zptsobu dosouseni.

16.9 Vsem serazenym hodnotam prifadime poradi (viz tabulku ), T =
27, To, =28, Uy =7, Uy = 17, m = 4, n = 6, a = 0,05, min(7,17) = 7,
7 > 2, nulovou hypotézu nezamitame, tedy novy zpusob seti nema vétsi vliv
na prameérné hektarové vynosy nez puvodni zpiisob seti.

Tabulka 16.16: Vynosnost poli v metrickych centech na 1 ha
Pocet semen 44 | 45 | 48 | 49 | 50 | 51 | 52 | 53 | b4 | 55

Poradi 1123|456 |7]8|9]10




Kapitola 17

Porovnani vice vybéru

17.1 Analyza rozptylu jednoduchého tridéni

Tento test je zobecnénim dvouvybérového t-testu, ktery rozsitime na pripad
(I > 3) vybéri. Uvazujme tedy I nezavislych vybéru,

Yi1,..., Y1, je vybér z N(,u1;02),
Yo1,..., Yo, jevybér z N(us; 02),
Yri,..., Y, je vibér z N(us; o?).
Chceme testovat hypotézu
Ho:pp=---=ps
proti alternativé

H;: Existuji alespon dvé stiedni hodnoty, které si nejsou rovny.

Neékdy se uvedend situace zapisuje modelem:
Yij = p+ i + ey,
kde p+ a; = p1; a e;j ~ N(0;0?) je chyba vyplyvajici z nepfesnosti méfenf
nebo ze systematické odchylky od pruméru. Hypotézu Hy prepiSeme na

jednodussi model, ktery je splnén, pokud plati hypotéza Hy:

Yij = p+ e

325
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Test provedeme nasledovné. Nejprve si ozna¢me pruméry jednotlivych
vybéru
?i: }/;1++)/;n1’
n;
proi=1,...,I a pramér vsech hodnot

?:ZZEJYM
n )

kde n = nj +---+ny. Nyni spoctéme celkovy soucet ¢tvercu St (tj. celkova
kvadratickd chyba modelu za platnosti Hy, tedy v pripadé ze pu; = po =
o= =pu; = p). Za odhad u se bere Y.

St=3 2 (Y =Y) =33 V- av
i g 7 J

Rezidualni soucet ¢tverci S, je celkova kvadratickd chyba modelu za pred-
pokladu, ze hypotéza Hy neplati, tedy v pripadé ze puy # - -+ # pr. Za odhad
1; se bere Y.

R 3) SR SEED 3) WG SN
7 7 ) i 7

Veli¢ina Sp = St — S, se interpretuje jako soucet ¢tverct pripadajici na
rozdily v oSetfenich. Tato veli¢ina je vzdy kladnd, protoze chyba obecnéjsiho
modelu S, je vzdy mensi nez chyba jednodussiho modelu St. Je-1i Sy malé,
pak jsou si oba modely podobné, a tudiz nebudeme zamitat hypotézu H.
Je-1i Sy velké, pak obecnéjsi model vysvétluje velkou ¢ést celkové chyby St
a tudiz zamitneme Hy.

Za platnosti hypotézy Hy ma statistika

~Sa/(I-1)

Fp=2MC ") R
A S./(n—1) I-1n—I

F rozdéleni o I — 1 a n — I stupnich volnosti. Tedy hypotézu Hy zamitneme
na hladiné « v pripadeé, ze

fa>Froin-1(1—a).

Vysledky celého testu se struéné zapisuji do tabulky (viz tabulku )
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Tabulka 17.1: Tabulka vysledkt analyzy rozptylu

N Soucet ¢tverci Pocet stupnt Podil
Variabilita g volnosti df S/df F
Ofetfent Sa dfs =11 | Sa/dfy | Fa
Reziduélni Se df,=n—1 Se/df, -
Celkova St dfr=n—-1 - -

Predpoklady tohoto_testu jsou obdobné predpokladiim dvouvybérové-
ho t-testu (viz stranu ). Nejdulezitéjsi je opét nezavislost jednotlivych
vybéru, normalita mize byt porusena, pokud rozsahy vybéri umoznuji po-
uziti CLV. Neni-li tomu tak, je vhodnéjsi provést neparametrickou obdobu
tohoto testu, kterd se nazyva Kruskaluv-Wallisuv test. Poslednim predpo-
kladem je rovnost rozptyli vSech vybéra. V pripadé zamitnuti hypotézy
o shodé rozptyla vsech vybéru (homoskedasticity) mizeme pouzit Kruska-
lav-Wallisuv test nebo obecnéjsi vazenou podobu testu ANOVA, ktery ndm
umozni modelovat nestejné rozptyly. K testovani shody rozptyli mutzeme
pouzit napiiklad Bartlettiv test nebo Leveneuv test (viz napt. [2]).

Veli¢ina S? = (HS%I) se nazyva rezidudlni rozptyl a je nestrannym odha-
dem rozptylu o2.

Mohlo by se zdat, ze vyse uvedeny test by se dal provadét sadou dvouvy-
bérovych t-testl, provedenych na kazdou dvojici vybéri. Ovsem takovych
testti bychom museli udélat ( L) . Kdyby kazdy z nich byl proveden na hla-
diné «, byla by vysledna hladma vyrazné vétsi nez a. Pokud bychom hladinu
kazdého testu snizili na I( 0 byla by celkova hladina naopak podstatné
mensi nez a. Ukazuje se, ze tento postup nevede k dobrym vysledktm.

V pripadé, Ze hypotézu Hy zamitneme, je casto tfeba rozhodnout, pro
které dvojice indext plati p; # ;. Tento problém fesi Tukeyovad metoda
mnohonasobného porovnéani.

Protoze Y ; je odhadem pro p;, vytvoii se nejprve tabulka rozdili Y; —?j
(viz tabulku @)

! John Wilder Tukey (1915-2000), americky matematik a statistik.
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Tabulka 17.2: Rozdily primeéri

) J
i
2 3 | .| I

Y=Yy | Y1 —-Y3 | ... Yi-Y;

2 Yo—Ys | ... Yo—Y;
I—-1 Yioi-Y;
Statistika L
Y=Y,
~qIn-I

1(1 1
syi(m+3)
mé rozdéleni, které se nazyva studentizované rozpéti. Kritickd hodnota
q1,¢(a) studentizovaného rozpéti je takové cislo, pro néz plati

PlQ > q1,4(a)] = e

Tyto kritické hodnoty jsou tabelovany. Tudiz plati-li

_ _ 1/1 1
Ui — 751 > sqrn—1() 5 n7+n7 )

zamitdme hypotézu o rovnosti p; = pj. Provedeme-li tento postup pro
vSechny dvojice, pak hladina testu je mensi nebo rovna a. Rovnost nastava
v pripadé, Ze vSechny vybéry maji stejny rozsah.

Abychom se 1épe orientovali ve vysledcich Tukeyovy metody, pripisuje se
do tabulky ke kazdému rozdilu hvézdicka, pokud je rozdil vyznamny
(signifikantni) na hladiné 0,05. Dvé hvézdicky pro vyznamnost na hladiné
0,01 a tii pro 0,001.

17.1.1 Levenuv test

Tzv. LevenﬁvE test se pouziva k posouzeni rovnosti rozptyl pro proménnou
vypocitanou pro dva nebo vice vybéry. Z predpokladu nezavislosti jednot-
livych vybéru testujeme hypotézu

a2 g2

?Howard Levene (1914-2003), americky statistik a genetik.
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Tabulka 17.3: Tabulka s vynosy psenice na péti polich

Cislo pole/Vynosy v tunéch
1 2]3][4]5
2024 || 105 | 98 | 95 | 101 | 105
2023 89 | 121 | 100 | 102 | 104
2022 || 120 | 110 | 99 | 98 99
2021 || 111 | 98 | 98 | 105 | 104
2020 || 100 | 130 | 100 | 95 92
2019 || 98 | 110 | 120 | 110 | 100
2018 || 97 | 120 | 104 | 94 92

Rok

2017 || 125 90 | 112 98

2016 || 103 99 100

2015 90 102
F Hodnota P F krit

2.281754 0.07782058%9 2.612306

Obrézek 17.1: Vytez z MS Excel ¢asti ANOVA v testu Anova: jeden faktor
nastroje Analyza dat — pro Levenuv test

proti alternativé
Hi: Rozptyly aspon jedné dvojice ndhodnych vybéru se nerovnaji.

K vychozimu souboru dat Yj; nalezneme Z;; = |Y;; — Yi.|, tedy absolutni
hodnoty rozdilu dané hodnoty a praméru vybéru, do kterého dand hodnota
patii, kde Y; je aritmeticky primér hodnot z daného i-tého vybéru. Na
takto vytvorenou tabulku s novymi daty aplikujeme jednofaktorovou verzi
testu ANOVA.

K testovani shodnosti rozptyla lez vyuzit také Bartlettiv test. Podobu
testovych statistik pro oba testy lze nalézt napriklad v [2].

Priklad 17.1. t Tabulka obsahuje data o vynosech psenice v tunich
na péti polich za poslednich 10 let. Ne vSichni zemédélci vsak poskytli vSech-
na data potiebna data. Ovéfte na hladiné vyznamnosti 0,05, zda mezi vy-
nosy existuji vyznamné rozdily.

Resend. Uzitim Leveneova testu nejdifve testujeme rovnost rozptyli viech
vybéria. Vypocitdme praméry vynosi jednotlivych poli za vSechny roky.
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Tabulka 17.4: Tabulka pro Leveneuv test (data jsou absolutni hodnoty roz-
dilt zaokrouhlend na t¥i desetinna mista)

Cislo pole/Vynosy v tunéch

1 | 2 | 3 [ 4 ] 5

2024 || 1,200 | 14,429 | 5,556 | 1,125 | 5,400
2023 || 14,800 | 8,571 | 0,556 | 0,125 | 4,400
2022 || 16,200 | 2,429 | 1,556 | 4,125 | 0,600
2021 || 7,200 | 14,429 | 2,556 | 2,875 | 4,400
2020 || 3,800 | 17,571 | 0,556 | 7,125 | 7,600
2019 || 5,800 2,429 | 19,444 | 7,875 | 0,400
2018 || 6,800 7,571 3,444 | 8,125 | 7,600

Rok

2017 21,2 10,556 | 9,875 | 1,600

2016 0,800 1,556 0,400

2015 || 13,800 2,400
F Hodnota P F krit

2.459707 0.001311426 2.612305612

Obrézek 17.2: Vytez z MS Excel ¢asti ANOVA u testu Anova: jeden faktor
nastroje Analyza dat — pro test shody strednich hodnot vynosu

Vytvorime novou tabulku, kterd bude obsahovat absolutni hodnoty rozdilt
puvodnich hodnot od pruméru daného vybéru (viz tabulku ) Na da-
ta z tabulky aplikujeme test Anova: jeden faktor z nastroje Analyza
dat v MS Excel. Z ¢asti ANOVA zjistime hodnotu testové statistiky W,
kritickou hodnotu pro zvolenou hladinu vyznamnosti o a p-hodnotu testu
(viz obréazek ) Protoze testova statistika F' = 2,282 je mensi nez kritic-
ka hodnota asi 2,61, nezamitdme Hg o rovnosti rozptyld vynosu pSenice na
vsech polich. Také p = 0,078 ukazuje na nezamitnuti Hy.

P1i splnéni rovnosti rozptyli jednotlivych vybéri muzeme testovat rov-
nost prumért jednotlivych vybért, a to opét pomoci testu Anova: jeden fak-
tor z nastroje Analyza dat v MS Excel. V tomto pripadé vsSak jiz vyuzijeme
zadand data. Z testovani prumeéri vyplyva, ze nezamitidme Hgy o rovnosti
prumérnych vynosiu na vybranych polich (viz obrézek ) A

Priklad 17.2. Sleduje se uc¢innost ti1 protikoroznich latek. Prvni byla po-
uzita ve 20 pripadech, druhd ve 25 pripadech a treti ve 22 pripadech. Po
stanovené dobé byl zjistén stupen poskozeni s témito vysledky: 71 = 82,4,
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s? = 12, §2 = 80, s3 = 10, y3 = 85,8, s3 = 12. Bohuzel konkrétni méte-
ni se nedochovala. Vypocitejte statistickou rozdilnost ti¢innosti na hladiné
vyznamnosti 0,01.

myitnaya+nsys ~ g9 4. Podle
n ’ ’

y =
Zj: — 52 vypolteme Zyi =

Resend. Postupné vypocteme: n = 67,
definice vybérového rozptylu sf =

= 136023, ZyQJ = 160240, Zy3] = 162208. Odtud jiz muzeme SestaV1t

tabulku analyzy rozptylu:

Tabulka 17.5: Tabulka analyzy rozptylu

| Variabilita || S | df | S/df | F |
Mezi latkami || 183,5 | 2 | 91,75 | 8,15%*
Rezidualni 720 |64 | 11,25 | -

| Celkové lo035 66| - [ - |

Kritickd hodnota F 64(0,01) = 4,98, tudiz zamitame hypotézu o rovnosti
ucinnosti vsech protikoroznich latek.

Nyni je tfeba odhalit, které rovnosti jsou poruseny. Vytvorme tabulku
rozdila priaméri (viz tabulku )

Tabulka 17.6: Tabulka rozdili primeért

| Rozdily || 2.1atka | 3.ldtka |
1latka | 24 | -3,4%
2. latka 5, 8%

V tabulkach nalezneme kritickou hodnotu studentizovaného rozpéti:
= 4,28 a vypocteme hodnoty zamitnuti pro kazdou dvojici zv1ast

q3,64(0,01) =
(viz tabulku )

Tabulka 17.7: Hodnoty zamitnuti pro jednotlivé dvojice

| Hodnoty zamitnuti || 2.ldtka | 3.latka |

1. latka 2,93 3,01
2.1atka 2,85
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Vidime, ze byla prokézana rozdilnost tfeti protikorozni latky s ostatnimi
na hladiné vyznamnosti 0,01, naproti tomu nebyla prokazana rozdilnost
prvni a druhé latky na hladiné 0,01. A

17.2 Kruskaluv—Wallisuv test

K1"uskali’1va—VVallisi’lvH test je meparametrickou obdobou analyzy rozptylu
jednoduchého tiidéni a je zobecnénim Wilcoxonova dvouvybérového testu,
ktery rozsifime na ptipad I vybéru (I > 3). Uvazujme tedy I nezdvislych
vybérid, které jsou postupné rozsahu ni,ns,...,ny. Oznatme n = ny +
ng + -+ - + ny. Predpokladejme, ze kazdy tento vybér pochézi z néjakého
rozdéleni se spojitou distribu¢ni funkci, tedy nelze se spoléhat na fakt, ze
jsou vSechny vybéry z normalniho rozdéleni. Chceme testovat hypotézu, ze
vSechny vybéry pochézeji z téhoz rozdéleni. Tento test je citlivy zejména na
vzajemné posunuti jednotlivych rozdéleni.

Podobné jako u Wilcoxonova dvouvybérového testu seradime vsech n
prvki z I vybéru do rostouci posloupnosti a uréime poradi kazdého prvku.
Oznacme T; soucet poradi téch prvki, které patii do i-tého vybéru (i =

=1,2,...,I). Vzhledem k tomu, ze celkovy pocet prvku ze vSech vybéru je
n, musi platit Ty + T + --- + 17 = w Tohoto vztahu mtzeme vyuzit

ke kontrole spravnosti vypocétu 7;. V pripadé platnosti hypotézy ma pak
statistika

I
12 T2
- - i _ 3. 1
U= S 3 4D

pro n — oo asymptoticky x? rozdéleni o I — 1 stupnich volnosti. Jestlize g >
X%—l (1—a), zamitneme hypotézu na hladiné, kterd je asymptoticky rovna .
Pokud hypotézu zamitneme, tvrdime, ze vSechny vybéry nepochézeji z téhoz
rozdéleni. V tomto ptipadé nas pak zajima, které vybéry se od sebe vzajemné
list.

V pripadé, ze rozsahy vSech vybéru jsou stejné, pouzijeme za timto tce-
lem Neményiovu metodu mnohonédsobného srovnavani. Je-li ¢islo |T; — Tj|
vétsi nebo rovno kritické hodnoté (kritické hodnoty, s nimiz tato metoda
pracuje, jsou tabelovany), zamita se hypotéza, ze i-ty a j-ty vybér pochazeji
z téhoz rozdéleni. Tento postup se aplikuje na vSech @ cisel |T; — Tj).

V pripadé, ze rozsahy vsSech vybért nejsou stejné, oznacime t; = %’_,

1=1,...,1, a prohlasime, zZe se distribu¢ni funkce i-tého a j-tého vybéru

3William Henry Kruskal (1919-2005), americky matematik a statistik.
“Wilson Allen Wallis (1912-1998), americky ekonom a statistik.
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Tabulka 17.8: Vysledky chodu pfistrojiu bez poruch (v hodinach)

A48 116 |75 (29|96 |67 |89 | 22
B 46|94 |20 |87 |66 |25 |14 | 75
C |58 |17 |65 |34 |26 |63 | 74| 106

Tabulka 17.9: Usporddané data ze vSech vybért

’ H Poradi v celém souboru dat H Celkem ‘
11 2 [185] 8 [ 23|16 21 5 104,5
B || 10 | 22 4 20 15| 6 | 1 | 185 96,5
Cci|12| 3 14 9 | 7 13|17 | 24 99

e

od sebe vyznamné lisi, pokud

1 /1 1
ti —t;| > \/12 ( + ) n(n+1)x? (1 —a).

n; ny

Piiklad 17.3. Byla sledovdna doba (v hodinach) bezporuchového chodu
osmi pristroju tri raznych znacek A, B a C. Vysledky jsou shrnuty v tabulce

8. Porovnejte kvalitu vSech tfi znacek ve smyslu doby bezporuchového
chodu.

Resend. Lze predpokladat, Ze jednotlivé vybéry jsou z exponencidlniho roz-
déleni, tudiz pro porovnani kvality provedeni pristrojui u jednotlivych znacek
nemiizeme pouzit analyzu rozptylu. Proto pouzijeme Kruskaliv—Wallistv
test. Data uspordddme v jednom spole¢ném vybéru, vysledky jsou znazor-
nény v tabulce . Vypocteme g = 0,083 75. Vypocitame kritickou hodnotu
x3(0,05) = 5,99.
= CHISQ.INV(0,95;2)]

Protoze ¢ < X% (0,95), nezamitdme hypotézu Hy. Data neprokazala vyznam-
ny rozdil mezi kvalitami provedeni vsech znacek. A

17.3 Analyza rozptylu dvojného tridéni

Predpoklddejme, Ze zkouméame vliv dvou faktori A a B na zavislou pro-
ménnou veli¢inu Y. Napriklad zjistujeme, zda droven finanéni gramotnosti
méfend body v didaktickém testu (ndhodna veli¢ina Y') je ovlivnéna typem
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Tabulka 17.10: Vysledky didaktického testu z finan¢ni gramotnosti

B Faktor A
1 2 3 | ] J
Yitt,.. o Y1e | Yo, . Y12e | Yize, oo Yase | oo | Yo, Yige
2 || Yor1,..., Y21 | Yoou,..., Y. | Yog1,...,Yo3: | ... | Yoi1,..., Yo .
I \| Y, o Yne | Yrou, oo Yr2e | Yist, oo Yz | oo | Yoy, oo, Yge

vyukové metody (faktor A) a vzdélanim rodicu (faktor B). Predpokladame,
ze faktor A mé J drovni (tj. pocet pouzitych typu vyukovych metod) a fak-
tor B mé I urovni (tj. nejvyssi dosazené vzdélani alespon jednoho z rodici:
zékladni, vyucen, stfedni s maturitou, bakalaiské, magisterské, ...). Pfitom
mdame n;; méfeni takovych, Ze pri pouziti i-tého typu vyukové metody a pri
j-tém dosazeni nejvyssiho vzdélani rodica zak dosahl urcitého poctu bodi.
Vysledky (tzn. pocet bodi z didaktického testu) téchto m;; pokust ozna-
¢ime Yjj1, Yijo, ..., Yijn,;. Pokud bychom se omezili pouze na pripady, kdy
pocet pozorovani n;; = ¢ > 1 (jde o tzv. vyvazené t¥idéni), pak obdrzime

tabulku [17.1d|

V této publikaci se zamérime pouze na dvojné tridéni bez opakovani, tzn.
ze pro kazdou podtiidu budeme mit jedno méfeni (v kazdé burtice v tabulce
bude pouze jedno ¢islo). Déle budeme predpokladat, ze sloupcovy
faktor A a taddkovy faktor B se neovliviiuji (napf. to znamend, ze pouzita
vyukova metoda pusobi na vysledek zdka bez ohledu na vzdélani rodici,
faktory se skladaji aditivné). Tomuto modelu se fikd model dvojného t¥idéni
bez interakce a opakovani.

Uvazujme model:
Yij:u+ai+ﬁj+ezj, kdei=1,...,1,5=1,...,J, (17.1)

kde p, oy proi = 1,...,1 a B3 pro j = 1,...,J jsou nezndmé parametry
a e;j ~ (0; 0?) je chyba vyplyvajici z nepfesnosti méten{ nebo ze systematic-
ké odchylky od praméru. To znamend, Ze naméfené veli¢iny Y;; zavisi jak
na sloupci, tak na tadku, ve kterém se vyskytuji. Navic v kazdém radku
mame stejny pocet prvki. Predstavme si napriklad situaci, kdy J pacien-
tim méiime tlak v I okamzicich, naptiklad rano, v poledne a vecer. Kazdy
pacient ma jinou primérnou hodnotu tlaku p + ;. Vychylky béhem dne
jsou urceny parametry o.

Parametry modelu () nejsou urceny jednoznacné. Konkrétné je moz-
né vSechny hodnoty «a; posunout o néjakou hodnotu & € R a podobné
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hodnoty ; o hodnotu ﬁN € R a soucet a + B naopak odecist od hodnoty u,
presto pujde stile o tentyZ model. Abychom tomuto pfedesli, klademe na
parametry o; a 3; dvé dodatecné podminky:

ZO&Z':O, Zﬁj:().
i J

Nyni chceme testovat hypotézu Hy: oy = -+ = ay = 0 (tj. ze nezalezi
na radkovém tiidéni), kterou prepiseme na jednodussi model odpovidajici
jednoduchému tridéni:

Yij = n+ Bj + eij-

Test provedeme nasledovné. Nejprve si ozna¢me pruméry jednotlivych
vybéru
Yio +---+Yiy

?i_:fproizl,...,l,

Yij 4+ Yy
i

=l

proj=1,...,J

a prumér vsech hodnot
2.2 Y
T
n )

kde n = IJ. Nyni spoc¢téme celkovy soucet Ctverclth St, tj. celkova kvadra-
tickd chyba v pripadé, ze a3 = ---=a; = 51 = -+ = 7 = 0. Za odhad pu

se bere Y.
D) DILTRE ST ) WIS
i i g

Soucet ¢tverct chyb v fadcich oznac¢ime

Sa = JZY% —nY?

Soucet ¢tverct chyb ve sloupcich oznacime
_ 72 2
Sp=1Y Y% -nY?
J

Rezidualni soucet ¢tvercu S = St — Spx — SB je celkova kvadraticka chyba
modelu .

Stupné volnosti jednotlivych soucti ¢tverct jsou:

dfp=n—1, dfy=1—-1, dfg=J—1, df,=n—1T—J+1.
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Hypotézu Hy zamitneme na hladiné o v pripadé, ze

Sa/dfy
AT sy, = T =)

Podobné postupujeme pii testovani hypotézy H): 1 = --- = S5 = 0 (tj.
ze nezalezi na sloupcovém tiidéni), kterou prepiSeme na jednodussi model
odpovidajici jednoduchému tiridéni:

Yij = p+ o; + eij.
Hypotézu H{, zamitneme na hladiné « v pripadé, ze

_ SB/dfg
B Se/dfe

Iy > Fapy a7,(1 = ).

Vysledky celého testu se struéné zapisi do tabulky (viz tabulku )

Tabulka 17.11: Tabulka analyzy rozptylu dvojného tridéni

Pocet stupnt df Podil

. 1. v v o S
Variabilita Soucet ¢tvercu volnosti S/df F
Rédkova Sa dfy =1—1 Sa/dfy | Fa
Sloupcova SB dfg=J -1 Sg/dfg | FB
Reziduélni Se df,=n—I1—-J+1| S./df, -
Celkova St dfr=n—-1 - -

Rezidudlni rozptyl S? = 57@ je nestrannym odhadem rozptylu o2.

V pripadé, ze hypotézu Hy zamitneme, je ¢asto tfeba rozhodnout, pro
které dvojice indext neplati rovnost. Tento problém fesi, stejné jako u jed-
noduchého tridéni, Tukeyova metoda mnohonisobného porovnani.

Rovnost a; = a; zamitneme, plati-li

> o 1
|YZ - Yl| Z SQI,n717J+1(Oé) j
Rovnost 3; = ; zamitneme, plati-li
1

9.5 — ¥l = sqsn—1-7+1() T
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Jak jiz bylo v tivodu kapitoly feceno, model () se da dale zobectnovat.
Napriklad pro kazdé ¢, 7 mizeme mit C' dat.

Yije = i+ o + B + eije,
kdei=1,...,I,5=1,....J,c=1,...,C.
Pokud by se faktory piuisobici na proménnou vzajemné ovliviiovaly, pak

pouzijeme model ([L7.2), ve kterém je zahrnuto sledovani interakei mezi Fad-
ky a sloupci, jde o model dvojného tridéni s interakcemi:

Yije =+ a; + B + Nij + eije. (17.2)

Daéle je také mozné sledovat zavislost veli¢in na tfech typech parametru
— tzv. trojné t¥idéni. Tyto modely jsou Feseny naptiklad v [[1l], [2]. Pokud
provadime analyzu dvojného tridéni s jednim pozorovanim v kazdé podtride,
jde o tzv. Friedmanuv test, tedy neparametrickou obdobou vyse popsaného
dvojného tiidéni.

Priklad 17.4. t Byl sledovan vliv tii preparatt na srézlivost krve. Kro-
mé jinych ukazatelt byl zjistovan tzv. trombinovy ¢as. U kazdé osoby byl
stanoven nejprve kontrolni idaj K, ktery udava trombinovany cas pred za-
hajenim pokusu. Pak byly aplikovany preparaty A, B, C, a to kazdy dosta-
teéné dlouho po odeznéni Géinku téch predchozich. Udaje o 10 sledovanych
osobéch jsou uvedeny v tabulce é)

Tabulka 17.12: Vysledky méreni trombinového c¢asu

Osoba Preparat 7,
K | A ]| B ]| C
1 11,3 | 11,2 | 11,4 | 11,0 | 11,225
2 119 | 12,1 | 11,8 9,5 11,325
3 11,8 | 13,2 | 12,0 | 11,1 | 12,025
4 12,1 | 12,8 | 12,0 | 125 | 12,35
5 11,2 | 135 | 11,5 | 84 | 11,15
6 11,3 | 12,5 | 11,5 9,0 11,075
7 10,8 | 10,7 | 10,9 9,7 10,525
8 12,0 | 13,8 | 11,6 | 12,2 | 124
9 11,5 | 12,9 | 11,3 | 10,3 | 11,5
10 11,7 | 11,9 | 11,3 8,2 10,775
Y, || 11,56 | 12,46 | 11,53 | 10,19 | 11,435

Uloha véetné dat v tabulce prevzata z [[1], s. 233.
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Rozhodnéte, zda maji vsechny testované osoby po aplikaci preparati
A, B, C na hladiné vyznamnosti 0,05 (0,01) stejny vliv na trombinovy cas.

Reseni. Odtud jiz mizeme vyjadfit tabulku analjzy rozptylu (viz tabulku
-in.l J).

Tabulka 17.13: Tabulka analyzy rozptylu

| Variabilita | s |df|sya| F |

Ré4dkova, (osoby) 14,606 | 9 | 1,62 | 2,58*

Sloupcova (preparaty) || 26,253 | 3 | 8,75 | 13,9**
Reziduélni 16,992 | 27 | 0,63 | -
Celkové, 57,851 |39 | - -

Vypocitame kritickou hodnotu Fy27(0,05) = 2,25.

= F.INV(0,95;9;27)]
Tudiz zamitame hypotézu, ze vSechny osoby maji stejny trombinovy ¢as na
hladiné 0,05.
Vypocitame kritickou hodnotu F3 27(0,01) = 4,6. Tudiz zamitame hypotézu,
Ze preparaty nemaji vliv na trombinovy ¢as na hladiné 0,01.

V MS Excel lze pri porovnani prumeériu vice vybéru postupovat pomoci
numerickych vypocti podle vzorci (viz dostupny soubor MS Excel) nebo
k testovani zvolit Anova: dva faktory bez opakovani néstroje Analyza dat.
V tabulce ANOVA se v predni Casti zobrazuji stejné informace, jako jsou
v tabulce (viz obrézek )

ANOWVA

Zdroj variability S5 Rozdil MS F
ﬁa’dky 14.606 9 1.6228B8889 2.578742938
Sloupce 26.253 3 8.751 13.90515068
Chyba 16.992 27 0.629333333

Celkem 57.851 39

Obrézek 17.3: Vytez z MS Excel pro dvoufaktorovou ANOVA néstroje Ana-
lyza dat

Ve stejné tabulce se v jeji pravé Casti nachézeji informace o hodnotéach
testovych F'-statistik, o kritickych hodnotach a o p-hodnotich zvlast pro
radky a sloupce (viz obréazek )
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F Hodnota P F krit
2578742938 0.027464187 2.250131477
1390519068 1.13131E-05 2960351318

Obrézek 17.4: Vytez z MS Excel pro dvoufaktorovou ANOVA néstroje Ana-
lyza dat

Hypotéza o shodnosti trombinového casu v zavislosti na osobach nas za-
jimat nebude. Jeji neplatnost jsme predpokladali jiz na zacatku, proto jsme
také zvolili dvouvybérové tiidéni. Nyni je tfeba odhalit, které rovnosti mezi
réty jsou poruseny. Vytvorme tabulku rozdila prumeéru (viz tabulku

7.14

17.14).

Tabulka 17.14: Rozdily pramért trombinového ¢asu

(Rozdily | 4 | B | ¢ |

K —0,9 | 0,03 | 1,37%*
A 0,03 | 2,27%*
B 1,34%*

V tabulkach nalezneme kritickou hodnotu studentizovaného rozpéti:
q4,27(0,01) = 4,85, ¢4.27(0,05) = 3,875 a vypocteme hodnoty zamitnuti:

$+qa,27(0,01)4/ 75 = 0,79, 5-q4,27(0,01)4/ 15 = 1,22, s-q4,27(0,05)/ 15 = 0,97.
Vidime, ze preparat C vyznamné snizuje trombinovy cas jak ve vztahu
k pocateénimu stavu K, tak k preparatim A a B. A

17.4 Friedmanuv test

FlriedmanﬁvE test je neparametrickou obdobou analyzy rozptylu dvojného
ttidéni. Mame [IJ nezévislych pozorovani, které uspordddme do tabulky

(viz tabulku ) .

SMilton Friedman (1912-2006), americky ekonom a statistik.
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Tabulka 17.15: Hodnoty pozorovanych veli¢in

Sloupce 1 2 3 e J
Radky
1 Yin | Yio | Yis | ... | Y1y
2 Yor | Yoo | Yoz | ... | Yoy
I Yio | Yo | Y3 | o0 | Y,
Nahodné veli¢iny Y;; maji spojitou distribuéni funkei Fj;, i = 1,2,...,1,
j=1,2,...,J a jsou vzajemné nezavislé.

Budeme testovat hypotézu
Hy: Fjn = Fg =--- = Fjy.

Neboli testujeme hypotézu, zda F;; z4visi na sloupcovém indexu j, pficemz
predpokladame, ze mohou zaviset na radkovém indexu 1.

Usporadame pozorovani v kazdém radku podle velikosti a oznac¢ime pii-
slusné pofadi Ry, Ria, ..., Ris,i=1,2,...,1 (viz tabulku [L7.1d).

Tabulka 17.16: Poradi a soucty pozorovanych veli¢in

. Sl .
Radky NEN ngc‘e — Radkové soudty
Riy | Rig | Rig | ... | Ryy J(J2+1)
2 Ro1 | Roa | Roz | ... | Ray J(J;l)
I R | Ria | ... Ry, JUH)
. TI(J
Sloupcové soucty H R4 ‘ R ‘ ‘ ‘ R ; H R = (2+1)

Zde Rj =3 Rij, R.=%,5; Rij.
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Statistika Friedmanova testu je dana vzorcem
J
R —-3I(J+1 17.3
Q= J 5 ; +1). (17.3)

Hypotézu Hy zamitneme, jestlize @) prekroci kritickou hodnotu uvedenou
v tabulkdch. P¥i vétsich hodnotdch I se za kritickou hodnotu bere x% (1 —
Q).

Zamitneme-li hypotézu, zajima nas, které sloupce se od sebe lisi. Za timto
tcelem vytvorime tabulku hodnot |R ; — R | pro vSechna j < m.

Je-li néktera z hodnot |R j— R ,,| vétsi nebo rovna kritické hodnoté, ktera
je tabelovand, zamitne se na odpovidajici hladiné vyznamnosti hypotéza, ze
Fij = Fim.

Priklad 17.5. Priklad feste Friedmanovym testem.
Reseni. Vytvotime pofadi R;; (viz tabulku )

Tabulka 17.17: Poradi

Osoba Preparat
K|A|B]|C
1 3 2 4 1
2 314121
3 2143 |1
4 2 4 1 3
) 2 4 3 1
6 2 1413 |1
7 3121411
8 2 4 1 3
9 3141211
10 314121
Soucet || 25 | 36 | 25 | 14

Podle vzorce vypocteme

12

m(%? 4362 +25% +14%) —3-10- 5 = 14,52*".

q:
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V tabulkach nalezneme, ze kritickda hodnota na hladiné 0,01 pro Friedma-
ntiv test je rovna 10,53. Protoze ¢ > 10,53, zamitame hypotézu, ze trom-
binovy cas nezavisi na preparatech K, A, B, C na hladiné vyznamnosti
0,01.

Abychom zjistili, které z preparati K, A, B, C se od sebe lisi, vypoc¢teme
hodnoty |R.; — R.p| (viz tabulku [17.18).

Tabulka 17.18: Absolutni hodnoty z rozdila

_lalBlc |
Klnlo] 11
A 11| 22%
B 11

Kritickd hodnota pro mnohonasobné porovnavani u Friedmanova testu
na hladiné 0,01 je 18,0, tudiz vyznamny se ukazuje pouze rozdil mezi pre-
paraty A a C.

Porovname-li vysledky s prikladem , vidime, Ze Friedmaniv test je
slabsi nez analyza rozptylu dvojného tfidéni. Na druhou stranu Friedmantuv
test muzeme pouzit i v pripadé nenormalnich rozdéleni nebo v pripadé, kdy
zname pouze poradi vysledki. A
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17.5 Ulohy

17.1 Porovnejte tspésnost péti ndhodné vybranych absolventt gymnézii
(G), stiednich priamyslovych gkol (SPS) a odbornych uéilist (OU) u piijima-
ci zkousky (viz tabulku ) Testujte na hladiné vyznamnosti a = 0,05.
Pokud existuji rozdily mezi stfednimi hodnotami, urcete, mezi kterymi sou-
bory tomu tak je.

Tabulka 17.19: Bodova tispésnost studentii riznych skol u prijimaci zkousky
| Student | G | SPS | OU |

$1 55 | 54 | 47
S9 o4 | 50 93
53 58 | b5l 49

84 61 | 51 50
S5 52 | 49 46

17.2 Zjistéte, zda je mezi nékterymi ze ¢ty prasnic A az D prikazny rozdil
v plodnosti. Pokud ano, zjistéte, mezi kterymi vyznamny rozdil opravdu je.
Tabulka ukazuje poCty narozenych selat u jednotlivych prasnic.

Tabulka 17.20: Poéty narozenych selat prasnicim A-D v letech 2000-2009
’ROk/PrasniceH A‘B‘ C ‘ D‘

2000 10 | 8 | 18 | 10
2001 12 | 3 | 13 | 12
2002 8 | 6|10 10
2003 1317 112 8
2004 7181|1410
2005 10| 7 (12] 5
2006 11| 7 |12
2007 6 |10 | -
2008 - 11 -
2009 - - 14 -

17.3 Na ndhodné vybranych pozemcich sesti zemédélci byly v pribéhu let
mérfeny vynosy obili (v t/ha) (viz tabulku ) Zjistéte, mezi kterymi
zemédélci jsou ve vynosu obili vyznamné rozdily.
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Tabulka 17.21: Vynosy obili jednotlivych zemédélct z let 2000-2009
| Rok / Zemédelec | A | B|C | D | E| F|
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009

N
[0
D
-3
t

= Ol | 00| 00|

DN |0 (|| W
NI |0t W N

oo |w|N|o| oo
N~ |w oo o] e

OO N ||| ot O |

17.4 Bylo sledovano, zda ¢tyfi ruzné odrudy brambor (A, B, C, D) maji
stejné vynosnosti (v tunach). Kazda odruda byla péstovdna na celkem péti
pozemcich. Zjisténé vynosnosti jsou uvedeny v tabulce .

Tabulka 17.22: Vynosnost odrud brambor na péti ruznych polich (v tunach)
Vynosnost odridy v tunach / Pole ¢. H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘

A 22,1 | 24,0 | 23,6 | 20,8 | 21,5
B 25,9 | 28,0 | 26,1 | 26,7 | 25,4
C 26,6 | 27,2 | 26,1 | 26,9 | 27,1
D 28,3 | 27,9 | 29,1 | 27,2 | 28,6

Analyzou rozptylu jednoduchého tridéni zjistéte, zda existuji ve vynosech
obili vyznamné rozdily.

17.5 Skupina neurotickych déti byla rozdélena do skupin A, B, C, D podle
prislusnych sledovanych syndromi. K objektivnimu doplnéni psychiatrické
diagnézy byla provedena analyza jejich krve, ktera sledovala urcité fyziolo-
gické hodnoty jejiho slozeni. Predpoklddejme, Ze analyza prinesla vysledky
uvedené v tabulce .
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Tabulka 17.23: Tabulka skupin
Pacient ¢. H Skupina A | Skupina B | Skupina C | Skupina D

1 13 13 12 10
2 12 14 10 11
3 11 15 9 12
4 15 14 9 -
) 14 - 10 -
T 13 14 10 11

Zjistéte, zda se sledované hodnoty v prislusnych skupinach vyrazné lisi
tak, aby uvedend analyza mohla byt vyuzita k diagnostikovani sledovanych
syndromu.

17.6 V dilné byla zjistovana délka praxe a pocet vyrobkt vyrobenych jed-
notlivymi délniky béhem jednoho tydne. Vysledky jsou shrnuty v tabulce
. Na hladiné vyznamnosti 5% a 1% ovéite, zda mé délka praxe statistic-
ky vyznamny vliv na produktivitu prace. Zaznamy o produktivité prace pro
riznou délku praxe tvori tii vybéry ze tii zakladnich soubort s rozdélenimi
N('ul; 02)7 N(:u27 02) a N('u?n 02)'

Tabulka 17.24: Tabulka produktivity

’ Praxe ‘ Produktivita ‘ n; | Soucet x; | Pramér z; Zj l'?j ‘
< 10 let 76, 67, 80,70 4 293 73,25 21 565
10-25 let | 82, 102, 98, 91 4 373 93,25 35013
> 25 let | 81,77,75,85,69 | 5 387 77,4 30101

17.7 Na péti vybranych mistech s omezenou rychlosti jizdy na 50km/h
byla méfena rychlost projizdéjicich automobilu (viz tabulku ) Na hla-
diné vyznamnosti a = 0,05 otestujte rovnost priméru vsech méteni, jestlize
vybéry nepochdazeji z normalniho rozdéleni.
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Tabulka 17.25: Rychlosti automobili v km/h
| My | My | My | Mo | 5 |
554 | 684 [ 5211623/ 67,5
61,2 | 57,9 | 49,5 | 63,5 | 54,3
658 | 58 | 47,5634 563
59,3 | 47,8 | 58 | 56,2 | 55,5
62,5 | 63,8 | 37,8 | 51 | 57,2
584 | 52,3 | 57,2 41,8 65,5
48,1 | 62,5 | 50,5 | 44,5 | 60,2

17.8 Entomolog studuje vertikalni distribuci urc¢itého druhu mouchy v list-
natém lese a ziskal pét souboru jedinct z kazdé ze tii vegetacnich vrs-
tev (bylinné patro, kefové patro, stromové patro). Na hladiné vyznamnosti
a = 0,05 testujte hypotézy: Hp: Vertikdlni distribuce druhu je stejnd ve
vSech tfech vegetacnich patrech. H;: Vertikdlni distribuce druhu neni stej-
na ve vsech trech vegetacnich patrech.

Tabulka 17.26:

je poradi)

Tabulka s poéty jedincii na m? vegeta¢niho patra (v zavorce

. . Vertikalni distribuce na m?
Jedinec ¢.
Bylinné patro ‘ Ketové patro ‘ Stromové patro

1 14,0 (15) 8,4 (11) 6,9 (8)
2 12,1 (14) 5,1 (2) 7.3 (9)
3 9,6 (12) 5,5 (4) 5,8 (5)
4 8,2 (10) 6,6 (7) 4,1 (1)
5 10,2 (13) 6,3 (6) 5,4 (3)

17.9 V tabulce jsou uvedeny nameérené hodnoty mérného odporu pluz-
niho télesa na stredné tézké pidé pri riznych pracovnich rychlostech: v; = 4
km/h, v = 6 km/h, v3 = 8 km/h.

Tabulka 17.27: Tabulka mérnjch odport pluzniho télesa v 10° Pa

Mérny odpor

Rychlost
Meéfeni ¢. 1 ‘ Meéfeni ¢. 2 | Méreni ¢. 3 | Méfeni ¢. 4
V1 0,71 0,66 0,63 0,65
V2 0,59 0,64 0,67 0,69
V3 0,70 0,72 0,75 0,73
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Posudte, zda vliv pracovni rychlosti na mérny odpor je statisticky vy-
znamny ¢i nikoliv.

17.10 V tabulce jsou uvedeny hodnoty t¥i rtiznych vybéri. Rozhod-
néte, zda vsechny tii vybéry mohou pochazet ze téhoz zakladniho souboru
se stejnym rozdélenim.

Tabulka 17.28: Tabulka hodnot tii riiznych vybérta

’ Cislo vybéru H Hodnoty
1 2, 3,10, 12, 18, 20,5, 26, 28
2 1, 4,5, 10, 10, 15, 16, 19, 23, 26, 30
3 4,5, 6, 7,8, 13, 14, 17, 20,5, 22, 24, 26, 29

17.11 V roce 2006 se provedl test majonéz od rtznych vyrobcii. Hodnotitelé

pro poradovou zkousku dostali v kadinkach najednou pét vzorku a radili je

od nejchutnéjsiho po nejméné chutny. Vysledky hodnoceni ukazuje tabulka
7.29. Jsou jednotlivé vzorky statisticky vyznamné odlisné (a = 0,05)?

Tabulka 17.29: Tabulka vysledkt hodnoceni majonéz riznych vyrobeu (pru-
mérné hodnoty na stobodové stupnici)

’Hodnocené vlastnost / Vzorek H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘

Piijemnost barvy || 74 | 43 | 76 | 46 | 58
Intenzita barvy || 62 | 37 | 77 | 37 | 44
Piijemnost viné || 71 | 56 | 54 | 48 | 43
Intenzita viné || 48 | 34 | 55 | 29 | 33

17.12 Spolecnost provozuje ¢tyti prodejny jizdnich kol. Na hladiné vyznam-
nosti 5% testujte, zda se rozdily v prodeji kol v jednotlivych prodejnéch sta-
tisticky vyznamneé lisi. K dispozici jsou pocty prodanych kol v jednotlivych
prodejnach za poslednich pét mésica (viz tabulku @)

Tabulka 17.30: Tabulka s poéty prodanych kol v jednotlivych prodejnich

| Mésic / Prodejna | A | B | C [ D |

I 23 1 25|22 |18
1I 18 | 15 | 20 | 16
111 16 | 16 | 17 | 20
v 201 19|15 | 24
v 2112218 | 25
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ResSeni tloh

17.1 Test o rovnosti rozptyli: ANOVA: jeden faktor: testovd F-statistika
1,391 < kritickd hodnota asi 3,885, tedy nezamitdme rovnost rozptyla (rov-
néz p-hodnota F-testu asi 0,286 > 0,05).

Na zékladé rovnosti rozptyli testujeme stiedni hodnoty: Hy Mezi vysled-
ky testu neni pritkazny rozdil. proti alternativni hypotéze Hi: Mezi vysled-
ky testu je prukazny rozdil. test ANOVA: jeden faktor: testova statistika F
asi 8,298 > kritickd hodnota asi 3,885 (rovnéz p-hodnota 0,00546 < 0,05),
tedy mezi stfednimi hodnotami vSech t¥{ soubori je pritkkazny rozdil. Tu-
keytuv test: ¢ kritickd hodnota testu je asi 3,773, vyznamny rozdil je pouze
mezi stfedni hodnotu vysledki z gymnazia a odbornych udilist.

17.2 Test o rovnosti rozptylia: ANOVA: jeden faktor, F-statistika asi 1,175 <
F-kritickd hodnota asi 2,922 (rovnéz p-hodnota asi 0,336 > 0,05), rozptyly
jsou si na zvolené hladiné vyznamnosti rovny.

Testujeme hypotézu Hy Mezi zkoumanymi prasnicemi neni prukazny roz-
dil v poc¢tu selat. Proti alternativni hypotéze Hi: Mezi zkoumanymi prasni-
cemi je prukazny rozdil v poctu selat. Test stfednich hodnot: test ANOVA:
1 faktor, testova statistika F' asi 11,443 > F kritickd hodnota asi 2,922
(rovnéz p-hodnota asi 0,000 036 < 0,05).

Tukeytv test: ¢ kritickd hodnota testu je asi 3,093, podstatné rozdily
v porodnosti jsou mezi prasnicemi AB, AC, BC' a CD.

17.3 Kritickd hodnota Tukeyova testu je na hladiné vyznamnosti 6 a se 45
stupni volnosti asi 4,208, vyznamny rozdil v pramérnych vynosech obili je
pouze mezi zemédélci B a F' (testova statistika asi —5,119).

Tabulka 17.31: Tabulka s dilé¢imi vysledky Feseni

s | ef | ¥eh [ @
112 12544 2516,3 22,4
17.4 132,1 17450,41 3494,1 26,4
133,9 17929,21 3586,6 26,8
141,1 19909,21 3983,9 28,2
Yowio =519,1 || Y7 =67832,83 | Y. xF, = 13581

Pocet skupin (fadki) m = 4, pocet sloupcu n = 5.
Soucty ¢tverca odchylek: S; = % > xf —¢=93,3255, 5, = S —5; = 14,304,

S = 2 E _ Zf”?o -
=Y Y@ — ¢ =107,6295, ¢ = &0 = 13473,2405.
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Tabulka 17.32: Vypoctova tabulka analyzy rozptylu

Variabilita H SCO ‘ Stupné volnosti ‘ Rozptyl ‘
Mezi tridami 93,3255 m—1(3) 31,107
Uvnitt tfid (rezidudlni) 14,304 | m-(n—1) (16) | 0,894
Celkem 107,6295 mn —1 (19)

F-test: F' = 34,795, Fy5(3;16) = 3,24, F' > Fj05(3;16), proto zamitame
hypotézu o vyznamnych rozdilech ve vynosech jednotlivych odrud.

k — —
pe = pp. Sa = Y ;1 (Ti — a:)2 = 44, Sp =
Zle Z;“:l (Zij — 7;)? = 20. Vybérové aritmetické priméry pochézeji ze
zakladnich souborti se shodnymi primeéry, tj. slozeni krve u vSech zdkladnich
soubort riznych syndromt mé primérné fyziologické hodnoty shodné.

17.5 Hy: pua = pup =

17.6 Testujeme Hy: puy = po = us. proti Hy : Ne vSechna p; si jsou rovna.
Z tabulky jen =13, Y a; = 1053, 32,5, :U?j = 86679. Testovaci
kritérium F = 2=k . g—‘e‘ mé rozdéleni F(k — 1;n — k) = F(2;10). Kriticka
hodnota Fp g5(2;10) = 2,103, kritické oblasti jsou (4,103; 00), Fy01(2;10) =
47,559, kritickd oblast je (47,559; 00). Hodnota testovaciho kritéria: Sp =
1386, S4 = 905,3, S, = 905,3. Hodnota testovaciho kritéria se vypocita

z informaci tabulky analyz rozptylu (viz tabulku )
Tabulka 17.33: Tabulka analyzy rozptylu

Zdroj Soucet Pocet Rozptyl F
variability Ctverca stupnu
volnosti

p 452,65 -

Délka praxe 905,3 2 452,65 | F = BoT —
= 9,416

Rezidualni 480,7 10 48,07

Celkovy 1386 12 -

Na hladiné vyznamnosti 0,05 je F' = 9,416 > 4,103, tedy Hp zamitame,
na hladiné vyznamnosti 0,01 je F' = 9,416 > 7,559, tedy Hy také zamitame.
Setfeni prokézalo statisticky vyznamny vliv délky praxe na produktivitu
prace, odlisuje se produktivita prace s délkou praxe 10 az 25 let.

17.7 Kruskaliv-Wallistv test: T = 6,995 < x2(4) = 9,49, tj, nezamitdme
Hy o rovnosti strednich hodnot, tedy automobily projizdély misty M;—Ms5
srovnatelnymi primérnymi rychlostmi na hladiné 0,05.
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17.8 n1 = no = ng = 5, N = 15, Kruskaltv-Wallisuv test: Ry = 64,
Ry = 30, R3 = 26, T = 8720 > x2(15) = 5,78, zamitdme Hy, tj. vertikalni
distribuce druhu neni stejna ve vsech tfech patrech. Lisi se bylinné patro.

jednotlivych hodnot (viz tabulku ).
Tabulka 17.34: Tabulka odport pluzniho télesa
w071 066063065 |
Poradi 9 ) 2 4 T =20
Vg 0,59 | 0,64 | 0,67 | 0,69
Poradi 1 3 6 7 Ty =17
V3 0,70 | 0,72 | 0,75 | 0,73

| Poradi | 8 | 10 [ 12 | 11 [[T3=41]

k=3 n =mn = ng = ng = 3, n = 12, Kruskaltv-Wallistv test:

T = 6577 > x%(2) = 5,991, zamitdme Hy o stejném mérném odporu pii
ruznych rychlostech.

17.9 Namérené hodnoty slouc¢ime do jednoho souboru a vyhodnotime poradi

17.10 Ry = 119,5, Ry = 14,94, Ry = 154,5, Ry = 15,45, R3 = 191, R3 =
15,92, T = 0,07, p = 4 skupiny stejnych poradi, prvni obsahuje poradi 4
a 5, nahradime je primérnym pofadim 4,5, tedy 77 = 23 — 2 = 6. Pro
druhou a étvrtou skupinu je 7o = Ty = 33 — 3 = 24. Pro tfeti skupinu
je T3 = T1 = 6. Korela¢ni faktor je roven 1 — % = 0,998. Protoze
T = 0,07/0,998 = 0,07 < x%(2) = 5,99, nezamitame Hy, 7e vSechny tii
vybéry pochézeji z téhoz rozdéleni.

17.11 Friedmanuv test, hodnoty v tabulce nahradime poradovymi
¢isly v rdmci kazdého radku a najdeme soucty za jednotlivé vzorky (viz ta-

bulku [17.35).

Tabulka 17.35: Tabulka zpracovani vysledkii hodnoceni majonéz riznych
vyrobcu

’ Hodnocen4 vlastnost / Vzorek H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ ) ‘ Celkem ‘
Prijemnost barvy || 4 |3 |3 |3 | 4 17
Intenzita barvy || 2 | 2 |4 | 2| 3 13
Prijemnost viné || 3 |4 |1 | 4| 2 14
Intenzita viné || 1 [ 1 [ 2] 1|1 6
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Protoze T' = 10,785 > 7,81, zamitdme Hy o stejné drovni kvality testo-
vanych vzorkd majonéz.

17.12 Friedmantv skupinovy test, hodnoty v tabulce nahradime po-

fadimi v ramci kazdého radku a najdeme soucty pro jednotlivé prodejny

(viz tabulku )

Tabulka 17.36: Tabulka s poéty prodanych kol v jednotlivych prodejnach
| Mésic / Prodejna | A | B [ C|D |

I 3 [ 4 21
11 3 | 1 |42
111 151534
v 3 [ 2 [1]4
% 2 | 3 [1]4

| Ry 12511511 ]15]

T = 1,14, pocet souboru (podle mésici) je 5, aproximujeme rozdéleni
statistiky T rozdélenim x? o 3 stupnich volnosti (v = k — 1 = 3), kriticka
hodnota je kvantil x§ 5(3) = 7,81. T' < 7,81, nezamitame Hy o shodé stied-
nich hodnot, tedy mezi poc¢tem prodanych kol v jednotlivych prodejnach
nebyl prokazan zadny statisticky vyznamny rozdil.
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Kapitola 18

Korela¢ni analyza

18.1 Pearsontiv vybérovy korelacni
koeficient

Jestlize mezi studovanymi statistickymi znaky existuje linedrni zavislost,
vyuzijeme pro ohodnoceni tésnosti vztahu vybérovy korelacni koeficient.
Pripomenime, ze v odstavci @ jsme pro dvojici ndhodnych veli¢in X, Y
s nenulovymi rozptyly zavedli pojem koeficientu korelace predpisem
cov(X,Y E(X —EX)(Y —EY
corr(X,Y) = ( ) = ( I ) (18.1)
vvar XvvarY vvar XvvarY

Jestlize neznamé rozptyly a nezndmou kovarianci nahradime jejich (nestran-
nymi) odhady

2 1  \2 2 1 )2
R - —
Sxy = —= > (X)X - X)(¥i -Y)

i=1

dostaneme vybérovou verzi korela¢niho koeficientu, kterou formalné zave-
deme nésledujici definici.

Definice 18.1 (Pearsoniiv vybérovy korelacni koeficient)

Necht (X1,Y1), (X2,Y2),..., (X, Y,) je ndhodny vybér z néjakého dvouroz-
merného rozdéleni. Pearsonuv vybérovy korelacni koeficient je definovdn
jako

Rp— XY (18.2)

353
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Po drobné tpravé dostaneme vzorec vhodny pro vypocet:
V(D X2 - nX2)(D Y2 - n¥?)

Rp =

7 Cauchyho—Schwarzovy—Bunakovského nerovnosti ptimo dostaneme, ze
—1 < Rp < 1. Pearsoniiv korelacni koeficient se pouziva v pripadé, kdy
chceme posoudit, zda mezi velicinami X a Y existuje linedrni zavislost. Je-
ho hodnota 7p je bezrozmérné ¢islo z intervalu [—1; 1]. Vybérovy korela¢ni
koeficient neni nestranny odhad p, i kdyz vybérovy rozptyl S? a vybérova
kovariance Sxy ano.

Predpokladejme nyni, ze (X1, Y1), (X2,Y2),...,(X,,Y,) je ndhodny vy-
bér z néjakého dvourozmérného normaélniho rozdéleni a var X > 0, varY >
0, |p| < 1. Testujme nyni hypotézu Hy: p = 0 proti alternativé H;: p # 0.
Za platnosti hypotézy Hg a za vyse uvedenych predpokladi ma statistika

R

\/1— R%

Studentovo t rozdéleni o n — 2 stupnich volnosti. Tudiz hypotézu Hy zamit-
neme na hladiné «, v pripadé, ze

(6
= ta(1-5).

U tohoto testu je normalita ndhodného vybéru podstatny predpoklad.
Nejsme-li si jisti timto predpokladem, pouzijeme pro test nezavislosti radéji
Spearmantv korela¢ni koeficient.

P1i posuzovani vyznamu linearni zavislosti dvou numerickych promeén-
nych se mtzeme tidit obecné uzndvanymi pravidly:

o Je-li rp =0, jsou studované proménné nekorelované.

o Jeli [rp| = 1, jsou studované proménné linedrné zavislé: pro p = 1 jde

o primou linearni zavislost, pro p = —1 neptimou linedrni zavislost.

o Jeli |rp| < 0,3, mluvime o nizkém stupni korela¢ni zavislosti.

e Je-li 0,3 < |rp| < 0,5, mluvime o mirném stupni korela¢ni zévislosti.

e Jeli 0,5 < |rp| < 0,7, mluvime o stfednim stupni korela¢ni zévislosti.

o Je-li 0,7 < |rp| < 0,9, mluvime o vysokém stupni korela¢ni zavislosti.

o Je-li 0,9 < |rp| < 1, mluvime o velmi vysokém stupni korelaéni zavis-

losti.

Priklad 18.1. Bl U descti dvojéat byla zjisténa nasledujici véha (v gra-
mech) (viz tabulku ) Ovéite, zda jsou vahy dvojcat korelované.
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Tabulka 18.1: Vaha dvojcat v gramech

Starsi | Mladsi Starsi | Mladsi
2440 | 2700 2690 | 2350
3500 | 3080 2750 | 3500
2820 | 2200 2750 | 2500
2540 | 2700 2650 | 2420
2650 | 2550 2200 | 2520

Sloupec 1 Sloupec 2
Sloupec1 1
Sloupec 2 0.338520934 1

Obrazek 18.1: Vytez z MS Excel v ¢asti Korelace nastroje Analyza dat

Resend. Postupné vypodéteme sg( = 111965,6 = VAR.S(B4:B13) J, podob-
né s2 = 145240 = VAR.s(c4:c13>], n = 10, sxy = 43169, r% = 0,191.

Hodnota korela¢niho koeficientu je 0,338 5 |= CORREL(B4:B13;C4:C13) ] Vy-
poc¢teme hodnotu testové statistiky ¢ = 0,550.

1

Volime o = 0,05 a vypocitame kritickou hodno- '” VA’H; ’
tu t5(0,975) = 2,306 = T.10V(0,975;8) |. Jelikoz STATISTIKA
|t| 7 t5(0,975), nezamitdme hypotézu o nekorelo- ‘NE§°S~§:'~:'E
vanosti vah dvoj¢at na hladiné vyznamnosti o = | ZNALOSTMI

0,05. Hodnota korela¢niho koeficientu neni dosta-
tecné vysoka na to, abychom dokazali zamitnout
nekorelovanost porodnich hmotnosti dvojcat.

~—
u S\

V MS Excel lze pro vypocet hodnoty korela¢niho koeficientu vyuzit také
moznost Korelace v néstroji Analyza dat. Obrazek ukazuje tabulku
s vysledkem. A

18.2 Spearmaniv korelac¢ni koeficient

Spearmanﬁvﬁl korela¢éni koeficient r; je neparametricky odhad korela¢niho
koeficientu a vyuzijeme jej tehdy, jestlize zjisténa zavislost mezi statistic-
kymi znaky (spojitymi ndhodnymi veli¢inami) neni ¢isté linedrni, ale je to

!Charles Edward Spearman (1863-1945), britsky psycholog a statistik.
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Tabulka 18.2: Poradi zakt podle nervové lability a podle matematiky

R, (labilita) 1 2 3 4 15|16 7 81910
Q: (matematika) || 9 | 3 | 8 | 5 |42 10 |1 |7 | 6
Ry — Q¢ 8| -1|-=5|-1|1|4|-3|7

néjaka monotonni funkce. Protoze se u Spearmanova koeficientu vyjadiu-
je zavislost studovanych znakd pomoci poradi, oznacuje se tento koeficient
také jako Spearmantuv koeficient poradové korelace.

Povazujme (X1,Y1), (X2,Y2),...,(X,,Y,) za ndhodny vybér z néjakého
dvourozmeérného rozdéleni. K sestrojeni Spearmanova korela¢niho koeficien-
tu nam postaci pouze znalost poradi Xy, Xo,..., X, a poradi Y1,Ys,...,Y,.
Jsou-li poradi hodné podobna, svédéi to o zavislosti mezi X; a Y;. Spearma-
niiv korela¢ni koeficient je — na rozdil od Pearsonova korela¢niho koeficientu
— odolny vudi odlehlym hodnotam.

Definice 18.2 (Spearmantiv korelac¢ni koeficient)

Necht Ry, Ro, . .., R, oznacuji poradi X1, Xo, ..., Xy, a necht Q1,Q2,...,Qn
oznacuji poradi Y1, Ya,...,Y,. Spearmantv korelacni koeficient je pak defi-
novan vztahem

(R — Qi)*.

n
=1

6
RS_l_n(nQ—l)

)

Hodnota koeficientu rg se stejné jako u Pearsonova korela¢niho koefi-
cientu pohybuje v mezich intervalu [—1; 1], hodnota blizk& 1 znad¢i silnou
primou zavislost, hodnota blizka —1 znadi silnou neprimou zavislost.

Testujeme-li hypotézu Hy: p = 0 proti alternativé Hy: p # 0, pak jsou
kritické hodnoty pro rg tabelovany pro n < 30. Pri n > 30 zamitneme
hypotézu Hy v ptripadé, ze

u(l—95)
V=1’

kde u(1 — §) je kritickd hodnota rozdéleni N(0; 1).

Irs| >

Piiklad 18.2. (viz [1]) Bylo sledovéno deset zaki. Na zakladé psycho-
logického vysetieni byli tito zaci sefazeni podle nervové lability (¢im byl zdk
vice labilni, tim dostal vyssi poradi R;). Kromé toho sledovani zaci dostali
poradi Q; na zakladé svych vysledku v matematice (nejlepsi zak v matema-
tice dostal 1). Vysledky jsou uvedeny v tabulce . Ovérte zavislost mezi
nervovou labilitou a vysledky v matematice.
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Reseni. Nejdrive ur¢ime rozdily poradi. Dostavame

6

10-99
Jsou-li poradi z tabulky zapsana v bunkach A3:B12, potom Spearma-
niv korela¢ni koeficient mizeme spocitat také primo pomoci funkce

= CORREL (A3:413;B3:B13) .

Kritickd hodnota odpovidajici hladiné « = 0,05 ¢ini priblizné 0,636 4. Pro-
toze ji |rg| nepfekracuje, nemuzeme zamitnout hypotézu, ze nervova labilita
a vysledky v matematice jsou nezavislé. A

rg=1-— (8 F 121 1242 132 TP 22 1 47) = —0,127.

18.3 Korelace versus kauzalita

Korelace a kauzalita jsou dva klicové pojmy, které se Casto pouzivaji v kon-
textu statistiky a védeckého zkoumani. Korelace se tyka vztahu mezi dvé-
ma proménnymi, jak jsme si ukazali v kapitolach vysSe. Zména v hodnotich
jedné proménné zpusobuje zmény v hodnotach druhé proménné. Korelace
mezi proménnymi vSak automaticky neznamena, ze zména jedné proménné
je pri¢inou zmény hodnot druhé proménné. Pokud tomu tak je, mluvime
o pric¢inné souvislosti neboli kauzalité. To znamen4, Ze jedna udalost je di-
sledkem vyskytu druhé udalosti, tj. mezi obéma udélostmi existuje pricinny
vztah. Korelace sice neimplikuje kauzalitu, ale na druhé strané jeji absen-
ce ji vylucuje. To znamend, pokud nejsou proménné korelované, nemuzeme
hovortit o kauzalité.

V pripadé, ze mezi dvéma veli¢inami je silnd korelace (souvislost, nebo
také mluvime o asociativnim vztahu), ale zména ani jedné proménné neni
pri¢inou zmény hodnot té druhé, mize tato souvislost byt ndhodna nebo do
vztahu téchto dvou proménnych zasahuje proménnd treti. Uvedeme si né-
kolik priklad.

Priklad 18.3 (pozitivni korelace, ale bez kauzality). V letnich mésicich,
kdy je teplo, se zvysuje prodej zmrzliny a ziroven se zvysuje pocet lidi,
ktefi se koupou, coz miuze vést k vyssimu poc¢tu utonuti. Tyto dvé proménné
(prodej zmrzliny a pocet utonuti) jsou pozitivné korelované, protoZze obé
rostou ve stejném obdobi. Nicméné, prodej zmrzliny nezpusobuje utonuti.
Spole¢nym faktorem, ktery ovliviiuje obé proménné, je teplé pocasi.

P¥iklad 18.4 (nespravna kauzalita). Casto se miZeme setkat s tvrzenim,
ze nasili ve videohrdch ¢ televizi (jev A) zpusobuje, ze déti se stavaji vice
nasilnymi (jev B). Coz je kauzdlni vztah. AvSsak muzeme také tvrdit, ze
déti s prirozenym sklony k nasilnému chovani maji tendenci vyhledavat hry
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a porady s nésilnou tématikou. Proto nemizeme presné urcit, zda A zplso-
buje B, nebo B zpusobuje A. V takovém pripadé se jednad pouze o korelaci,
nikoliv o kauzalitu.

Priklad 18.5 (korelace zpusobend tieti proménnou — spotfeba zmrzliny
a vySe trzeb). Data mohou ukazovat pozitivni korelaci mezi vyssimi trz-
bami zmrzlinového stanku a zvysenym vyskytem tpalu u lidi. Na prvni
pohled bychom mohli usoudit, ze vyssi trzby zptisobuji ipal (anebo obra-
cené). Avsak ve skutecnosti je zde tfeti proménnd, kterd ovliviiuje oba tyto
faktory a lépe vysvétluje pozorovany jev — pocasi. V teplém pocasi se lidé
vice snazi ochladit a vyhledavaji zmrzlinové stanky, coz vede k vyssim trz-
bam. Zaroven je v teplém pocasi vétsi riziko tpalu. Tedy pocasi je klicovou
proménnou, kterda ma vliv na oba tyto jevy.

Priklad 18.6 (falesnd korelace, ndhodna — pocet filmi, ve kterych se objevil
Nicolas Cage, a pocet utonuti v bazénech). Data mohou ukazovat na to, ze
v letech, kdy Nicolas Cage hral ve vice filmech, se také zvysil pocet utonuti
v bazénech. Tato korelace je ¢isté ndhodnd a neexistuje zadny logicky du-
vod, pro¢ by pocet filma s Nicolasem Cagem mél ovliviiovat pocet utonuti
v bazénech. Tento priklad ukazuje, jak mohou byt nékteré korelace zcela
nahodné a bez jakéhokoli pfi¢inného vztahu. Tyto priklady mohou byt po-
uzity k ilustraci toho, jak dtlezité je peclivé analyzovat data a nevyvozovat
zévéry pouze na zakladé korelace.

Priklad 18.7 (kauzalita bez treti proménné — cviceni a fyzickd kondice).
Kdyz ¢lovék pravidelné cvici, zlepsuje se jeho fyzickd kondice. V tomto pii-
padeé je cviceni pri¢inou a zlepseni fyzické kondice je disledkem. Neexistuje
zadna treti proménnd, kterd by tento vztah vysvétlovala. Pfimo vidime, ze
pravidelné cviceni vede ke zlepsSeni fyzické kondice.
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18.4 Ulohy

18.1 Tabulka IX3 ukazuje pocty pracovniku ve vyzkumu a vyvoji (VaV)
v tisicich a celkovou vysi vyplacenych mezd v mld. K¢ v letech 2010-2020.
Ovérte zavislost mezi po¢tem pracovniki a vysi mzdovych nakladu. Sestroj-
te bodovy graf a vypocitejte Pearsontiv a Spearmaniiv korelac¢ni koeficient.

Tabulka 18.3: Poéty pracovnikt ve VaV v CR v tisicich a vySe mzdovych
nakladi v mld. K¢ v letech 2010-2020

| Rok | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 |
Pocet pracovniku 52 57 60 62 64 67
Mzdy 26 | 25 | 30 | 29 | 45 | 46
| Rok | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020 | |
Pocet pracovnikt 65 70 75 79 81
Mzdy 35 | 35 | 71 | 70 | 69

18.2 Tabulka ukazuje prumérny pocet zmetkt za sménu u jednotlivych
pracovniku a délku zaméstnani ve firmé. Urcete Pearsonuv a Spearmanuv
korelacni koeficient. Ma délka zaméstnani jednotlivych pracovnikt vliv na
mnozstvi zmetku pri vyrobé? Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypo-
tézu o nezavislosti poc¢tu zmetkl na délce doby zaméstnani ve firmé.

Tabulka 18.4: Poé¢ty zmetku (z) z vyroby a délka doby (d) zaméstnani jed-
notlivych pracovnikia ve firmé

dl1]2|3|10|5|25|15(3|10|0|4[40 |4 |11 8|30 |2]|5
z|l4]6 |1 2|14 |0 |72 |5|2|2|3|]1|5|2/ 0|1

18.3 Tabulka ukazuje prumérny pocet zmetki za sménu, ktery pripada
na dany stroj o uré¢itém stari. Vypoctem Pearsonova a Spearmanova kore-
la¢niho koeficientu rozhodnéte o mire korelovanosti téchto veli¢in. Vytvoite
bodovy graf zavislosti obou veli¢in, zobrazte regresni primku a jeji rovnici.
Nekorelovanost otestujte na hladiné vyznamnosti 0,05.

Tabulka 18.5: Poéty zmetku (z) z vyroby a stari vyrobniho stroje (s)
s102|7|12]20(25 |11 3|0 |5 |16 | 22
z|l 4 161 2 1 4 0 [|7|2]5] 2 2
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18.4 Na zakladé ndhodného vybéru o rozsahu 24 chceme ohodnotit silu
vztahu mezi stafim a krevnim tlakem testovanych zen. Data ukazuje tabul-
ka . Na hladiné vyznamnosti 0,05 otestujte, zda jsou veli¢éiny V a T
nekorelované.

Tabulka 18.6: Vék zen v v letech a jejich krevni tlak ¢ v mm Hg

v 46 | 52 | 30 | 34 | 60 | 45 | 63 | 39 | 49 | 41 31 55
130 | 140 | 113 | 119 | 145 | 133 | 151 | 117 | 145 | 135 | 115 | 136
v 46 | 50 | 30 | 63 | 51 42 | 35 70 | 45 50 | 25 | 37
133 | 141 | 110 | 137 | 132 | 135 | 111 | 165 | 125 | 135 | 112 | 115

18.5 Tabulka ukazuje data o obratu O prodejny (v milionech Kc¢)
a velikosti jeji prodejni plochy S. Obchody maji srovnatelnou polohu v témz
meésté a také podobnou navstévnost.

a) Spocitejte korela¢ni koeficient.
b) Na hladiné vyznamnosti 0,01 testujte hypotézu, Ze mezi velikosti pro-
dejni plochy a vysi obratu je pozitivni zavislost.
Tabulka 18.7: Obrat o v mil. K¢ a velikost s prodejni plochy obchodu v m?
s | 55 52 66 58 52 45 68 50 49 60
o |l 853|830 | 11,52 | 9,50 | 899 | 7,90 | 11,49 | 8,20 | 8,55 | 10,72

ResSeni uloh

18.1 Obrazek ukazuje graf zavislosti vyplacenych mezd na mnozstvi
pracovniki. Pearsontv korela¢ni koeficient rp = 0,987, Spearmanuv ko-
relacni koeficient rg = 0,991. Oba koeficienty i jejich blizkost prokazuji
vysokou pozitivni korelovanost mnozstvi pracovniki ve vyzkumu a vyvoji
s mnozstvim vyplacenych mezd.
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Obrazek 18.2: Bodovy graf zavislosti vyplacenych mezd v mld. K¢ na poctu
pracovniki v tisicich

18.2 Z hodnot rp = —0,190, rg = —0,426 usuzujeme na malou (zdpornou)
korelovanost hodnot proménnych. Vizudlné pozorujeme také vysokou roz-
ptylenost dat (viz obrazek . Protoze |rg| neprevysuje kritickou hodnotu
0,471 6, nelze zamitnout hypotézu o nekorelovanosti veli¢in: nelze jednoznac-
né soudit, ze s délkou doby zaméstnani ve firmé klesd pocet zmetkovych

vyrobkil.

Pocet zmetkovych vyrobk
iy
[ ]
°

0 ® ®
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Délka doby zaméstnani ve firmé

Obrazek 18.3: Bodovy graf zavislosti poctu zmetkt na délce doby zamést-
nani ve firmé v rocich
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18.3 Z hodnot rp = 0,993, rg = 0,994 usuzujeme na velmi vysokou kladnou
korelovanost hodnot proménnych, tedy lze soudit, Ze ¢im je stroj starsi, tim
produkuje vice zmetkt. To potvrzuje i nizkd rozptylenost dat (viz obrazek
). Protoze |rg| prevysuje kritickou hodnotu 0,580 4, zamitdme hypotézu
o nekorelovanosti obou veli¢in.

12
y =0.4139x - 0.0875

10 ° .0

Pocet zmetk(
()

0 5 10 15 20 25 30

Stafi stroje

Obréazek 18.4: Bodovy graf zavislosti po¢tu zmetkl na stafi stroje v letech

18.4 Predpokladédme, ze oba znaky jsou v populaci rozdéleny normaélné.
rp = 0,912. Testovani nezavislosti: Hy: pyr = 0, Hy : pyr # 0, [t| =
7,991 > t99(0,975) = 2,16 = zamitdme Hj o nekorelovanosti veli¢in V' a T,
veliciny V' a T jsou korelované a tedy mezi vékem a krevnim tlakem zen je
urcité linearni vazba.

18.5

a) rp = 0,952;

b) testovani pozitivni zavislosti: Hy: po,s = 0, Hy : po,s > 0, za pred-
pokladu normalniho rozdéleni S, O je testova statistika ¢ = 8,76,
kritickd hodnota tg(0,95) = 1,86, ¢t > t; = zamitdme Hy o nekorelo-
vanosti veli¢in S, O, veli¢iny S, O jsou kladné korelované, lze tici, ze
s nartstem velikosti prodejni plochy roste také obrat prodejny.



Kapitola 19

Regresni analyza

V praxi jsou nékteré nahodné veli¢iny snadno dostupné naptiklad jedno-
duchym mérenim, zatimco jiné velic¢iny se urcuji obtizné nebo se o nich
dozvime az s velkym casovym odstupem. Pokud mezi témito dvéma druhy
veli¢in existuje néjaky vztah, 1ze z jednéch odhadnout druhé, resp. predpo-
védét je. Pri specifikaci funkéniho vztahu jde predevsim o prokazani tohoto
vztahu, o odhady jeho parametri, o empirickou reprezentaci velkych dato-
vych soubort, o interpolaci chybéjicich hodnot a jejich predpoveédi apod.
Pro tyto dcely slouzi metody linedrni regrese, jejichz zaklady jsou popsany
v této kapitole.

19.1 Linearni regrese
s jednou vysveétlujici proménnou

Regresni model
Y = f(x)

vysvétluje zavislost veli¢iny Y na hodnotdch proménné x prostiednictvim
regresni funkce f. Cilem regrese je najit regresni funkci f, zndme-li n pozo-
rovanych dvojic
("1:17 y1)7 (xQJ yQ); ey (37717 yn)7

kde z; jsou hodnoty nezdvislé (vysvétlujici) proménné x a y; jsou hodnoty
z&vislé (hodnoty vysvétlované velic¢iny V).

Predpoklddejme, ze hodnoty y; jsou naméfeny s urcitou chybou e;. Pro
odvozeni vSech testi a intervalovych odhada v pribéhu celé této kapitoly

klademe na chyby e; predpoklad, Zze maji normalni rozdéleni s nulovou stied-
ni hodnotou a konstantnim rozptylem, tj. N(0; o?). Pro odvozeni bodovych

363
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y=0+ 06w

ZLi

Obrazek 19.1: Metoda nejmensich ¢tverct

odhadu tento predpoklad neni nutny. Jinak feceno, mame n pozorovani
vysvétlované veliciny Y v n zndmych hodnotach vysvétlujici proménné x,
tudiz mame n rovnic:

Yi=f(x;)+e, i=12,...,n.

Nejjednodussi formou regrese je jednoduchd linedrni regrese, kterd predpo-
klada linearni zavislost mezi dvéma veli¢cinami vyjadrenou vztahem

f(x) = Bo + Br.

Cilem linedrni regrese je nalezeni parametri Sy a 51. Regresni parametr
B1 udavé, o kolik se zméni f(z) pfi zméné x o jednotku. Jde tedy o hodnotu
zéavislou na jednotkéch, ve kterych méiime x a y.

Ukol nalézt rovnici regresni piimky provedeme pomoci metody nejmen-
sich ¢tverct (viz obrazek ) Tato metoda spocivd v tom, Ze hleddme
parametry Bg a (1, pro néz je soucet ¢tvercu chyb modelu minimalni. Te-
dy hleddme minimum funkce L (podle anglického loss function, ztratova
funkce)

n

L(Bo, B1) = Y (Yi = (Bo + Br))*.

i=1
Tudiz feSime soustavu rovnic
8L(50761) -0 aL(BOaBl) —0
0B ’ 01

Po tpravach obdrzime tyto odhady:

_Z(:ci—i")Yi_Za:iK-—niY b =T
(- 2)?% Y a?-nz?
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kdez = % SaziaY = % > Y;. Odhady by, b jsou nejlepsi nestranné odhady,
tzn. ze odhady by, b1 jsou nestranné (Eby = [y, Eby = 1) a maji nejmensi
rozptyl ze vSech nestrannych odhadu.

Minimum funkce L
Se=L(bo,b1) = > (Vi — (bo+b1xs))* =Y Y2 —bo > YVi—b1 > Vi

se nazyva rezidudlni soucet ¢tvercii. Odhad rozptylu chyb o2 je

S,
2_ e
s =2

jeho odmocnina S se nazyva smeérodatnd chyba regrese. Konecné celkovy

soucet ctverci
S Y05 7
vyjadiuje celkovou variabilitu vysvétlované proménné.

Vhodnost modelu posuzujeme koeficientem determinace

i S S-S
St St
ktery vyjadruje, jaka cast celkové variability St je vysvétlena regresnim
modelem. Chyba S, pak obsahuje to, co regresni model nedokazal vysvétlit.
Koeficient determinace miizeme také pocitat podle vzorce
p STV

> (vi-v)*

kde ?Z = ]/C\(CL‘,L) = by + b1x; je regresni odhad hodnoty regresni funkce v bodé
x;. Je ziejmé, ze ¢im blize je R? jedné, tim lépe regresni model vystihuje
namérena data. Nékdy se uvadi: je-li koeficient determinace vétsi nez 0,85,
muzeme Tici, ze model je vhodné zvolen. V oborech, které obvykle pracuji
pouze s pozorovanymi (neexperimentdlnimi) daty (napf. v ekonometrii nebo
socidlnich védédch), se vSak tak vysokych hodnot koeficientu determinace do-
sahuje spiSe vyjimecné; presto i v nich modely s vyrazné nizsimi koeficienty
determinace maji svoji interpretacni hodnotu.

Nejcastéji se zabyvame otazkou, zda je mozné model zjednodusit tak, ze
hodnoty Y; vibec nezavisi na ;. Tudiz testujeme hypotézu

H():ﬂl =0 pI‘Oti Hliﬁl 7é0

Za platnosti Hy ma testova statistika

b
T:§1\/Z$?—nf2~tn,2
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Studentovo t rozdéleni o n—2 stupnich volnosti. Tudiz pokud |T'| > t,—2(),
zamitneme hypotézu Hy na hladiné vyznamnosti «. Zamitneme-li hypoté-
zu Hy tohoto testu, pak jsme vlastné potvrdili linedrni zavislost Y; na x;,
zastfenou ndhodnymi chybami e;.

Testovat muzeme i hypotézu Hy: Sy = 0 proti Hy : Sy # 0. V pripadé
nezamitnuti Hy jsme prokazali, ze regresni primka prochazi poc¢atkem. Pro
testy vyznamnosti regresnich koeficient se pouziva souhrnny nazev dilci
t-testy.

Standardnim zptisobem mutzeme vytvorit intervalovy odhad pro parame-
tr B1 o spolehlivosti 1 — «:

_tn_g(l—%)S (1—7)5
,/Zx?—nﬁ’ \/Z:c — nz?

Intervalovy odhad o spolehlivosti 1 — o pro parametr Sy je
[bo — tp—28py; bo + tn—23b0] , (19.2)

kde sy, je smérodatna chyba odhadu koeficientu bg.

Hodnoty vyse uvedenych souctu ¢tvercu (Se, St) prezentuje statisticky
software vétsinou ve formé tabulky ANOVA, ktera se vztahuje k testovani
hypotézy, zda zvolena zavislost mezi veli¢inami viibec existuje. Oproti tom
diléi t-testy se pouzivaji pro zjisténi statistické vyznamnosti jednotlivych
regresnich koeficientt.

Neékdy hledame intervalovy odhad pro By + 12 pro néjakou predepsanou
hodnotu z. Ten 1ze odvodit jako interval

a 1 T — )2
bo + b1z — t,—o (1—2>S\/n+z(x2_;x2,
(z—3)* ]

bo + bz +t 1—*
0 1T n2 \/ Zx )

Tento interval prekryva hodnotu By + S1x s pravdépodobnosti 1 — . Sestro-
jime-li takovéto intervaly pro vSechna x € [min z;; maxx;], vytvorime tzv.
pas spolehlivosti kolem regresni primky. Hranice pésu jsou tvoreny dvéma
vétvemi hyperboly.

Vztah mezi regresi a korelaci hodnot dvou znakt X a Y vyjadiuje vztah
Pearsonova korelacntho koeficientu ke koeficientu b; regresni primky:
Sy

by =R
1= Apg
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Tabulka 19.1: Data o poc¢tu hodin z; v hodinach provozu linky a nakladech
Y; v tisicich K¢ na jeji tdrzbu

x; || 275 | 350 | 250 | 325 | 375 | 400 | 300
Y; || 149 | 170 | 140 | 164 | 192 | 200 | 165

Tedy z korela¢niho koeficientu Rp se da vypocitat riastovy koeficient by
regresni primky a obracené. Znamena to, zZe interpretacni sila prosté regrese
je shodna s interpretacni silou korelacni analyzy.

Priklad 19.1. t Tabulka obsahuje zaznamy o poc¢tu hodin provozu
vyrobni linky (z;) a o ndkladech na jeji udrzbu (Y;) v tisicich Ké za prvnich
sedm mésici roku.

a) V MS Excel vytvoite bodovy graf vyjadiujici zavislost nakladu na
udrzbu (Y;) na poc¢tu hodin provozu vyrobni linky x; (tento graf se
nazyva korela¢ni pole) a zvolte vhodny typ linedrniho regresniho mo-
delu.

b) Ovérte opravnénost pouziti vybraného modelu (koeficient determinace
a dilci t-testy).

c¢) Pokud se zvysi provoz linky o 1 hodinu, o kolik se zvysi nédklady na
jeji adrzbu?

d) Interpretujte sestaveny regresni model.

Reseni. Nejprve budeme hledat regresni pfimku Y = by + byz. Dosadime-
-li do vzorcu , dostaneme by = 42,75 a by = 0,387 a rovnice regresni
primky tedy je y = 42,75+ 0,387x. Nyni spoc¢téme rezidudlni soucet ¢tverci
Se = 148,821, tudiz odhad rozptylu chyb e; je s> = 29,76. Celkovy soucet
¢étverclt mtizeme snadno spoéitat jako St = (n — 1)S%, kde SZ je vybérovy
rozptyl Y. St = 2771,71. Tudiz koeficient determinace R? = 0,946 3.
Regresni primku vlozime do bodového grafu v MS Excel vybérem Spoj-
nice trendu v moznostech pod stitkem se znaménkem +. Hodnoty by a by
lze odecist z rovnice spojnice trendu, kterou lze vlozit zaskrtnutim policka
Zobrazit rovnici v grafu na karté Formdt spojnice trendu. Tamtéz najdeme
také moznost volby Zobrazit v grafu hodnotu spolehlivosti R na druhou, po
jejimz vyuziti se v grafu zobrazi koeficient determinace.
Pokud bychom hledali prisecik by regresni primky s osou y, aniz bychom
hledali rovnici regresni primky, je mozné v MS Excel vhodné vyuzit funkci

= INTERCEPT| Zde je by = 42,75.

= INTERCEPT(C4:C10;B4:B10)
Nejkomplexnéjsim nastrojem v MS Excel pro regresni analyzu je analyticky
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VYSLEDEK

Regresni statistika
Nasobné R 0,97278316
Hodnota spolehlivosti R 0,94630708
Nastavend hodnota spolehlivosti R 0,9355685
Chyba stf. hodnoty 5,45566547
Pozorovani 7

Obrazek 19.2: Hlavni vystup analytického nastroje Regrese v MS Excel pro
piiklad

ANOVA

Rozdil ss MS F Vyznamnost F
Regrese 1 2622,892857 2622,893 88,12215 0,000231306
Rezidua 5 148,8214286 29,76429
Celkem 6 2771,714286

Obrazek 19.3: Analyza rozptylu ANOVA pro piiklad

nastroj Regrese, ktery je soucasti doplnku Analytické ndstroje. Po aktivaci
dopliiku zvolte pole Regrese na karté Analjza dat. Po vyplnéni pozadova-
nych idaji a nastaveni moznosti vystupu, povinnym tidajem je oblast s daty
zavisle proménné y a hodnotami jedné nebo vice nezavisle proménnych x.
Vystup nastroje Regrese pro priklad ukazuje obrazek .

Prvni ¢islo (Nasobné R) udava Pearsontv korela¢ni koeficient, jehoz dru-
ha mocnina se rovna koeficientu determinace, druhd hodnota (Hodnota spo-
lehlivosti R) predstavuje koeficient determinace, tieti ¢islo (Nastavend hod-
nota spolehlivosti R) znamend upraveny koeficient determinace, ktery se
muze pouzit, porovnavame-li modely s riznym mnozstvim parametri, ¢tvr-
té ¢islo (Chyba stfedni hodnoty) udéva smérodatnou chybu regrese (odhad
smérodatné odchylky o) a EFosledni polozka (Pozorovani) znamena rozsah
vybéru (pocet pozorovani).

Pokud by bylo potfeba samostatné vypocitat smérodatnou chybu regrese,
1ze v MS Excel vyuzit funkci |= STEYX| Pro priklad piseme v MS Excel

= STEYX(C4:C10;B4:B10) = 5,456,

Dalsim vystupem muze byt tabulka s analyzou rozptylu ANOVA em-
pirickych hodnot zavisle proménné Y: celkovy soucet ¢tvercti St je souc-

'"Exaktni definice uvedenych pojmi lze nalézt v odborné literatute, naptiklad [3],[4].
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Koeficienty Chyba stf. hodnoty tStat Hodnota P Dolni 95% Horni 95%
Hranice 42,75 13,56100163 3,1524 0,02531 7,890336 77,60966
Soubor X 0,38714286 0,041240954 19,3873 0,000231 0,28113 0,493156

Obrazek 19.4: Tabulka odhadu koeficientu regresni piimky a intervalovych
odhadi pro pifklad

tem_Ctvercl vyrovnanych hodnot regreseE a reziduélni slozky S (viz obra-
zek ) Celkovy soucet ¢tvercti generuje v MS Excel také funkce = DEVSQ|.
Pro pifklad [19.1 je prislusng vipodet = DEVSQ(C4:C10)|= 2771,714, jak je
také uvedeno v tabulce na obrazku |

Zakladnim vystupem analytického nastroje Regrese je tabulka s odhady
regresnich parametru by a by (Koeficienty), odhady smérodatnych odchylek
téchto odhadu (v tabulce jako chyba stfedni hodnoty), testova statistika
t-testu (¢ Stat), minimalni hladina vyznamnosti p-hodnota (Hodnota P), na
které lze jesté zamitnout Hy, a 95% intervaly spolehlivosti 95% (Dolni 95%,
Horni 95%). (Viz obrazek )

Nastroj Regrese produkuje rovnéz tabulku rezidui (viz obrézek ) a je-
jich normovanych variant. Data lze vyuzit pro grafické posouzeni predpokla-
di linearni regrese, a to zejména nezavislosti jednotlivych residui, homos-
kedasticity a linedrnosti zavislosti Y a X. Vykazuje-li graf residui néjaky
trend, ¢i pattern, pak je zfejmé néktery z predpokladi Eorusen a pro testo-
vani grafického vyvoje v ¢ase a pro vypocet Durbinoval fWatsonova testu,
kterym se zde vSak nezabyvame.

na obrazku m precteme) statistiku ¢ = 9,38 a porovname ji s hodnotou
kvantilu (p-hodnota) ¢5(0,975) = 2,57 |= T.1NV(0,975;5) | Tudiz zamitdme
hypotézu Hy na 5% hladiné vyznamnosti. Jak koeficient determinace, tak
tento test ndm potvrdil vhodnost tohoto linedrniho modelu.

Nyni se zabivejme hypotézou Hy: 1 = 0. Spocteme (nebo v tabulce

Podivejme se jesté na intervalové odhady. Intervalovy odhad o spoleh-
livosti 95 % pro parametr 31 je [0,2811;0,4931]. Odtud je také vidét, ze
zamitame hypotézu Hy. Péas spolehlivosti kolem regresni primky neni na
obrazku Vyznaéen.

vvvvv

fixni mésiéni naklady (néklady Vynalozene v kazdém meésici bez ohledu na

2Tato veli¢ina neni v teoretické Gdsti zavedena, pouZivd se viak v regresni analy-
ze k posouzeni, jak dobfe regresni rovnice odpovidd pozorovanym datim. Blize k tomu
v Népovédé MS Excel.

3James Durbin (1923-2012), britsky statistik a ekonometr.

4Geoffrey S. Watson (1921-1998), australsky statistik.
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REZIDUA

Pozorovani Ocekdvana Y Rezidua Normovana rezidua
1 149,214286 -0,214285714 -0,043026509
2 178,25 -8,25 -1,656520593
3 139,535714 0,464285714 0,093224103
4 168,571429 -4,571428571 -0,917898857
5 187,928571 4,071428571 0,817503669
6 197,607143 2,392857143 0,480462683
7 158,892857 6,107142857 1,226255504

Obrézek 19.5: Tabulka rezidu pro prfklad

200
y= 71x +42.75 |
1 |
= .
et . ® [} { ]
[ 4 ®

Obrézek 19.6: Zavislost provoznich nékladu na dobé provozu (body zobra-
zuji namérené hodnoty, plnd ¢ara predstavuje odhadnutou regresni primku
Y = bo + bll‘)

délku provozu linky) a linedrni ¢len b1z je odhadem variabilnich naklada
pfimo tmérnych délce provozu linky. A

19.2 Linearni regrese
s vice vysvétlujicimi proménnymi

Regrese patti k zdkladnim statickym metodam. Jejim cilem je najit regresni
funkei, kterd se snazi vysvétlit vznik vétsiho poctu pozorovanych ndhodnych
veli¢in Y7,Ys,...,Y, pomoci zndmych vlivii x;; a pomoci pomérné malého
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poctu parametra fBo, 51, B2, ..., k. Za linedrni regresi budeme povazovat
regresi, ve které je zavislost na parametrech 8y, 51, 52, ..., B linedrni.

Na jednu vysvétlovanou proménnou Y mame k dispozici k vysveétlujicich
proménnych. Tedy v tomto odstavci budeme pracovat s modelem

Y =80+ fix1 + - + Brxg. (19.3)

Pokud méame n pozorovani, dostaneme pak n rovnic o k + 1 neznamych
ve tvaru

Yi=PBo+ 51 Xa + B2 Xio + - + Bp Xk + €, (19.4)

kde i =1,2,...,n a e; jsou nahodné chyby. Pro odvozeni vSech testu a in-
tervalovych odhada v pribéhu celé této kapitoly také klademe na chyby
e; predpoklad, Ze maji normélni rozdéleni N(0;c?). Linearni regrese mé
tedy celkem ctyri predpoklady: linearitu vztahu mezi X a Y, nezavislost
pozorovani, homoskedasticitu (shodu rozptylu o2 pro vSechna pozorovani)
a normalitu chyb. Pro vétsi rozsahy vybéru si mtzeme dovolit predpoklad
normality opomenout diky CLV. Ostatni predpoklady jsou ale pro modelo-
vani dulezité a budeme je ovérovat v grafu rezidui. Pro odvozeni bodovych
odhadu tento predpoklad neni nutny.

Maticovy zapis tohoto modelu ma tvar

Y =XB+e,
kde
Y1 I Xin ... Xk Bo e1
o I A
Yo 1 Xo1 oo Xk Bk én
Cilem linearni regrese je odhadnout parametry modelu By, 81, 52, - - -, Bk-

Pro odhad téchto parametri se nejcastéji pouziva metoda nejmensich ctver-
ct, kterd spoc¢iva v minimalizaci funkce L

n

L(Bo, Br,- - Bk) = Y (Vi = (Bo+ i1 Xir + BoXio + -+ + BiXir))®. (19.5)
=1

Nutnou podminkou pro existenci extrému je nulovost parcidlnich derivaci.
Vzhledem k tomu, ze dané funkce je ve svém defini¢nim oboru konvexni,
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je to i postacujici podminka. Zderivujeme-li danou funkci podle vsech pro-
ménnych a polozime-li parcialni derivace rovné nule, dostaneme néasledujici
soustavu rovnic

8L(ﬂo,glﬁ70- 3 Br) _ 22 — (Bo+ BiXi1 + BoXiz + - + BpXik)) = 0

8L(ﬁo,§1ﬂ7-. 5 Br) _ _QZXU = (Bo + B1Xi1 + BaXiz + -+ BuXir)) = 0,
J

kde j=1,2,..., k.

Po mensich tpravach obdrzime soustavu

n/30+/31ZX11+52ZX12+ -I—ﬁkZXik:ZY%
i1 i1

=1

n n n
Bod X+ Z X7+ B ZXiQXil Foot B Y X Xa =) YiXa
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n n n n
Bo Y Xik+B1 Y XaXin+ B2y XaXig+--+ By Xjp= > YiX
i=1 i—1 i=1 i=1 i=1

Vytesenim této soustavy ziskame odhady bg, b1, . . ., by parametra S5y, 51,
Bo, ..., Bk. Vyse uvedend soustava se nazyva soustava normdlnich rovnic.
Maticovy zapis soustavy normélnich rovnic je

(x'X)-B=X"Y. (19.6)

Je-li matice (XTX) reguldrni, existuje k ni matice inverzni (oznacme ji

(XTX)~1), pak odhad parametrtt 8 = (8o, 81, B2, - -, Bi) T je
b=XTX)"'x%y. (19.7)

Minimum funkce L nazyvame rezidudlni soucet ctverct a vypocteme jej
Se=L(b) = > (Yi — (bo + biwir + bawiz + -+ + bgp))* = > _(V; — Y;)?%,

kde }//\; = bg + bixi1 + boxio + - -+ + brpxye je regresni odhad hodnoty Y.
Odhad rozptylu chyb o2 je §? = niil a nazyvame jej rezidudlni rozptyl,
jeho odmocninu pak jako smérodatna chyba regrese. Celkovy soucet ctverci

St = Y_(Y; — Y)? vyjadiuje celkovou variabilitu vysvétlované proménné.

Vhodnost modelu posuzujeme koeficientem determinace
Se St — S,

_1_7
i St St
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ktery vyjadruje, jaka Cast celkové chyby St je vysvétlena regresnim mode-
lem. (Chyba S. obsahuje to, co regresni model nedokazal vysvétlit). Koefi-
cient determinace muzeme také pocitat podle vzorce

D > 5

Y(Yi-Y)¥

kde 17@ = f(:cz) =bg + bixi1 + -+ - + by je regresni odhad Y;. Je ziejmé, ze
¢im je R? blize jedné, tim lépe regresni model vystihuje naméiend data.

Metodou nejmensich ¢tverct ziskdme bodové odhady regresnich parame-
trua By, 1, B2, ..., Br. Nékdy nas vsak zajimaji i intervalové odhady o spo-
lehlivosti 1 — a konstruované pro parametry Bg, 81, 5o, ..., Br. Intervalovy
odhad o spolehlivosti 1 — « pro parametr 3; je interval

bl' - tn_k_l(oz) + S (XTX);il; bl + tn_k_1(oz) - S (XTX)“1:| s (19.8)

kde (XTX);:! je prvek matice (XTX) ! nachédzejici se na i-tém ¥adku a i-tém
sloupci.

Je ziejmé, ze ¢im méné budeme mit vysvétlujicich proménnych, tim bude
model jednodussi. Proto se nejéastéji zabyvame otédzkou, zda je mozné model
zjednodusit tak, aby hodnoty Y; vibec nezavisely na x;;. Tudiz testujeme

hypotézu
Hy:3; =0 proti Hy:B; #0

Za platnosti Hy ma testova statistika
bj

T=— 33
S/ (XTX)

~ ty g1 (19.9)

Studentovo rozdéleni t o n — k — 1 stupnich volnosti. Tudiz pokud

o
1=t (1-5),
zamitneme hypotézu Hy na hladiné vyznamnosti .. Zamitneme-li hypotézu
Hjy tohoto testu, pak jsme vlastné potvrdili linedrni zavislost Y; na j-té
vysvétlujici proménné, zastfenou ndhodnymi chybami e;.

Neékdy se ptame, zda je mozné model zjednodusit o vice nez jeden pa-
rametr. V takovém piipadé nepouzijeme dva predchozi testy, protoze jejich
spolecna hladina by nebyla «a, ale pouzijeme nasledujici test: testujeme hy-
potézu

HO:/Bjj:ﬁjz:"':le:Ov 1§j17"'ajl§k7
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proti alternativé, ze zjednoduseny model neplati (tj. alespon jedno f3;, # 0).
Cislo [ zde oznacuje pocet parametrii, které se pokousime z modelu vypustit.
Maticovy zapis zjednoduseného modelu mé tvar

Y = X3 +e¢,

kde matice X vznikne z matice X vynechanim sloupct ptislusejicim parame-
tram B;,, Bj,, - - -, Bj,, vektor B vznikne z vektoru 8 vynechdnim parametrii
Bj1» Bjas - - - Bj, a podobné vznikne i e.

Parametry zjednoduseného modelu B odhadneme pomoci
b=X'X)X'Y. (19.10)

Poté spocteme rezidualni soucet ¢tverct pro zjednoduseny model

kde 171' je regresni odhad Y; ve zjednoduseném modelu. Je zfejmé, ze §e > S,
nebot S, je minimum funkce L(B) bez jakychkoli omezeni na vektor 3,
zatimco S, je minimum funkce L(8) za podminky g, = pj, = ... = 8, = 0.

Za platnosti Hy ma pak testova statistika F-rozdéleni ol an —k — 1
stupnich volnosti:

po (Se=50)/1

= ——— " ~Fip_p—1-

Pokud f > Fj,_—1(1—«), zamitneme hypotézu Hy na hladiné vyznamnosti
a, a tudiz model nemtzeme zjednodusit.

Priklad 19.2. V 60. letech probéhla ve Velké Britanii nasledujici studie
a ve 30 hrabstvich byly naméreny veli¢iny: A predstavujici zménu populace
za poslednich deset let, B pocet zaméstnancu v zemédélstvi, C' velikost dani
z nemovitosti, D procento obyvatel majicich telefon, E procento obyvatel
zijicich na vesnici a F' prumérny vék. Témito veli¢inami méla byt vysvétlena
velicina Y, kterd udava procento obyvatel Zijicich pod hranici chudoby.

Reseni. Na zékladé dat dostupnych v online helpu programu StatisticaB
dostavame linearni regresni model

Y: = Bo + Badi + BB + BcCi + BpD; + BeE; 4+ BrF; + e;.

Shttps://docs.tibco.com/pub/stat/14.0.0/doc/html/UsersGuide/
GUID-4F43645C-C174-48E2-99C5-45BD091A60B81 .html
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Matice X bude obsahovat 7 sloupcii, kde v prvnim budou samé jednicky,
ve_druhém budou hodnoty veli¢iny A, ve tfetim B atd. Nyni podle vzorce
() spoc¢teme odhad jednotlivych parametru

b = (bo;ba;bp;bo; bp; b br) ' =
= (31,26; —0,39;0,0007;1,23; —0,083; 0,16; —0,42)T.

Dale spocteme rezidudlni soucet ¢tvercit S, = 265,66 a celkovy soucet ¢tver-
ctt St = 1197,72. Odtud dostavame, ze R? = 0,78.

Nyni nas zajima, jestli nékteré proménné mizeme z modelu vypustit, tj.
testujeme Hy: §; = 0. Za timto tGcelem spocteme podle vzorce () pro
kazdou proménnou hodnotu statistiky 7.

)=

t = (to;tastp;teitpste;te
= (2,35; —4,87;1,69;0,38; —0,63; 2,67; —1,64)T.

Tyto hodnoty porovname s kvantilem ¢23(0,975) = 2,068

= T.INV(0,975;23)}
a vidime, ze hypotézu nulovosti parametri zamitame u 5o, 84, Bg. Tyto
testy nam rikaji, Ze mizeme z modelu vypustit proménnou B, C, D nebo
F. Ovsem nevime, zda muzeme vypustit vSechny proménné najednou. Na
tuto otdzku nam odpovi nasledujici F-test.

Uvazujme tedy zjednoduseny model (podmodel)
Yi = Bo + BaAi + BeE; + ei.
Pro podmodel spoc¢teme odhad jednotlivych parametru
b= (bo,ba,br)" = (16,67; —0,40;0,13)T.

Dale spoc¢teme rezidualni soucet Ctverci podmodelu S, = 393,03. Odtud
dostavame, ze R? = 0,67. Nyni sestrojime statistiku F a spoc¢teme jeji hod-
notu

(30 — 6 — 1)(Se — Se)
35,

vypocitame kritickou hodnotu F323(0,05) = 3,03

= F.INV(0,95;3;23)]
a porovname je. Jelikoz 3,67 > 3,03, Hp zamitame, neboli nemtizeme vy-
pustit vSechny ¢tyTi proménné zaroven.

f=

= 3,67,




376 KAP. 19 REGRESNI ANALYZA

Musime tedy nékterou proménnou do podmodelu pridat. Pridejme pro-
ménnou B, protoze tg > to, tp, tp (tj. proménnd B je v modelu vyznamnéjsi
nez C, D a F). Uvazujme tedy podmodel

Yi = Bo + BaAi + BeBi + BeE; + ei.
Pro podmodel spoc¢teme odhad jednotlivych parametra
b= (bo, ba, b, br)" = (10,99; —0,40; 0,001;0,19)".

Dale spoc¢teme rezidualni soucet ¢tverci podmodelu §e = 318,83. Odtud
dostavame, ze R? = 0,73. Nyni sestrojime statistiku F a spoc¢teme jeji hod-
notu

_ (30-6—1)(Se — S.)
f= i, = 1,15.

Vypocitame kritickou hodnotu Fy 23(0,05) = 2,80.

= F.INV(0,95;4;23)]
Z nerovnosti 1,15 ?* 2,80 plyne, Zze Hy nezamitdme, neboli z piuvodniho
modelu muzeme vypustit proménné C', D a F. PopiSeme tedy veli¢inu Y
proménnymi A, B a E. A

Doplnit do textu, ve kterém bude Teseni prikladu v MS Excel: hodnota
statistiky F-test v ANOVA slouzi ke zjisténi statistické vyznamnosti téchto
koeficientii soucasné.

19.3 Polynomialni regrese, kvadraticka regrese

Nejjednodussim pripadem polynomidlni regrese je tzv. kvadraticka regrese.
Pod pojmem kvadraticka regrese minime model

Y; = Bo + Bixi + fort ey i =1,2,...,n,

kde e; ~ N(0;02),n > 4. Zde veli¢iny Y; zavisf kvadraticky na veli¢inach X;.

Polozime-li Z; = Xl-2, i=1,2,...,n, dostdvame model
Yi=po+/iXi+ BoZi+e, i=1,2,...,n.

V tomto modelu zavisi nahodnd veli¢ina Y; linedrné na veli¢inach X; a Z;.
Neboli tloha kvadratické regrese byla prevedena na tlohu linearni regrese
se dvéma vysvétlujicimi proménnymi.

Priklad 19.3. t V tabulce jsou data o zisku firmy v zavislosti na
vynalozenych nakladech na reklamu.
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Tabulka 19.2: Data o vynalozenych nakladech v mil. K¢ na reklamu a doci-
leného zisku

Vydaje v mil. K¢ 0 |24 |5 |89 |12]|14]16

Zisk v mil. K¢ 10 14113129 (137132 (15|21 |11
40 37
X ° 32
30 P —
21
20 159
.~1.3 e 11
8
-
0 5 10 15 20
‘10 ¢ y = -0.4954x2 + 9.047x - 10.208
R? = 0.8441
220
X

Obrézek 19.7: Bodovy graf s kfivkou kvadratické regrese a zobrazenou rov-
nici trendu a koeficientem determinace

b1 b2 )
9.046994 -0.495438 -10.20839192

Obréazek 19.8: Vytez z MS Excel s vyuzitim funkce = LINREGRESE

a) Najdéte a pomoci MS Excel zndzornéte model vyjadiujici zavislost
zisku firmy v milionech K¢ na vynalozenych financ¢nich nakladech
na reklamu v milionech K¢. Vhodnost zvoleného regresniho modelu
ovérte pomoci koeficientu determinace a testu ANOVA.

b) Odhadnéte zisk, pokud nidklady na reklamu budou 6 miliontu Ké.

c) Pii jakych nakladech na reklamu bude firma dosahovat maximalni
zisk?

Resend. Bodovy graf na obrazku vytvoreny v MS Excel graficky znazor-
nuje zavislost zisku firmy na vysi finan¢nich nakladu na reklamu. Regresnim
modelem této zavislosti je ¢ast paraboly s pribliznym analytickym vyjadre-
nim y = —0,5 - 22 + 9z — 10 (po zaokrouhleni koeficientii na cel4 ¢isla).
Koeficienty v rovnici regresni kvadratické funkce lze v MS Excel na-
lézt pomoci funkce |= LINREGRESE| v niZ je prvnim parametrem matice
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ANOVA
Rozdil

Regrese

Rezidua 6

Celkem B8

Koeficienty

b 0 Hranice -10.2083919
b1 Souborxl 0.046993641
b2 SouborX 2 -0.49543769

Obrézek 19.9: Vytez z MS Excel s tabulkou ANOVA néstroje Analyza dat
¢asti Regrese

VYSLEDEK

Regresni statistika
Masobné R 0.918742955
Hodnota spolehlivosti R 0.844088617
Mastavena hodnota spolehlivostiR - 0.792118156
Chyba stf. hodnoty 6.722010763
Pozorovani 9

Obrazek 19.10: Vyiez z MS Excel s tabulkou Regresni statistika nastroje
Analyza dat ¢ést Regrese

dat y;, druhym parametrem je matice obsahujici data ze sloupcii x? a T;

v tomto poradi. Tretim a ¢tvrty parametr je vzdy PRAVDA: treti specifikuje
model s absolutnim ¢lenem a c¢tvrty vystup rozsiteny o dalsi charakteris-
tiky odhadu. Funkce je maticovd a potvrdi se souCasnym stiskem klaves
Ctrl+4-Shift+Enter.

= LINREGRESE(maticel;matice2;PRAVDA;PRAVDA) l
Vysledek pouziti této maticové funkce ukazuje obrazek .

Koeficienty rovnice kvadratické regrese lze ziskat také z nastroje Analyza
dat v casti Regrese. Pro nas konkrétni pripad jsou koeficienty zvyraznény
na obrazku . Koeficient determinace je R? = 0,844. Informaci o ném
Ize ziskat bud zobrazenim primo v grafu MS Excel nebo v tabulce Regrese
nastroje Analyza dat (viz obrazek [19.10). Koeficient determinace R? stoji
na druhém misté shora.
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MS F Vyznamnost F
733.888158 16.24169958 0.00378995
45.1854287

Obrézek 19.11: Vyrez z MS Excel s tabulkou ANOVA néstroje Analyza dat
Casti Regrese

Hodnota P

0.110407665
0.001364245
0.002131367

Obrazek 19.12: Vyrez z MS Excel v tabulce Regrese nastroje Analyza dat
v casti ANOVA

Ovéreni vhodnosti zvoleného polynomického modelu otestujeme pomoci
p-hodnoty testu ANOVA, kterd je soucasti tabulky Regrese z Analyzy dat
(viz obrézek ) Testujeme hypotézy:

Hy: regresni model neni statisticky vyznamny.
proti alternativé
Hi: regresni model je statisticky vyznamny.

Protoze p = 0,003 8 < 0,05, zamitame Hy o statistické nevyznamnosti zvo-
leného regresniho modelu jako celku.

Testovat je mozné také vyznamnost jednotlivych koeficientt kvadratické
regresni funkce. K tomuto tcelu slouzi p-hodnoty t-testi ve sloupci s na-
zvem Hodnota P (viz obrazek [19.19) nastroje Regrese z Analyzy dat. Prvni
hodnota shora vypovida o statistické vyznamnosti koeficientu bg, zde je
p = 0,11 > 0,05, tedy nezamitame nulovou hypotézu o tom, ze tento koe-
ficient je statisticky nevyznamny. Druhd a tfeti hodnota vypovidaji o sta-
tistické vyznamnosti koeficientu by a by, pritom oba jsou v tomto prikladu
mensi nez hladina vyznamnosti a = 0,05, tedy b1 i by jsou pro vytvoreny
kvadraticky regresni model statisticky vyznamné.

Odhad zisku pri ndkladech 6 milioni K¢ zjistime dosazenim do rovnice
regresni funkce a dostaneme y(6) = 26,2 K¢. Pro uréeni hodnoty naklada
pro maximalni zisk lze vyuzit naptiklad diferencialniho poc¢tu a dostaneme
priblizné 9,13 miliont K¢. A

Podobné jako v pripadé kvadratické regrese budeme postupovat i u re-
grese vyssich stupna. Jesté je potfeba odpovédét na otazku volby stupné
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regresniho polynomu. Uvazujme model
Yi=00+5Xi+ -+ B Xl +e, i=1,2,...,n,
kde stupen p regresniho polynomu neni zndm. Pocet parametri tohoto mo-
delu ozna¢me k = p + 1.
Uvazujme, ze skuteény stupen polynomu je pg a tedy skuteény pocet

parametri modelu je kg = pg + 1. Oznacme S,% rezidudlni rozptyl modelu
s k parametry (rezidudlni rozptyl je definovan na str. ) Da se ukézat, ze

IES,% > o2 pro k < ko,

ES? = o2 pro k > k.

Je tudiz potieba najit bod, kde se posloupnost sz meéni z klesajici posloup-
nosti na oscilujici. Toto je obtizna tiloha, proto ji prevedeme na ilohu hledani
minima posloupnosti. Vytvoiime posloupnost

k
Ap=5 (14—,
kterd vétsim k pridava vétsi vdhu. Hodnotu k, pro kterou je Ay minimalni,
pak vezmeme jako odhad skutecného pocCtu parametru ko.

19.4 Nelinearni regrese

Uvazujme nelinearni regresni model
Yi=f(X:,B8)+e, i=1,2,...,n,

kde f je regresni funkce a 3 je vektor neznamych parametri. Odhad para-
metri 8 metodou nejmensich ¢étverctt dostaneme minimalizaci vyrazu

n

9(B) = (Vi - f(Xi,8))%.

=1

Tuto tlohu iteracné resi razné statistické a matematické programy. Tyto
programy ovsem vyzaduji po¢ateéni aproximaci vektoru b (odhad parame-
tru 3).

Pocéatecni aproximaci mizeme snadno ziskat u tzv. linearizovatelnych
modelt, tj. modelt, které se daji prevést na linedrni model. Jako priklad
uvedme model, jehoZ regresni funkce je exponencialni:

Y;'ZﬁoeﬂlXi—l—ei, 1=1,2,...,n.
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Tabulka 19.3: Data o stafi stroju (v letech) a ndkladech na jejich udrzbu
(ve stovkéach K¢)

Stari stroje (z;) 2 1,2 | 14,8 | 83 | 84 3
Néaklady (y;) 12 | 8 |764| 17 |213] 10
Stari stroje (z;) || 4,8 | 15,6 | 16,1 | 11,5 | 14,2 | 14
Néklady (y;) 12,5 | 97,3 | 88 25 | 38,6 | 47,3

P1i pocatecéni aproximaci si mtizeme dovolit zapomenout na chyby e; a model
zlogaritmovat
nY;=Ing+ 54X, i=12,...,n.

Zavedeme-li nové parametry ag = Infy a a3 = (1, dostaneme linedrni
regresni model
InY;=ap+ a1 X;, i=1,2,...,n,

ktery vytesime podle kapitoly a dostaneme odhady ag, a1. Za pocatecni
aproximaci odhadu parametri pivodniho modelu pak vezmeme odhady

b():eao, bl =ai.

Na zavér uvedme priklady nékterych linearizovatelnych modelu:
1) Y — €B0+ﬁ1X’

2) Y = BoXP1,
3) Y=1n(qO+B1X),
VY = gaax

Priklad 19.4. Kl Tabulka [19.9 obsahuje data o v§3i nékladi y na tdrzbu
(ve stovkdch K¢&) a tidaje o stari stroje (v letech). Uzitim vhodného regres-
niho modelu popiste zavislost nakladi na tdrzbu na stari stroje.

Reseni. V. MS Excel vytvoiime bodovy graf (viz obrazek ) 7 roz-
misténi bodu grafu lze odhadnout exponencidlni regresni model. Do grafu
si zndzornime exponencialni regresni krivku, jeji rovnici a koeficient deter-
minace. Rovnice regresni kiivky je y = 6,4-e%1%* po zaokrouhleni na setiny.
Koeficienty by, by regresni funkce y = by - €2 lze v MS Excel nalézt také
pomoci funkce | = LINREGRESE| K tomu potiebujeme sloupec s hodnotami
Iny a Gpravu rovnice y = by - €22 do tvaru Iny = Inb; + bez. UZiti matico-
vé funkce | = LINREGRESE| ukazuje obrazek , kde prvni dvé pole jsou
vysledky maticové funkce a posledni pole b; vypocitame jako e umocnéné
na vygenerovanou hodnotu In b;.
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120.0
100.0 |
o
30.0
y= 6.3973e0_1504x <
w0 R2=0.8721 .
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X

Obrézek 19.13: Bodovy graf zavislosti ndklad na iidrzbu stroje na jeho stari

LINREGRESE
b2 Inbl b1
0.1504281 1.855881 6.3973327

Obrézek 19.14: Vytez z MS Excel s vyuzitim funkce LINREGRESE

Koeficienty
Hranice 1.855881132
Soubor X 1 0.150428145

Obrézek 19.15: Vytez z MS Excel z tabulky Regrese nastroje Analyza dat

M5 F Vyznamnost F
7.859532041 113.0815083 9.02369E-07
0.06950369

Obrézek 19.16: Vytez z MS Excel v ¢asti ANOVA z tabulky Regrese néstroje
Analyza dat

Oba koeficienty by i In(by) lze vygenerovat v tabulce Regrese z nastro-
je Analyza dat (viz obrazek ) Koeficient determinace mé podle téze
tabulky hodnotu R? = 0,872.

Pri testovani statistické vyznamnosti zvoleného exponencidlniho regres-
niho modelu opét vyjdeme z informaci ¢asti ANOVA v tabulce Regrese
nastroje Analyza dat (viz obrazek ) Zjistujeme, ze p-hodnota vyznam-
nosti zvoleného modelu je p = 9,02 - 1077 < 0,05, tedy zamitdme nulovou
hypotézu, podle které je zvoleny model statisticky nevyznamny. A
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Poznamka 19.1. Jelikoz jsme predpoklddali aditivni model, tj. residua jsou
k regresni funkci pricitana, je postup pri linearizaci jen aproximact presného
vijpoctu. Casto ovsem predpokldddme multiplikativni model, tj. residua jsou
s regresni funkci ndsobena. V tomto pripadé prevddi linearizace multipli-
kativni exponencidlni model primo na linedrni regresi a vypocet s pomoci
linearizace je presny. Multiplikativni modely se casto vyuZivaji ve financnich
analyzdach, kde vykyvy jsou umérné hodnote podkladového aktiva.
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19.5 Ulohy

19.1 Tabulka ukazuje parova data vysky a hmotnosti 20 osob. Urcete
rovnici regresni primky.

Tabulka 19.4: Data o vysSce v v cm a hmotnosti m osob v kg
v || 175 | 175 | 184 | 180 | 173 | 173 | 184 | 179 | 168 | 183 | 178
m || 75 | 73 | 74 | 8 | 77T | 70 | 88 | 68 | 60 | 82 | 79
185 | 180 | 175 | 173 | 180 | 185 | 170 | 178 | 166 | 168 | 160
8 | 64 | 70 | 64 | 91 | 84 | 81 | 72 | 67 | 66 | 45

<

3

19.2 Zjistovalo se, kolik mg kyseliny mlécné je v 100 ml krve u matek prvo-
rodicek (hodnoty z;) a u jejich novorozencu (hodnoty y;) tésné po porodu.
A ukazuje ziskané hodnoty.

Tabulka 19.5: Data o obsahu kyseliny mlé¢né v krvi matek
x; || 40 | 64 | 34 | 15| 57 | 45 | 27 | 35 | b1
yi || 33 |46 | 23 | 12 | 56 | 40 | 18 | 32 | 47

a) Popiste zdvislost y; na x; regresnim modelem. Ovéite vhodnost mo-
delu pomoci koeficientu determinace.

b) Zjistéte, jakd bude hodnota kyseliny mlééné v 100 ml krve novoro-
zence, jestlize u matky byla 60 mg.

¢) O kolik mg vzroste kyselina mléénd v 100 ml krve u novorozence,
jestlize u matky vzrostla o 5mg?

19.3 V tabulce jsou uvedeny tdaje o hodnoté produkce v 100000 K¢
(proménnd y) a o vysi investic v 10000 K¢ (proménnd x) v roce 1998 v sou-
boru 12 vybranych soukromych strojirenskych firem s poctem zaméstnanct
vétsim nez 24.
Tabulka 19.6: Data o investicich a produkeci
(Fiomal 1 [ 2 | 3| 4] 5 | 6|

vi 52,8 | 484 | 54,2 | 50 | 54,9 | 53,9
i 16,3 | 16,8 | 18,5 | 16,3 | 17,9 | 17,4
vi 53,1 [ 52,4 | 53 | 52,9 | 53,1 | 60,1
i 16,1 | 16,2 | 17 | 16,7 | 17,5 | 19,1

6Uloha véetné dat a FeSeni prevzata z [J], s. 188.
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a) Stanovte rovnici regresni pfimky modelujici zavislost hodnoty pro-
dukce na vysi investic.

b) Zjistéte, o kolik v praméru vzroste hodnota produkce, jestlize vyse
investice vzroste o 10000 K¢?

19.4 Bylo sledovano, jaky vliv na produkci rajéat ma vyska rostliny. Vy-
sledky jsou v tabulce: ukazuje ziskané hodnoty.

Tabulka 19.7: Data o vysce a produkci rajcat

Vyska vmm || 210 | 330 | 180 | 260 | 280 | 220 | 270 | 260 | 290 | 310
Produkce v g || 270 | 420 | 260 | 350 | 390 | 310 | 380 | 330 | 360 | 410

a) Urcete regresni funkci, kterd modeluje zavislost produkce na vys-
ce rostliny. Ovéite kvalitu modelu (pomoci koeficientu determinace
a testu ANOVA).

b) Jakou produkci miuzeme ocekavat u rostliny, kterd méa vysku 320 mm?

c¢) Jakou zménu produkce muzeme v pruméru ocekavat, dojde-li ke zvy-

seni rostliny o 5cm?

19.5 Byl sledovan vztah mezi vyrobnimi néklady v tisicich K¢ na hektar
(c), ktery byl osdzen pSenici a hektarovym vynosem psenice (v v tunéch).
Vyzkumu se ztacastnilo 11 soukromych zemédélcti. Vysledky jsou v tabulce
I'i!

Tabulka 19.8: Data o vyrobnich nakladech a vynosu

c | 29,51]40,5 | 23,8 | 34 | 46,1 | 41,5 | 31,9 | 38,1 | 31 | 27 | 33
vl 3,5 4 29 37| 45 | 43 | 35| 39 |39)32]39
a) Najdéte model vyjadrujici zavislost hektarového vynosu psSenice na
vyrobnich nakladech na hektar. Vhodnost modelu ovérte pomoci ko-
eficientu determinace a testu ANOVA.
b) Zjistéte, o kolik vzroste hektarovy vynos, jestlize se vyrobni naklady
zvysi o 5 tisic?

19.6 Byl vyvinut novy druh insulinu a zkouméa se zavislost snizeni hla-
diny cukru v krvi pacienta na mnozstvi podaného insulinu urcitou dobu
pred mérenim. Osmi ndhodné vybranym pacientiim byla naockovana rizna
mnozstvi insulinu (n v ml) a po urcité dobé bylo témto pacientium zméreno
snizeni cukru v krvi (s v %). Vysledky méreni ukazuje tabulka .
Tabulka 19.9: Data o mnozstvi podaného insulinu a snizeni cukru v krvi
n || 150 | 200 | 250 | 300 | 350 | 400 | 450 | 500

s 8 12 | 30 | 20 | 55 | 58 | 44 | 65
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a) Znézornéte korelacni pole a zvolte vhodny typ linedrniho regresni-
ho modelu pro popis zavislosti snizeni hladiny cukru na mnozstvi
podaného inzulinu.

b) Ovéfte opravnénost pouziti vybraného modelu (pomoci koeficientu
determinace, pomoci ANOVA).

¢) Odhadnéte, o kolik procent se snizi hladina cukru pacienta, jemuz se
podé 325 ml insulinu?

19.7 Trabant, ikonicky symbol automobilové historie vychodniho Némecka,
byl dlouho spojen s jednoduchosti a prakti¢nosti socialistického inzenyrstvi.
U tohoto automobilu byla v 80. letech minulého stoleti mérena spotieba pali-
va y; (v litrech na 100 km) v zavislosti na jeho rychlosti z; (km/h). Zkousky
probihaly na roviné za stejnych podminek. Viz jel stile se zarazenym 4.
rychlostnim stupném. Tabulka ukazuje namérené vysledky.

Tabulka 19.10: Data o rychlosti a spotifebé automobilu

x; || 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100

yi || 6,158 6 |65]|68]|81]| 10

a) Sestavte regresni model vyjadiujici zavislost spotieby paliva na rych-
losti a ovérte jeho vhodnost (kvalitu modelu).

b) Odhadnéte spotiebu, pokud automobil pojede rychlosti 85 km /h.
c¢) Pii jaké rychlosti bude mit automobil minimélni spotfebu?

19.8 Prodejna potravinovych doplinkt provedla 22 méreni v ndhodné vy-
branych dnech, v nichz sledovala, kolik osob navstivi béhem prodejni doby
prodejnu (z), a jakd je v tento den trzba (y v tisicich K¢ a zaokrouhleno).
Soucasné se sleduje, zda pri rostoucim poctu zakaznikl je stdvajici pocet
prodavacii dostatec¢ny. Tabulka ukazuje namérené vysledky.

Tabulka 19.11: Data o trzbé a poctu zdkaznikt

i || 18 119 124 |25 |26 |27 |28 (29|30 |32 33
yi || 11112 113 |13 |14 |15 |16 | 17| 18 | 19 | 19

z; || 35 | 36 | 37| 40 | 42 | 46 | 47 | 49 | 52 | 55 | 58
yi [120 120212221 |21]20|19| 19|18 |17

a) Najdéte regresni funkci, kterd vystihuje zavislost trzby na poc¢tu za-
kaznikli. Urcete vhodnost modelu pomoci koeficientu determinace.

b) Odhadnéte pomoci nalezené regresni funkce denni trzbu, jestlize pro-
dejnu navstivi 23, resp. 38 zakaznik.
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¢) Stanovte optimalni pocet zakazniki, kterému je obsluha schopna se
vénovat tak, aby nezacalo s rostoucim poctem zakaznikti dochéazet
k poklesu trzby.

ReSeni tiloh
19.1 y = 0,4743z + 141,12

19.2
a) y=0,8974x —2,5814, R? = 0,8811,
b) 51,26 mg,
c) 04,49 mg.

19.3

a) y = 16,1509 + 2,162 2z,
b) o 216220 K&.

19.4
a) y = 1,146 7z + 48,709, R? = 0,9204, ANOVA test: F(1,8) = 92,415,
p =0,000011,
b) 415,65¢g,
c) 57,335¢.
19.5
a) y = 0,0646z + 1,544, R? = 0,8724, ANOVA test: F(1,9) = 61,55,
p = 0,000 026,
b) o 323kg.
19.6

a) y = —15,96 + 0,161,
b) R? = 0,805, ANOVA test: F(1,6) = 24,73, p = 0,0025,
c) 0 36,5 %.

19.7
a) y = 0,001922 — 0,207 3z + 11,393, R% = 0,984 9,
b) 7,51,
c) 54,5km/h.
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19.8
a) y = —0,0173z2 4+ 1,498z — 11,736, R? = 0,9122,
b) asi 13566 K¢, asi 20207 K¢,
c) asi 43 zédkazniku.



Kapitola 20

Testy dobré shody

V pfedchozich kapitolach jsme se sezndmili s nékterymi testy, pficemz jsme
mohli pozorovat, ze tyto testy jsou vazany na predpoklad, Ze rozdéleni za-
kladniho souboru, z néhoz byl vybérovy soubor pofizen, je urcitého typu.
V této kapitole se tudiz budeme zabyvat testy, které ndm odhali, zda né-
hodny vybér ma konkrétni rozdéleni nebo nikoli.

20.1 Pearsoniiv \? test

Pearsontiv x? test je univerzalnim néstrojem k ovéfovani skute¢nosti, zda
nahodny vybér pochazi z néjakého diskrétniho ¢i spojitého rozdéleni, mlu-
vime o tzv. x2-testu dobré shody.

Méjme ndhodny vybér Xy, ..., X, kde veliciny X;, j =1,...,n, mohou
nabyvat hodnot 1,..., k. Velicindm X; oznacCujicim pocet vyskytu vysledku
i se k4 empirické Getnosti. Ndhodny vektor (Xi,..., X%)T ma multino-
mické rozdéleni. Budeme testovat hypotézu Hy, ze skute¢né hodnoty prav-
dépodobnosti multinomického rozdéleni jsou pravé rovny ¢islim p1, ..., pi.
Veli¢indm np; budeme fikat teoretické Cetnosti. Za platnosti hypotézy Hy

ma statistika i
Z £ ~ Xk-1
=1

asymptoticky rozdéleni x? o k — 1 stupnich volnosti. Jakmile dostaneme

X2 > X%—l(l - a)v

zamitneme hypotézu Hy na hladiné a.

389
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Tabulka 20.1: Vysledky testovani generdtoru ndhodnych ¢isel [l

Cifra 0 1 2 3 4
2 50889 | 59796 | 59969 | 60056 | 60303
i 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
np; 60000 | 60000 | 60000 | 60000 | 60000
(z; — np;)?
| 020535 | 06936 | 00160 | 0,0523 | 153015
Cifra 5 6 7 8 9 Celkem
; 60048 | 60234 | 59750 | 60224 | 59731 | 600000
i 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 1
np; 60000 | 60000 | 60000 | 60000 | 60000 | 600000
(s = nps)” npfpi)Q 0,0384 | 0,9126 | 1,04167 | 0,8363 | 1,2061 | 6,53233

Je tieba mit na zieteli, Ze test x? je asymptoticky, a proto ho lze dopo-
rucit jen pfi dostatecné velkém rozsahu vybéru n. V literatuie se obvykle
uvadi, ze musi platit

np; > 5q pro libovolné i=1,... .k, k>3,

kde ¢ je podil trid, pro néz plati np; < 5.

Tento test se mize pouzivat napiiklad pii ovérovani spravedlivosti hraci
kostky, pri kontrole generatori ndhodnych ¢isel (kazda cifra 0,1,...,9 by se
méla objevovat s pravdépodobnosti % — viz nésledujici priklad ) a v radé
dalsich pripadu.

Priklad 20.1. t P1i testovani spravedlivosti generatoru ndhodnych c¢isel
byla zkouméana fada Sesticifernych nadhodnych ¢isel o délce 100 000. Tudiz
pocet vsech cifer je n = 600000. Zjisténé pocty vyskyti jednotlivych cifer
nahodnych ¢isel uvadi tabulka . Testovanim na hladiné vyznamnosti
0,05 ovérte, zda zjisténé empirické pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych
cifer odpovidaji teoretickym pravdépodobnostem hézeni spravedlivou kost-
kou.

Reseni. Testujeme nulovou hypotézu Hy, podle které se empirické prav-
dépodobnosti rovnaji teoretickym pravdépodobnostem. Z tabulky vy-
plyva, ze hodnota testové statistiky je x? = 6,53233, kterou porovname
s kritickou hodnotou x2(0,05) = 16,92.

= CHISQ. INV(0,95;9)]
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Na zakladé zjisténych dat nelze zamitnout nulovou hypotézu, ze generator
je ndhodny, tedy hraci kostka je se spolehlivosti 95 % spravedliva. A

Pro feseni prikladu a podobnych ptikladi je vhodné vyuzit funkci
= CHISQ.TEST|v MS Excel.

= CHISQ.TEST(aktualni;odekavané) ] = 0,685 68. Hodnota testového krité-
ria je vétsi nez kritickd hodnota pro hladinu vyznamnosti 0,05, proto neza-
mitame Hy, tedy Ze se se spolehlivosti 95 % rovnaji ocekavané a teoretické
pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych cifer.

20.2 Test normality

Ve statistice se testy normality pouzivaji k ovéfeni, zda je soubor dat dobfe
modelovan normalnim rozdélenim, a k vypoctu toho, jak je pravdépodob-
né, ze ndhodna proménnd, ktera je zdkladem souboru dat, bude norméalné
rozdélena.

Necht 71, ..., Z, je ndhodny vybér. Chceme testovat hypotézu Hy, ze jde
o vybér z N(u; 02), kde parametry p a o nejsou znamy. Nejprve vytvoiime
tridy
(—OO, bl), [bl, bg), [bz, bg), ey [bk_g, bk—l), [bk—h OO),
kde k > 4. Pro stru¢nost oznac¢me i-tou tiidu symbolem J;. Empirické
Cetnosti jednotlivych tiid opét oznac¢ime X;. Pravdépodobnost p;, ze dana
veli¢ina Z;, j = 1,...,n padne do J;, je rovna

e
i = pilp; o) = r)dr = e ‘ dz.
pi = pi(p; o) J,-f() . Vano

Kdybychom znali parametry p a o2, pak by tloha byla pfevedena na
pripad multinomického rozdéleni se zndmymi parametry p1, ..., pr. Toho by
se dalo vyuzit napfiklad pfi testu, zda ndhodny vybér ma rozdéleni N(0;1).

V obecném pripadé ovsem parametry nezname, tudiz tento postup neni
vhodny. V tomto piipadé je tedy nutné najit vhodné odhady p a o2. Neni
vhodné zvolit za u a o? klasické odhady, tedy primér a vybérovy rozptyl,
protoze by se tim podstatné zménilo rozdéleni statistiky x2. Musime tedy
nalézt odhady p a o2 iteracné tak, aby odhady spliiovaly soustavu rovnic

k k
=— — | zf(x)dx, o°=— — x— u)°f(x)dx,
Y o [ s
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2 zvolime primér a vybérovy roz-

kde jako pocatecni aproximaci pro p a o
ptyl. Nezapomenme, 7Ze na p i o zaviseji p; i f(x), které jsou na pravych
strandch téchto rovnic. ReSen{ soustavy ozna¢me fi a 6. Tyto odhady pou-

Zijeme pro vypocet pravdépodobnosti p;. Statistika

k 2
— np; ,U,, )]
E - ~ Xzf:s

~  npi(i,0)

m4 pak rozdélen{ x? o k—3 stupnich volnosti. Pokud vyjde x* > x7_5(1—a),
zamitame hypotézu Hy na hladiné «.

Priklad 20.2. t Bylo naméfeno padesat hodnot urcité veli¢iny, jejichz
¢etnosti ukazuje tabulka . Pomoci y2-testu dobré shody na hladiné vy-
znamnosti 0,05 ovérte, zda je mozné povazovat tento ndhodny vybér za vy-
bér z popula¢niho souboru s norméalnim rozdélenim.

Tabulka 20.2: Hodnoty veli¢iny a jejich cetnosti X;

| Hodnota veliciny || 1 [2[3] 4 [5]6]7]
| Cetnosta; [ 2]6]8[15|7][7]5]

Resend. Métfena, velicina je spojita nahodna veli¢ina X . Odhadem p je vybé-
rovy aritmeticky primér z = 4,2, odhadem o2 je vybérovy rozptyl s = 2,61,
tj. s = 1,62. Testujeme

Hp: Nahodna veli¢ina X ma normélni rozdéleni X ~ N(4,2;1,62)
proti alternativé

H;: Ndhodn4 veli¢ina X nemd normélni rozdéleni X ~ N(4,2;1,62).

Vybér dat rozdélime do sedmi intervalii. Vypocet testové statistiky ukazuje

tabulka 20.3.
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Tabulka 20.3: Hodnoty veli¢iny a jejich ¢etnosti
b. b ) . ) . | (i=npy)?
j—1 j 1 Dj pj np; 1 np;
—0 1 0,0238 | 1,1929 ] ] -

1 1,857 0,0497 | 2,4860 - - -
1,857 | 2,714 0,1054 | 5,2681 8,9470 0,1002
2,714 | 3,571 0,1696 | 84817 8,481 7 0,0274
3,571 | 4,428 || 15 | 0,2075 | 10,3759 | 10,37595 | 15 | 2,0608
4,428 | 5,285 0,1929 | 9,6448 9,644 8 7 0,725 3
5,285 | 6,142 0,1362 | 6,8121 12,5506 | 12 | 0,0242
6,142 | 6,999 0,0731 | 3,6557 - - -
6,999 | oo 0,0417 | 2,0823 ] ] ]

| Celkem | (50 1 [ 50 50 |50 | 29378

Protoze vysly ¢tyfi teoretické Cetnosti mensi nez 5, snizili jsme pocet
intervali na 5. Hodnota testového kritéria je po zaokrouhleni 2,9378. Od-
hadovali jsme dva parametry (stfedni hodnota a rozptyl), tedy vysledny
pocet stupifi volnosti daného y2-testu je v = 5 — 2 — 1 = 2. Pro zvolenou
hladinu vyznamnosti 0,05 je kritickd hodnota x§ 5(2) = 5,99.

= CHISQ.INV(O,95;2)I

Protoze x? < X(2)795(5)7 nezamitdme Hy a normélni rozdéleni N(4,2;1,62)
je vhodnym modelem pro popis ndhodné veliciny X.

Funkce | = CHISQ.TEST(aktudlni;oéekdvané) |V MS Excel poslouzi v fe-
Sené 1loze k urceni p-hodnoty testu. Zde dostaneme p = 0,09 > 0,05, tedy
opét nezamitame Hy.

A

20.3 Test Poissonova rozdéleni

Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z néjakého rozdéleni na mnoziné neza-
pornych celych ¢isel. Budeme testovat hypotézu Hy, ze jde o vybér z Pois-
sonova rozdéleni Po(\), neboli Ze pozorovani z1, z2, ... pochazi ze souboru
dat, kterd maji Poissonovo rozdéleni, kde parametr A neni znadm. Testu-
jeme proti alternativni hypotéze Hi, podle které vybérova data zi,zs,...
nepochézeji z dat s Poissonovym rozdélenim. Test provedeme obdobné ja-
ko u testu normality. Nejprve vytvorime tfidy. Jedna z moznosti je ta-
to: do prvni t¥idy se zaradi veli¢iny, které jsou mensi nebo rovny néja-
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Tabulka 20.4: Pocty volani

EJJOo|1]12|3[4|5]6|7]8]9]10|>10
ng||1]6[8[10]6 6|7 |1|1]2] 2] 0

kému c¢islu r. Dalsi tridy jsou postupné tvoreny samostatnymi hodnotami
r+1,r4+2,...,74+ k — 2. Posledni tiida obsahuje hodnoty vétsi nebo rovné
¢islu r+k—1. Tim je vytvoreno k tiid, kde k > 3 a jejichz cetnosti oznac¢ime
Yo, Y1, .., Yk —1. Oznacme

)\i -
G=PX;=il="", i=012,...
1.

Pak pravdépodobnosti jednotlivych tfid jsou

r
Dr = Z qis
=0

pi=¢ proi=r+1,...,r+k—2,

oo
Drok—1= Z 4.

i=r+k—1

Pravdépodobnosti p; opét zavisi na parametru A, ktery nezndme a ktery
musime odhadnout. Podobné jako u testu normality vyresime iteracné rov-
nici

r oo .
) Zoiqi rk—2 ‘ % i
j— . i=r+k—
=B S v ]
.G i=rtl >
1=0 i=r+k—1
kdy za pocdtecni aproximaci A zvolime primeér hodnot z;, j = 1,...,n.

ResSeni rovnice oznac¢ime \. Statistika

.12
rh—1 [y; _ npz.@\)}
2 2
X = ; ~ Xh-2 (20.1)
z:: npi(A)
ma pak rozdélen{ x? o k—2 stupnich volnosti. Pokud vyjde x* > x%_,(1—a),
zamitame hypotézu Hy na hladiné a.

Priklad 20.3. t Pomoci x?-testu dobré shody otestujte na hladiné vy-
znamnosti 0,05, zda pocet telefonnich volani X na cetralu hotelu v dobé 15
minut mé Poissonovo rozdéleni Po(3). Tabulka ukazuje pocty volani
na telefonni centralu (k) a pocet casovych intervalii ng s k voldnimi béhem
15 minut.



20.4 KOLMOGOROVUV-SMIRNOVUV JEDNOVYBEROVY TEST 395

Tabulka 20.5: Pozorované a ocekavané ¢etnosti telefonnich volani

i || 1 (=o031] | 2(1;2] | 3 (23] | 4(3;4] | 5 (4;00)
ni 7 8 10 6 19
E; | 9,957 | 11,202 | 11,202 | 8,4016 | 9,2222

Resend. Nejdiive sestavime tabulku s intervalovym rozdélenim cetnosti
(volime 5 intervali) a s pozorovanymi (n;) a oc¢ekdvanymi Cetnostmi (E;)
pro ¢ = 1,...,5. Ocekavané Cetnosti E; jsou stfedni hodnoty Poissonova
rozdéleni Po(3), naptiklad

Ei=n-pr=n-PX € (—o0;1]) =n-(P(X=0;X =1)) =
=50-0,199 = 9,957,
kde P(X =0) = % = ? = 0,050 apod. proi =2...,5.
Hodnota testové statistiky se vypocita podle vztahu ()

5 2 2 2
9 (n; — E;) B (7 —9,957) (19 — 9,222)
X = Z E; B

9,957 " 9,222

= 12,976.
=1
Vypoéitame kritickou hodnotu testu jako kvantil rozdéleni y? s n — 1 stupni

volnosti:
x3(0,05) = 9,488,

= CHISQ.INV(0,95;4)]

Hodnotu kvantilu porovname s testovou statistikou:
12,88 > x%(0,05).
Na zvolené hladiné vyznamnosti 0,05 tedy zamitame nulovou hypotézu Hy,
tj. béhem 15 minut nebudou primérné tii volani.
K testovani lze vyuzit také | = CHISQ.TEST|, kterym uréime p-hodnotu

testw: |= CHISQ.TEST(7,...,19;9,957,...9,222) | Dostédvime p = 0,0114 <
0,05, tedy zamitame Hy na zvolené hladiné vyznamnosti. A

204 Kolmogorovﬁv—Smirnovfivm
jednovybérovy test shody

Kolmogoroviv-Smirnovav test vyuzivame pro urceni shody ,tvaru“ empi-
rického a popula¢niho rozdéleni urcité spojité nahodné veli¢iny. Test se hodi

'Vladimir Tvanovié Smirnov (1887-1974), rusky matematik.
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i pro vybéry malého rozsahu. Nulovad hypotéza Hj je tvrzeni, ze ndhodny
vybér pochdzi z ur¢itého rozdéleni se spojitou distribu¢ni funkei F'(z), al-
ternativni hypotéza H; vyjadiuje, ze vybér nepochazi z daného rozdéleni.

Nejprve zavedme pojem empirickd distribuéni funkce.

Definice 20.1 (Empiricka distribuéni funkce)
Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni, které md distribucni funkci
F. Proi=1,...,m zavedme ndhodné veliciny

1, je-li X; <,
§i(z) = o
0, je-li X;>x.

Empirickd distribu¢ni funkce (¢asto nazyvana také empirickd kumulativ-
ni distribuéni funkce) je ,skokova“ funkce s vyskou skoku % v kazdé z m
empirickych hodnot a je odhadem kumulativni distribu¢ni funkce, ktera
generovala hodnoty ve vybéru.

Priklad 20.4. Generator nahodnych ¢isel normovaného normélniho roz-
déleni N(0;1) ndm dal nésledujicich dvacet hodnot sefazenych vzestupné:
-2,63, —1,28, —1,23, —0,92, —-0,91, —0,78, —0,77, —0,50, —0,41, —0,35,
—-0,11, —0,01, 0,02, 0,23, 0,56, 0,75, 0,84, 0,87, 1,46, 1,62. Sestavte empiric-
kou distribu¢ni funkci a porovnejte ji s grafem distribu¢ni funkce normova-
ného norméalniho rozdéleni.
Reseni. Je zadano celkem 20 hodnot, tedy vyska skoku je 2L = 0,05. Sfiku
skoku urcuji hranice tvorené zadanymi hodnotami. Obrazek ukazuje
distribuéni funkci normélniho rozdéleni N(0;1) (modra ¢ara) a empirickou
distribuéni funkci vytvorenou z vyse uvedenych hodnot (¢ervené tusecky).
AN
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Fyolx)

Obréazek 20.1: Distribuéni funkce ®(x) (modra ¢ara) a empirickd distribu¢ni
funkce normovaného normalniho rozdéleni Fyy(x) (Cervené usecky)

Nasledujici véta nam rika, ze empirickd distribucni funkce je dobrou
aproximaci distribué¢ni funkce.

Véta 20.1. Pro kazdé x plati
Fo(z) = F(x)
skoro jisté pro m — oo.

Oznacime-li
D, = sup |F,,,(z) — F(x)|,
X

pak plati
P( lim Dy =0)=1.
m—0o0
Necht nyni X3, ..., X, je ndhodny vybér z néjakého rozdéleni se spoji-

tou distribu¢ni funkci. Chceme testovat hypotézu Hy, ze tato distribuc¢ni
funkce je F. Necht F),, je empiricka distribu¢ni funkce odpovidajici vybeé-
ru Xq,...,X,. Véta nam 1ika, ze velké hodnoty veli¢iny D,, budou
sveéd¢it proti hypotéze Hp. Je-li m malé, najdeme kritické hodnoty D,,(«)
v tabulkach. Pri vétsich hodnotach m se kritické hodnoty aproximuji vyra-

zem
/1 2

D,, =4/—1In—. 20.2

(a) 2mna (202)

Tedy Hy zamitdme v piipadé, ze D,, > D, («).
Vzhledem k monoténii F'(z) ndm pri vypoctu velic¢iny D,, staci omezit se
pouze na krajni body intervalti konstantnosti empirické distribucni funkce
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F,,. Je-li tudiz = skok F,,, pak vySetiime hodnotu rozdilu zleva F,(x)—F(x)
a zprava lim, ., F.(y) — F(y).

Podobné jako u x? testu musime znat piesné distribuéni funkci F(x).
Tudiz tento test muZzeme bez modifikace pouzit pro testovani, zda niahod-
ny vybér je z rozdéleni N(0;1), R(0;1) apod. Testujeme-li ovsem napriklad
normalitu ndhodného vybéru, nemizeme odhadnout parametry a ty dosa-
dit do distribu¢ni funkce F'(z). Pokud bychom to tak udélali, zménilo by se
rozdéleni testové statistiky D,,, a tedy i kritické hodnoty, prfi nichz zami-
tdme hypotézu. Ovsem tyto zménéné kritické hodnoty byly urceny pomoci
simulac¢nich studii a jsou tabelovany ve specialnich tabulkach. Testy norma-
lity pomoci Kolmogorovova-Smirnova testu jsou také implementovany ve
statistickych softwarech.

Priklad 20.5. t V prikladu zjistéte hodnotu statistiky D,,. Urcete
empirické a teoretické hodnoty distribu¢ni funkce. Kolikaty skok je maxi-
méalni? Vyuzijte MS Excel.

Resend. Jak jiz bylo feceno, vySetiime vsechny body, ve kterych mé empi-
rickd distribu¢ni funkce skok, a to jak limity zleva, tak zprava. Maximalni
hodnota asi 0,142 vyjde u tfinactého skoku pro hodnotu 0,02 pti limité
zprava:

| F(0,02) — F(0,02)| = |0,65 — 0,507 98| = 0,142.

Kritickd hodnota D9y(0,05) = 0,294, tedy nezamitame hypotézu, ze vybér
je z normovaného normélniho rozdéleni. Aproximace kritické hodnoty byla
vypoctena podle vzorce () je D2p(0,05) = 0,304. A
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20.5 Ulohy

20.1 Tabulka ukazuje 150 vysledkii méfeni urcité veli¢iny. Pomoci x2-
testu dobré shody na hladiné vyznamnosti 0,05 ovétte, zda je mozné pova-
zovat tento ndhodny vybér za vybér z populace s normalnim rozdélenim.

Tabulka 20.6: Hodnoty veli¢iny a jejich ¢etnosti
| Hodnota veliciny || 20 | 21 | 22 [ 23 [ 24 | 25 | 26 | 27 |
| Cetnost || 5 [15|20]35]20|32]10] 4 |

20.2 Tabulka ukazuje 51 vysledkii hodti hraci kostkou. Pomoci y2-testu
dobré shody na hladiné vyznamnosti 0,05 ovéite, zda je kostka spravedliva.

Tabulka 20.7: Vysledky hodt hraci kostkou a jejich ¢etnosti
| Vysledek hodu || 1 [ 2 [3] 4 [5]6]
| Cetnost [[10[10]2]25]0]4]

20.3 Jsou dana data 8, 9, 10, 15, 17 a 22. Pomoci jednovybérového Kolmo-
gorova-Smirnova testu zjistéte na hladiné vyznamnosti 0,05, zda tato data
pochézeji ze souboru hodnot s normalnim rozdélenim.

20.4 Skupina ndhodné vybranych 90 zakt zakladni skoly odpovidala v do-
tazniku na otdzku: ,Ktery z vyucovanych predméti mas nejradéji?* Dotaz-
nik prinesl tyto zdkovské preference: matematika — 35 zaka, fyzika — 28 zaka
a chemie — 27 zaki. Rozhodnéte, zda mezi oblibou predmétt matematika,
fyzika a chemie jsou statisticky vyznamné rozdily.

20.5 V uréitém roce zemfelo v Ceské republice na nésledky dopravnich
nehod 114 déti. Tato tmrti byla rozdélena do jednotlivych mésicii roku tak,
jak uvadi tabulka . Rozhodnéte, zda pocet tmrti je ve vSsech mésicich
roku stejny, anebo zda se pocty tmrti statisticky vyznamné lisi.
Tabulka 20.8: Poc¢ty zemielych déti pii dopravnich nehodéch v jednotlivych
mésicich urcitého roku

| Mesic [[1|2]3]4 ][5 ]6] 7|8 ]o]1w0]1n]12]

| Pocet tmuti | 7[7[8|10]10][9]1af12]10]12] 7] 8|

20.6 Retézec cukraren, ktery nabizi ¢ty¥i druhy zmrzliny, oteviel provozov-
nu v nové lokalité. Ve stavajicich provozovnéch retézce byla dosud struktura
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prodeje podle druhii zmrzliny nésledujici: vanilkova 62 %, c¢okoladova 18 %,
jahodova 12 %, pistéciova 8 %. Po otevieni provozovny v nové lokalité méame
zédznam o nasledujicim prodeji: vanilkova 120, ¢okolddova 40 jahodova 18,
pistaciova 22. Vyjadrete se pomoci statistického testu ke shodé ¢i odlisnosti
struktury prodeje v nové lokalité oproti dosavadnim prodejim fetézce.

20.7 S ohledem na Setfeni vytizenosti personalu se vedeni nemocnice zajima
o to, zda jsou pacienti nemocnice propousténi rovnomérné béhem tydne.
Pocty propousténych pacienti béhem jednoho tydne ukazuje tabulka .
Pomoci vhodného testu ovérte, zda jsou pacienti propousténi rovnomeérneé.

Tabulka 20.9: Poc¢ty propusténych pacientii béhem jednoho tydne
’ Den v tydnu HPO‘I’Jt‘St‘Ct‘Pé‘SO‘Ne‘
| Pocet propusténych pacienti || 78 [ 90 | 94 | 89 | 110 | 84 | 44 |

20.8 S ohledem na settfeni vytizenosti persondlu se vedeni nemocnice zaji-
ma o to, zda jsou pacienti nemocnice propousténi rovnomérné béhem pra-
covnich dni tydne. PocCty propousténych pacientit béhem pracovnich dnt
jednoho tydne ukazuje tabulka R0.1(. Pomoci vhodného testu ovérte, zda
jsou pacienti v pracovnich dnech propousténi rovnomeérné.

Tabulka 20.10: Pocty propusténych pacientit béhem pracovnich dnt jednoho
tydne

| Den v tydnu | Po| Ut |st]|Ct| pa|
’ Pocet propusténych pacientii H 78 ‘ 90 ‘ 94 ‘ 89 ‘ 110 ‘

20.9 V programu MS Excel jsme pomoci generatoru ndhodnych ¢isel vyge-
nerovali sto ndhodnych ¢isel. Ovéite, zda jsou ¢islice v téchto ¢islech pouzity
se stejnou pravdépodobnosti. Tabulka obsahuje Cetnostni zastoupeni
jednotlivych ¢islic v generovanych ¢islech.

Tabulka 20.11: Pocty ¢islic obsazenych v generovanych cislech
(Cislice [ 0 |1 |2 3 [a]5]6 [7]8]9]
| Pocet || 75 | 8790 [ 102 | 97 | 86 [ 113 | 89 | 95 | 99 |

20.10 V tabulce je uvedeno rozdéleni poctu bodovych vad zjisténgch
pri zkouméni dvaceti vyrobki. Rozhodnéte, zda je mozno povazovat pocet
vad na vyrobku za ndhodnou veli¢inu typu Poissonovo rozdéleni.
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Tabulka 20.12: Pocty vyrobki s prislusSnym poc¢tem bodovych vad
| Pocetvad [[0[1]2]3|4][5]6]7]
| Pocet vyrobki || 2|3 ]2 |42 ]2][4]1]

ResSeni aloh

20.1 Mérend veli¢ina je ndhodnd veli¢ina X, kterd je spojitd. Odhadem u
je vybérovy aritmeticky pramér z = 23,49, odhadem o2 je vybérovy rozptyl
var X = 2,68, s = 1,64. Hy: Nahodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni
X ~ N(23,49;2,68). H; : Ndhodn4 velicina X nemd normélni rozdéleni X ~
N(23,49;2,68). Vybér dat rozdélime do osmi intervali; intervalové cetnosti
jsou rovny absolutnim. Vypocet testové statistiky ukazuje tabulka .

Tabulka 20.13: Hodnoty veli¢iny a jejich cetnosti

Lj—-1 Ly nj pj np;j np; 1 %
—00 20 0,0164 | 2,4667 - - -

20 20,875 0,0385 | 5,7689 8,2356 5 0,0718
20,875 | 21,75 || 15 | 0,0886 | 13,29095 | 13,29095 | 15 | 0,2198
21,75 | 22,625 || 20 | 0,1544 | 23,1660 23,1660 | 20 | 0,4327
22,625 23,5 35| 0,2037 | 30,55105 | 30,55105 | 35 | 0,6479

23,5 24,375 || 29 | 0,2032 | 30,4862 30,4862 | 29 | 0,0724
24,375 | 25,25 || 32 | 0,1535 | 23,0188 23,0188 | 32 | 3,5042
25,25 | 26,125 || 10 | 0,0877 | 13,1505 13,1505 | 10 | 0,754 8
26,125 27 0,0379 | 5,6838 8,1008 4 | 0,34996

27 00 0,0161 | 24171 - ] ]
Celkem 6,0534

Protoze vysly dvé teoretické Cetnosti mensi nez 5, snizili jsme pocet in-
tervald na 8. Hodnota testového kritéria je 6,05634. Odhadovali jsme dva
parametry (stfedni hodnota a rozptyl), tedy vysledny pocet stupni volnosti
daného x?-testu je v = 8 — 2 — 1 = 5. Pro zvolenou hladinu vyznamnosti
0,05 je kritickd hodnota y2(0,05) = 11,07. |= cHIsq.1nV(0,95;5)]
Protoze x? < x2(0,05), nezamitdme Hy a normalni rozdéleni N(23,49;2,68)
je vhodnym modelem pro popis ndhodné veliciny X.

20.2 Hodnota testové statistiky y? = 48,4, coz je vic nez hodnota testového
kritéria x2(5) = 11,07, hraci kostka nenf spravedliva. p-hodnota je asi 3,45 -
10712 < 0,05.
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20.3 n = 6, testova statistika Dg = 0,466, Dg(0,05) = 0,519, nezamitdme
nulovou hypotézu, ze data, z nichz pochazi vybér, maji normalni rozdéleni.

20.4 % = 1,266, x3(0,05) = 5,991.

20.5 x? =6, p = 0,873 362.

20.6 x2 = 4,32, kritickd hodnota 7,815, p = 0,228 589.
20.7 x2 = 29,388, p = 0,000 051.

20.8 y2 = 5,822, p = 0,212 834

20.9 x? = 10,3976, x2(0,05) = 16,918.

20.10 x% = 1,239086, x%(0,05) = 3,841 5, p = 0,265 496.



Kapitola 21

Kontingenc¢ni tabulky

Tato kapitola je vénovana zakladnim testiim v kontingenc¢nich tabulkéch,
kterych je celd rada. Drive, nez tyto testy uvedeme, definujeme pojem kon-
tingencni tabulka.

Uvazujme ndhodny vektor Z = (X,Y), ktery méa diskrétni rozdéleni.
Nahodnd veli¢ina X nabyvd hodnot 1,...,r a ndhodnda veli¢ina Y nabyva
hodnot 1,...,c. Ndhodné veli¢iny X a Y predstavuji znaky néjakého statis-
tického souboru (napf. pohlavi, dosazené vzdélani apod.). Hodnotu znaku
sice uvazujeme kladnou celoc¢iselnou, ale ve skutecnosti hodnoty znaku ne-
musi byt Ciselné, jak je zfejmé z prikladi uvedenych v zdvorce. V mnohych
pripadech prirazujeme cisla 1,2,... jen jako oznaceni. Napriklad dosazené
vzdélani: 1 — zakladni, 2 — stfedni, 3 — vysokoskolské. Znaky mohou byt
tudiz

o kvalitativni,

o diskrétni kvantitativni,

¢ spojité kvantitativni s hodnotami slouc¢enymi do skupin.

Pro ndhodny vektor Z = (X,Y’) oznacme

pij =P(X =4,Y =j),

pi. =PY =i)= sz'j,
=1

pj=P(Z=j)= sz‘j-
i=1

Predpoklddejme, ze se uskutecnil vybér o rozsahu n z tohoto rozdéleni.
Pocet pripadi, kdy se ve vybéru vyskytla dvojice (i, ), oznacme n;; (jde

403
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Tabulka 21.1: Matice pravdépodobnosti (vlevo) a kontingenéni tabul-
ka (vpravo)

Z Z
Y l...c > Y l...c >
1 Pi1---Ple p1. 1 ni ... Nie ni,
r DPr1 ... Pre Dr. 1 Ny -2 Npe Ny,
> P1... Pe 1 > ni... Ne n

o absolutni ¢etnost). Nahodné veli¢iny n;; maji sdruzené multinomické roz-
déleni s parametrem n a pravdépodobnostmi p;;. Kontingenéni tabulku pak
definujeme jako matici (n;5). Kontingenéni tabulka je uvedena v tabulce
spolecné s matici pravdépodobnosti (p;;), pficemz

c T r c
n; = E Mg, n;= E nij, n = E E g5
7j=1 =1 =1 j5=1
a plati
c T T c
7j=1 =1 i=1 j=1

Mame-li data usporadani do kontingenc¢ni tabulky, kdy kategorie jed-
noho znaku urcuji fadky a kategorie druhého znaku sloupce, jak je vidét
z tabulky , muzeme testovat nasledujici hypotézy:

¢ hypotéza nezavislosti dvou ndhodnych velicin X a Y,
o hypotéza homogenity multinomickych rozdéleni,
e hypotéza symetrie.

21.1 Test nezavislosti

Na prvcich souboru sledujeme dva znaky. Nasim cilem je testovat nulovou
hypotézu

Hp: nédhodné veli¢iny X (1. znak) a Y (2. znak) jsou nezavislé
proti alternativni hypotéze

Hi: nahodné veli¢iny X a Y nejsou nezavislé.
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Véta 21.1. Veliciny X a'Y jsou nezdvislé tehdy a jen tehdy, plati-li
Dij = Di.D.j» 1=1,....,r, j=1,...,c.

Vzhledem k tvrzeni véty () muzeme hypotézu nezdvislosti prepsat do
tvaru

Hy:pijj=pipjprot=1,....,r, 5=1,...,¢c
Za platnosti hypotézy Hg ma statistika

ni.n.j 2
C nl]

ZZ R (21.1)

lel n

asymptoticky rozdéleni X2 s poc¢tem stupnu volnosti (r — 1)(c — 1). Vzorec
(@) lze prepsat do tvaru

X —nzzm (21.2)

=1 j=1

Hypotézu Hy o nezavislosti velicin X a Y zamitneme v pripadé, ze
2 2
X2 X(r—l)(c—l)(l - Oé)

Ke shodé s limitnim rozdélenim se vyzaduje, aby vSechny teoretické cet-
nosti “=™2 byly vétsi nez 5. Obvykle se pozaduje, aby nejméné 80 % teo-
retickych éetnosti bylo vétsich nez 5 a vSechny teoretické cetnosti vyskytu
byly vétsi nez 1. Pokud tato podminka neni splnéna, spojuji se obvykle né-
které radky nebo sloupce. Toto ovSem nejde u tzv. ¢tyipolnich tabulek, coz
jsou kontingenéni tabulky 2 x 2. V takovém pripadé se pouziva Fisheriv
faktoridlovy test.

K reseni néasledujictho prikladu je vyuzit specidlné upraveny soubor MS
Excel, ve kterém je podrobné rozpracovan postup vypoctu y>-test.

Priklad 21.1. t Testujeme nezavislost mezi vysledky testd z matematiky
a oborem, na ktery se uchazec¢ hlasi. Studenti se mohou hlasit na bakalar-
sky obor Finanéni matematika, na pétileté magisterské studium ucitelstvi
matematiky pro zakladni skoly a na pétileté magisterské studium ucitelstvi
matematiky pro stredni skoly. Obory jsou serazeny z hlediska obtiznosti
studia od nejleh¢iho (bakaldrsky obor FM) k nejtézsimu (pétileté magis-
terské studium ucitelstvi pro SS). Vyvstava otazka, zda pii vybéru studia
tuto skutec¢nost uchazeci zohlednuji vzhledem ke svym dosavadnim studij-
nim vysledktim. Jednoduse feceno, zda ,,lepsi* studenti se hlasi na tézsi obor
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Tabulka 21.2: Kontingenéni tabulka empirickych a teoretickych ¢etnosti vy-
béru oboru a vysledka v testu

Aprobace
Fin. mat. ‘ Utitel ZS ‘ Ucitel SS
1 (60-80 bodu) 9 (9,7) 7(17,9) | 40 (28,4) 56
2 (40-59 bodu) || 10 (17,2) | 31 (31,6) | 58 (50,2) 99

Hodnoceni Celkem

3 (20-39 bodt) || 17 (13) | 29 (24) | 29 (38) 75
4 (0-19 bodt) || 14 (10) | 25 (18,5) | 19 (29,4) 58
| Celkem || 50 | 92 | 146 | 288 |

a ,horsi“ studenti na lehéi. Otestujme, zda existuje zavislost mezi vysledky
testld z matematiky a oborem, na ktery se uchazec¢ hlasi.

Uchaze¢ muze ziskat z testu maximalné 80 bodu. Veli¢ina X (vysledek
testu) nabyva ¢tyt hodnot, a to 1 — pocet ziskanych bodu 60-80, 2 — pocet
ziskanych bodu 40-59, 3 — pocet ziskanych bodu 20-39, 4 — pocet ziskanych
bodit 0-19. Veli¢ina Y (studijni obor) nabyva tii hodnot: 1 — finan¢éni ma-
tematika, 2 — uditelstvi pro ZS, 3 — ucitelstvi pro SS. Veskeré tdaje jsou
v tabulce R1.2 v¢etné teoretickych Cetnosti (¢isla v zavorkach).

Resend. Teoretické ¢etnosti vypoéitdme postupné jako souéin radkového
a sloupcového souctu pro prislusné pole tabulky déleny celkovym rozsahem
souboru.

Hodnota testové statistiky x? = 27,56 piekracuje kritickou hodnotu
x2(0,05) = 12,59, proto zamitdme Hy o nezavislosti.
=\ CHISQ. INV(0,95;6) |
Také p-hodnota testu p = 0,000 114 ukazuje na nezbytnost zamitnout Hy.
= CHISQ.TEST(aktualni;oéekavané) ]
Tim je statisticky prokdzana zavislost (Hj) mezi vysledkem testu z mate-
matiky a oborem, na ktery se student hlasi.

A

21.2 Test homogenity multinomickych rozdéleni

Tento test se nékdy nazyva také jako test shodnosti struktury nebo test
o shodnosti struktury. Testujeme shodnost jednoho ze sledovanych znakt
za ruznych podminek, které vyjadiuji kategorie druhého znaku. Napriklad
nas muze zajimat, zda vékova struktura hospitalizovanych pacienti je ve
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Tabulka 21.3: Vysledky radiologického vysetreni

Radiologické hodnoceni / Lécba H Streptomycin ‘ Kontrolni H Celkem ‘

Vyznamné zlepseni 28 (16,45) 4 (15,55) 32
Stfedni/malé zlepseni 10 (11,82) | 13 (11,18) 23
Beze zmén 2 (2,57) 3 (2,43) 5
Stfedni/malé zhorseni 5 (8,74) 2 (8,26) 17
Vyznamné zhorseni 6 (6,17) 6 (5,83) 12
Umrtf 4 (9,25) 4 (8,75) 18
Celkem [ 55 R

dvou nemocnicich stejna. Obecné tato nulova hypotéza zni:

Hy: pravdépodobnosti ¢;1, . . ., ¢ nezavisi na radkovém indexu i,

neboli vSechny fadky matice (g;;) jsou stejné, kde teoretické pravdépodob-

nosti ¢;1, ..., Gic prlSluSl relativnim marglnalnlm cetnostem v i-tém radku
-+ gic = 1, a déle pred-

Nic
kontingen¢ni tabulky —,...,—, pricemz g;1 + -
n;

poklddame, ze margmalnl F4dkové Cetnosti n; jsou predem stanoveny.

Pfi testovani homogenity budeme opét vychizet ze statistiky x? pocitané
podle vzorce nebo . Za platnosti hypotézy Hy ma statistika x>
asymptoticky rozdéleni x? s poctem stupnii volnosti (r —1)(c—1). Hypotézu
Hy o homogenité multinomickych rozdéleni zamitneme v piipadé, ze x? >

2
Xir—1)(e-1)(1 = @)-

M MAR VEET svEMY
oommov;,l(oﬂl 3eeq
CERARY ncraucws VEVEKIT
TvkEEﬂl KTElE ueWA
3 u‘, LEKAEV. .

Piiklad 21.2. Bl Kontingenc¢ni tabulka
ukazuje vysledky lékarského experimentu ze Cty-
ficatych let minulého stoleti, ktery se zabyval
uc¢inkem streptomycinu pii 1é¢bé plicni tuberku-
16zy. Udaje z radiologického hodnoceni po Sesti
meésicich byly porovnany s tim, zda pacient pat-
il do 1é¢ebné, nebo kontrolni skupiny. Existuje
vztah mezi 1écbou a vysledkem?

Reseni. Vzhledem k tomu, ze testova statistika se opird o teoretické ¢etnos-

t1 J

n
skute¢nych cetnosti v tabulce .
Testova statistika mé hodnotu 2 = 26,96. Protoze X§(0,95) = 11,07,
= CHISQ. INV(0,95;5)]

, musime tyto Cetnosti vypocitat. Jsou uvedeny v zavorkach vedle
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Tabulka 21.4: Ctyipolni tabulka

nip N1z | N1,

N21  MN22 | N2,

ni1 N2 n

Tabulka 21.5: Ctyipolni tabulka obezity rodi¢t obéznich déti

| | Otec obézni | Otec neobézni || Celkem |

Matka obézni 15 9 24
Matka neobézni 7 19 26
| Celkem | 22 | 28 | 50 |

plati x? > x?(1 — a), tudiz hypotézu homogenity zamitdme, tzn. na hlading
vyznamnosti asymptoticky rovné 0,05 jsme prokazali, ze existuje vztah mezi
lécbou a vysledkem.

Uzitim | = CHISQ.TEST(aktualni;o&ekavané) |vypocitame p = 0,000 058,
kterd je vsak mensi nez oo = 0,05, tedy zamitame Hy o nezavislosti vysledki
obou sledovanych skupin. A

21.3 Test y? ve étyFpolnich tabulkach

Jak jiz bylo poznamenano vyse, v pripadé r X ¢ = 2 X 2 mluvime o tzv.
¢tyrpolni tabulce. Tato tabulka ma tvar jako tabulka . Ve ¢tyipolni
tabulce mizeme opét testovat nezavislost a homogenitu. Testova statistika
zustava stejnd jako v pripadé kontingencéni tabulky r x ¢. Vzhledem k tomu,
Ze s¢itaci indexy nabyvaji pouze dvou hodnot, lze testovou statistiku 2
zjednodusit do nésledujiciho tvaru:

B 2
= n(nlln22 n12n21) .

nin2ninz

Pokud x? > x3(1 — a), zamitdme hypotézu nezavislosti. Stejnym zptisobem
testujeme i homogenitu dvou binomickych rozdéleni (zobecnénim binomic-
kého rozdéleni je multinomické), jestlize fadkové (nebo sloupcové) margi-
nalni cetnosti jsou pevné.

Priklad 21.3. t V ndhodném vybéru padesati obéznich déti ve véku 6-14
let byla u kazdého ditéte zjisténa obezita u matky a obezita u otce. Udaje
jsou zaznamenany v tabulce . Zajimé nas, zda obezita rodic¢u spolu
souvisi.
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Reseni. Po dosazeni do testové statistiky dostaneme
(15-19 —9-7)2
24 -22-26 - 28
Kritickd hodnota x?(0,05) = 3,84.

= cHISQ. INV(0,95;1) ]
Protoze x? > x?(1 — a), zamitneme hypotézu nezavislosti, tzn. obezita ro-
di¢i spolu vyznamné souvisi.

Zamitnuti Hy vyplyva také z testu = CHISQ.TEST| podle které je p =
=0,0113 < 0,05. A

X2 =50- = 6,41.

21.4 Fisheruv faktoridlovy (exaktni) test

Jak jiz bylo poznamendno vyse, ke shodé s limitnim rozdélenim y? se vy-
n;n.;
zaduje, aby vsechny teoretické Getnosti ——< byly vétsi nez 5. Pokud tato
n

podminka neni splnéna, dochéazi ke spojovani radku, popr. sloupci. Toto
ovsem nelze u ¢tyrpolni tabulky, a proto se pouzivad Fisheruv faktoridlovy
test. Tento test umoznuje ovérit hypotézu nezavislosti i pri malych ¢etnos-
tech. Provedeni testu probiha v nasledujicich krocich.

1) Vytvofime soubor vsech kontingené¢nich tabulek se stejnymi margi-
nalnimi ¢etnostmi jako mé pavodni kontingencni tabulka.
2) U kazdé tabulky souboru vypoéteme pravdépodobnosti

nl,! . n2.! . n.1! . TL.Q!

P== ! ! ! !
ni-nii: - N1 - N21- - N22:
” nin2 ., o e
a Cislo d = Inb, kde b = . Cislo d se nazyva logaritmicka
n12Mn21

interakce dané tabulky.

3) Secteme pravdépodobnosti P tabulek se stejnymi margindlnimi Cet-
nostmi, jako ma vychozi tabulka, jejichz logaritmické interakce jsou
v absolutni hodnoté vétsi nebo rovny ¢islu |d| (logaritmicka interakce
dané tabulky).

4) Je-li soucet téchto pravdépodobnosti mensi nebo roven ¢islu a (hla-
dina testu), hypotézu nezavislosti zamitneme.

Celou proceduru ukazeme na nésledujicim prikladu.

Priklad 21.4. t U 24 ndhodné vybranych zdkt se zjistovalo, zda maji
dobry ¢i Spatny prospéch v matematice a zda se uc¢i nebo neuc¢i hrat na
néjaky hudebni néastroj. Zjisténé vysledky jsou uvedeny v tabulce . Ma
se oveérit hypotéza, ze prospéch v matematice a okolnost, ze se dité uci hrat
na néjaky hudebni nastroj, na sobé nezavisi.
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Tabulka 21.6: Vysledky student v matematice v porovnéani se skutecnosti,
zda se uci hrat na hudebni nastroj

’ Prospéch v matematice / Hudba ‘ Uél se ‘ Neuci se H Celkem ‘

Dobry 6 4 10
Spatny 1 13 14
| Celkem 7 | o | 2a |

Tabulka 21.7: Dil¢i pravdépodobnosti

0 10 19 2 8 37
77 6 8 5 9 4 10
d=—o0 d=-191 d=—-0,80 d= 0,07

P =0,009916 P = 0,086 766 P = 0,260 297 P = 0,347 063

4 6 5 5 6 4 73
3 11 2 12 1 13 0 14
d=10,89 d=1,79 d =297 d= o0

P = 0,220858 P = 0,066 258 P = 0,008 495 P = 0,000 347

Reseni. Vytvoiime vsechny tabulky se stejnymi marginalnimi ¢etnostmi, ja-
ko mé vychozi tabulka. U kazdé tabulky vypocteme logaritmickou interakci
d a pravdépodobnost P (viz tabulku @)

Vychozi kontingenéni tabulka mé absolutni hodnotu logaritmické inter-
akce rovnu 2,97, tudiz s¢itdme pravdépodobnosti téch tabulek, které maji
d v absolutni hodnoté vétsi nebo rovnu hodnoté 2,97. Soucet téchto prav-
dépodobnosti je 0,018 758. Vzhledem k tomu, zZe tento soucet neni vétsi nez
a = 0,05, zamitneme hypotézu o nezavislosti. A

PO STATISTICKE .
o TERAPIL JE STVDEN
21.5 McNemaruv test VETSNOV K NE poRNANI”

Pri statistické analyze kontingencnich tabulek ne-
musi byt vzdy cilem provést klasicky test nezavis-
losti nebo homogenity. Dalsi test, ktery mize byt
proveden v ramci ¢tyrpolni kontingenc¢ni tabulky, je
McNemaruvH test. Tento test se provadi v pripadé,

!Quinn Michael McNemar (1900-1986), americky psycholog a statistik.
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Tabulka 21.8: Tabulka absolutnich ¢etnosti

Po zésah
Pred zésahem |—— Z‘a A | Celkem
+ I
+ nip | Ni2 ni.
- ngl | Moo ng,
Celkem ‘ n1 ‘ N9 ‘ n ‘

Tabulka 21.9: Tabulka pravdépodobnosti

Po zésahu
Pred zasahem Celkem
+ | -
=+ P11 | D12 P1.
- P21 | D22 D2.

Celkem | py| po | 1 |

kdy se na souboru n ndhodné vybranych objekta sleduje pritomnost nebo
nepiitomnost vyskytu néjakého znaku. Posléze se udéla na témze souboru
néjaky zakrok a opét se zjisti pritomnost ¢i nepritomnost sledovaného zna-
ku u jednotlivych objektii souboru. Cilem bude zjistit, zda zakrok zménil
pravdépodobnost vyskytu znaku.

Ozna¢me symbolem + vyskyt sledovaného znaku a symbolem — pripady,
kdy se znak nevyskytl. Obdrzime tabulky 1.4 a R1.d nasledujicich tvard,
ptricemz X = pred zasahem, Y = po zdsahu, X = 4+, — a Y = 4, —. Déle
napiiklad p1y = P(X = +,Y = +).

Testujeme hypotézu

Hy:p1.=pa.

Tato hypotéza je ekvivalentni s hypotézou
Ho: p12 = pa1.
Tzn. procento pozitivniho vysledku pred zasahem je stejné jako po zasahu.
Testova statistika ma tvar

2 _ (12 —nar)?
ni2 + N2y
a mé asymptoticky x? rozdélen.

Hypotézu Hy zamitdme v pifpadé, ze x? > x?(1 — «). Aproximaci pomo-
ci asymptotického rozdéleni y?-kvadrat o 1 stupni volnosti miizeme pouzit,
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Tabulka 21.10: Porovnéani u¢innosti 1éku A a B

Lék A
Lek B Uspéch ‘ Netspéch Celkem
Uspéch 1 3 4
Netispéch 9 5 14
| Celkem || 10 | 8 [ 18 |

pokud (n12 + no1) > 8. Jestlize neni splnéna podminka, nemuze se pou-
7it vyse zminénd statistika. Test, ktery se pouziva pri malych hodnotach
(n12 + n21), mizeme najit napiiklad v [1].

Priklad 21.5. t Pozorujeme ndhodny vybér
18 pacienti, ktefi byli Ié¢eni dvéma riznymi anti-
hypertenzivy A a B. Kazdy pacient dostaval po
dobu jednoho mésice 1ék A a po odeznéni jeho
pripadnych uc¢inku dostdval po dobu jednoho mé-
sice 1€k B. Vysledek byl klasifikovan jako tspéch

POKUD LEK
NEMEL ZADNY UTINEK
JAKA" JE  PRMDEPODOBNMOST,

ZE SE STUDENT u2prAVIL?

il ~
nebo netspéch. Mame otestovat, zda procenta \\f S —~ I\
lspésnosti jsou u obou 1éki shodnd. Vysledky ~ @?/WW
g \\\\\ AY
pozorovani jsou uvedeny v tabulce . B

Reseni. Po dosazeni do prislusné testové statistiky obdrzime

o B9,
34+9
Protoze pifslugna kritickd hodnota je x3(0,05) = 3,84
= CHISQ.INV(0,95; 1)‘
a x? < x%(0,05), hypotézu Hy nezamitneme, tzn. Ze na zékladé zkoumanych
dat nelze prokazat rozdil v pusobeni obou 1éku. A

21.6 Test symetrie

Uvazujme ¢tvercovou kontingencni tabulku m typu ¢ x c. Prislusna ta-
bulka pravdépodobnosti mé tvar tabulky . Budeme testovat hypotézu

Hy: pij = pji  pro vSechny dvojice (i,7), 4,7 =1,2,...,c.
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Tabulka 21.11: Tabulka typu ¢ X ¢

nit...Ne ni.

not...N2%e no.

Ne1 - - - Nee Ne.

Ni...M¢ n

Tabulka 21.12: Tabulka pravdépodobnosti

pbi1--.-Plc | DP1.
p21---P2c | D2.
DPecl -+ - Pec DPe.
P1...-Pec p

Tabulka 21.13: Cetnosti manzelstvi pii riznjch pivodnich rodinnych sta-
vech partnert [1]

’ Zenich /Nevésta H Svobodnd | Ovdovela | Rozvedena H Celkem ‘

Svobodny 75564 824 3463 | 79851

Ovdovély 1370 904 798 3072

Rozvedeny 4603 590 2943 8136
Celkem | 81537 | 2318 7204 || 91059 |

Jde o zobecnéni pripadu 2 x 2. McNemartuv test je tedy specidlnim pii-
padem tohoto testu symetrie. Testova statistika ma v tomto pripadé tvar

v=y (nyg = ng)*

— N + Ny
i<y v T T

STMSTIEKA,
JE NEJLEPSI
A
Za platnosti nulové hypotézy Hy (hypo-
téza symetrie) m4 statistika x? asymptotic-
c(c—1)

ky x? rozdéleni o 5— stupnich volnos-
ti. Hypotézu symetrie zamitneme, jestlize

X = xi(l—a).

Priklad 21.6. " V tabulce jsou udaje o rodinném stavu snoubenci.
Je tfeba rozhodnout, zda pravdépodobnost uzavieni snatku mezi svobod-
nym zenichem a ovdovélou nevéstou je stejna jako pravdépodobnost uzavre-
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ni snatku mezi svobodnou nevéstou a ovdovélym zenichem a ze analogické
rovnost plati i pro pravdépodobnost ostatnich kombinaci ptivodnich rodin-
nych stavl partnert.

Resend. Dosazenim do testové statistiky pro test symetrie obdrzime

_ 2 _ 2 i 2
2o (824 -1370)” | (3463 —4603)° (798 —590)° . 398,17
824 + 1370 3463 + 4603 798 + 590

Vzhledem k tomu, ze x? > x2(0,95) = 7,81,
= cHISQ. INV(0,95;3) ]
hypotézu symetrie zamitame. A
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21.7 Ulohy

21.1 Pomoci testu nezavislosti otestujte na hla-
diné vyznamnosti 5%, zda je o¢kovani proti chiip-
ce ucinné. Otestovano bylo celkem 500 osob, z to-
ho se 120 dalo proti chiipce ockovat, z nich one-
mocnélo 24. Z neockovanych onemocnélo 97. Se-
stavte ¢tyrpolni tabulku s absolutnimi ¢etnostmi.
Zjistéte, zda je rozdil mezi podilem osob, které
onemocnély, a¢ byly ockovany, a osobami, které
onemocnély, a¢ nebyly ockovany, signifikantni.

PoTREBuWY
0EKOVANI” NA
JspEeH VE
STATISTICE

PROMERNY STATISTIK
UIDE 1500KkHM
AVYPIVE 90 PIvV ROCNE.

21.2 U c¢tyrset studentt vysoké skoly byl zjis-
tovan navstévovany roc¢nik a mira konzuma-
ce alkoholu (viz tabulku ) Testujte nulo-
vou hypotézu, ze mezi navstévovanym rocni-
kem a mirou konzumace alkoholu neni zadna
zavislost. Pouzijte 5% hladinu vyznamnosti.

JEHO SPOTREBA
JE TEDY
6 LITRV

NA 100KN.

T__ll////——

wl

Tabulka 21.14: Empirické a ocekavané cetnosti vékovych skupin obyvatel
v letech 2011 a 2021 (hodnoty v zavorce jsou ocekdvané cetnosti po zao-
krouhleni na jedno desetinné misto)

Roénik
Skupina 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 Celkem
Pijik 29 (38) | 41 (34,1) | 33 (31,4) | 28 (27,5) | 131
Konzument, || 32 (39,4) | 29 (35,4) | 36 (32,6) | 39 (28,6) | 136
Abstinent || 55 (38,6) | 34 (34,6) | 27 (31,9) | 17 (27,9) | 133
on ] ue | 104 | 96 | 84 [ 400 |

21.3 U studentu zanechévajicich studium byl zjistovan divod zanechani
studia a typ absolvované stfedni skoly. Vysledek je uveden v kontingenc-
ni tabulce . Na 5% hladiné vyznamnosti otestujte nezavislost v této
kontingenéni tabulce.
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Tabulka 21.15: Empirické ¢etnosti dtivodi zanechani studia podle typu skoly
(G — gymnézium, SES — Stiedni ekonomicka skola, O — ostatni, 1 — obtiznost
studia, 2 — zdravotni davody, 3 — socialni divody, 4 — ostatni

Duvod zanechani studia
& KViLI STATISTICE
Typ SS 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 hz ko:ggz\wnee CS’J'::‘M
G 5 [ 35| 10 0 50
SES |[30] 5| 0 5 40
10 0 10
| h 454010 5 100 ]

21.4 Pomoci testu homogenity multinomickych rozdéleni otestujte na hla-
diné vyznamnosti 5%, zda je shodné rozdéleni poc¢tu obyvatel v jednotlivych
kategoriich za roky 2011 a 2021. Potfebna data ukazuje tabulka PTT8.

Tabulka 21.16: Empirické a ocekavané cetnosti vékovych skupin obyvatel
v letech 2011 a 2021

Vekovd skupina / Rok || 2011 [ 2021 | Celkem |
<14 1,49 (1,58) | 1,69 (1,60) || 3,18
16-64 7.27 (6,93) | 6,68 (7,02) || 13,95
> 65 1,64 (1,88) | 2,15 (1,91) || 3,79

| Celkem | 104 | 1052 | 2092 |

21.5 Tabulka ukazuje pocéty dopravnich ne-
hod motocyklistti s urcitym stupném zdravotnich
nasledkti v zavislosti na dojezdové vzdalenosti rych-
1é zdchranné sluzby. Na hladiné vyznamnosti 95 %
testujte nezavislost vaznosti zranéni na dojezdové
vzdélenosti rychlé zachranné sluzby.

STATISTIKA I
NE2PUSOBILA
ZADNE ERANEN/
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Tabulka 21.17: Kontingencni tabulka s pocty jednotlivych druhti zranéni
a dojezdovymi ¢asy rychlé zdchranné sluzby v minutéach

Druh zranéni
Dojezdovy ¢as || Zadné | Lehké | Tezké | Smrtelné || Celkem

<10 1768 | 807 | 189 47 2811
10-20 946 | 1387 | 746 53 3132
> 20 115 | 438 | 288 16 857

| Celkem || 2820 | 2632 | 1223 | 116 | 6800 |

21.6 Ockovani proti chiipce se ztucastnilo 460 dospélych, z nichz 240 dostalo
ockovaci latku proti chiipce (ockovand skupina) a 220 dostalo placebo (kon-
trolni skupina). Na konci experimentu onemocnélo 100 lidi chfipkou. Dvacet
z nich bylo z ockované skupiny a osmdesat z kontrolni skupiny. Pozorované
Cetnosti jsou v tabulce @ Je dostate¢ny dikaz proto, ze oCkovaci lat-
ka byla Gc¢innd, nebo mohly rozdily mezi ockovanou a kontrolni skupinou
vzniknout ndhodou? Zvolte hladinu vyznamnosti o = 0,001.

Tabulka 21.18: Tabulka absolutnich &etnosti a relativnich detnosti v % ne-
mocnych chtipkou

’ Chripka H Ockovani ‘ Placebo ‘ Celkem ‘
Ano 20 (8,3) 80 (36,4) 100 (21,7)
Ne 220 (91,7) | 140 (63,6) | 360 (78,3)

| Celkem || 240 (100,0) | 220 (100,0) | 460 (100,0) |

21.7 Kontingen¢ni tabulka ukazuje vysledky velmi slavného lékar-
ského experimentu ze ¢tyticatych let 20. stoleti, ktery se zabyval tc¢inkem
streptomycinu pii 1é6¢bé plicni tuberkulézy. Udaje z radiologického hodno-
ceni po Sesti mésicich byly porovnany s tim, zda pacient pattil do 1é¢ené,
nebo kontrolni skupiny. Existuje statisticky vyznamny vztah mezi 1é¢bou
a vysledkem (a = 0,01)?
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Tabulka 21.19: Vysledky 1é¢by tuberkulézy
Radiologické hodnoceni H Streptomycin | Kontrolni H Celkem ‘

Vyznamné zlepseni 28 4 32
Stredni zlepseni 10 13 23
Beze zmén 2 3 )
Stredni zhorseni 5 12 17
Vyznamné zhorseni 6 6 12
Smrt 4 14 18
Celkem | 55 | 52 || 107 |

21.8 U 20 ndhodné vybranych studentu se zjistovalo, zda klima ve skole
dingové akce. Zjisténé vysledky jsou uvedeny v tabulce . M3 se ovérit
hypotéza, ze hodnoceni klima studenty a tcast na teambuildingové akci na
sobé nezavisi.

Tabulka 21.20: Uast studentt na akci v zavislosti na hodnoceni $kolniho
klimatu

’ Klima / Akce ‘ Zucastni se ‘ Nezucastni se H Celkem ‘

Dobré 5 3 8
Spatné 6 6 12
| Celkem | 11 | 9 | 20 |

21.9 O pracovni misto se uchazi celkem 20 uchazecti, kteii se podrobi psy-
chologickému testu a budou ohodnoceni také na zékladé pohovoru s vedou-
cim. V obou hodnocenich budou uchazec¢i ohodnoceni bud ,uspél“ (hod-
noceni 1), nebo ,neuspél® (hodnoceni 0). Vysledky ukazuje tabulka .
Pomoci McNemarova testu otestujte na hladiné vyznamnosti 5 % symetrii
(obtiznost) obou ¢asti prijimaciho fizeni. (Zavislost vysledku u pohovoru na
uspéchu v testu je ocekavatelnd.

Tabulka 21.21: Hodnoceni uchazec¢t v prijimacim rizeni
’ Pohovor / Psych. test H 0 ‘ 1 H Celkem ‘

0 3|6 9

1 318 11

| Celkem J6]1a] 20 |
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1l

21.10 Tabulka ukazuje vysledky student- W\ H/Wm B
ského hodnoceni kvality stravovani ve dvou men- S| e s i /
zach A a B ve §kéle ,$patné“, ., primérné“ a ,,dob- ey
ré“. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hy-

potézu, Ze je mezi hodnocenimi obou stravova-
cich mist symetrie a ze 1ze obé hodnoceni oznagcit
za srovnatelnd.

Tabulka 21.22: Hodnoceni kvality stravovani ve dvou menzach A a B

Menza A/B H Spatné ‘ Primeérné ‘ Dobré H Celkem ‘

Spatné 23 27 15 65
Prumérné 45 86 92 223

Dobré 9 110 115 9234

Celkem [ 77 | 203 [ 202 [ 522 |

21.11 Znamy anglicky prirodovédec Francis Galton sledoval v 1000 pri-
padech barvu o¢i otce a jeho syna. Barva oci je zakédovana nésledujicim
zpusobem:

1 — svétle modréa, 2 — modrozelend nebo Sedd, 3 — tmavé Seda nebo_svét-
le hnéda, 4 — tmavé hnéda. Vysledky pozorovani ukazuée tabulka .
Rozhodnéte o hypotéze symetrie barvy o¢i u otce a syna.

Tabulka 21.23: Tabulka s vysledky pozorovani barvy oci

Barva o¢i otce
Barva o¢i syna 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 H Celkem
1 194 70 | 41 | 30 335
2 83 | 124 | 41 | 36 284
3 25 | 34 | 55 | 23 137
4 56 | 36 | 43 | 100 || 224
Celkem || 358 | 264 | 180 | 198 || 1000 |

21.12 Pii malém prizkumu, byl sledovan sexualni zivot manzelskych dvojic
pred a po narozeni ditéte. Uvedené vysledky jsou v tabulce . Na hladiné
vyznamnosti 5 % otestujte, zda méa narozeni potomka vliv na sexuélni Zivot
manzelt.

2Uloha véetné dat prevzata z [3], s. 298.
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Tabulka 21.24: Tabulka s vysledky pozorovani sexudlniho zivota manzel-
skych part pred a po narozeni ditéte

’ Pried / Po H Neuspokojivy | Uspokojivy | Velmi dobry H Celkem ‘

Neuspokojivy 24 9 6 39
Uspokojivy 6 16 11 33
Velmi dobry 1 8 20 29

Celkem || 31 33 37 | 101 |

ResSeni Gloh

21.1 Tabulka je ¢tyfpolni. Rozdil mezi sledovanymi skupinami osob
¢inf 4,2 %. Hp: Oba je\;y jsou navzéjem nezavislé. Testova statistika y? =
500 - (12;) 23232) : 19271 %67)9 = 1,52, x2(0,95;1) = 3,84, 1,52 < 3,84, tedy neza-
mitame Hy, tj. procentni rozdil neni na hladiné vyznamnosti 0,05 statisticky
vyznamny, nebo také: icinnost ockovaci latky proti chfipce nebyla statis-
ticky prokazana.

Tabulka 21.25: Cetnosti zdravych/nemocnych a oc¢kovanych/neockovanych
osob pri vyskytu chiipky

’ Ockovani / Nemocnost H Zdravi ‘ Nemocni H Celkem ‘

Ockovani 96 24 120
Neockovani 283 97 380
| Celkem | 379 | 121 || 500 |

21.2 Test nezavislosti v kontingencéni tabulce: Hy : Mezi navstévovanym
ro¢nikem a mirou konzumace alkoholu neni zavislost. H; : Mezi navstévo-
vanym roc¢nikem a mirou konzumace alkoholu je zévislost. p = 0,05, kritické
hodnota x2((m — 1)(n — 1)) = X3 05(2 - 3) = 12,59, x* = 22,291 > x§ (5(6),
zamitame Hj, tedy na hladiné vyznamnosti 5 % je mezi navstévovanym
ro¢nikem studentt a mirou konzumace alkoholu zavislost.

21.3 x* = 68,65, kritickd hodnota x§ 5(6) = 12,5916 < x?, zamitdme Ho
o nezavislosti v kontingenc¢ni tabulce, tj. mezi typem stiedni skoly a pricinou
zanechani studia je statisticky vyznamna zavislost.
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21.4 Hy: Rozdéleni éetnosti je shodné. Testova statistika x? = 1,69, x2(0,95;1) =
3,84, 1,69 < 3,84, tedy nezamitame Hy, tj. rozdily mezi roky 2011 a 2021 ve
vékovych skupinach obyvatel nejsou na hladiné 0,05 statisticky vyznamné.

21.5 Hy: Vaznost zranéni a délka dojezdové doby rychlé zachranné sluzby
jsou nezavislé. Hi: Vaznost zranéni a délka dojezdové doby rychlé zachranné
sluzby nejsou nezavislé.

Hodnota testové statistiky je x2 = 1073,5, coz je vyrazné vice nez hodno-
ta testového kritéria rozdéleni X%Sfl)- (4-1) = X2 = 12,59 pii zvolené hlading
vyznamnosti 0,05, zamitdme tedy Hy o nezavislosti obou velic¢in, coz potvr-
zuje také p-hodnota p = 1,124 - 107228 < 0,05.

21.6 Hj : Procento vyskytu chiipky je v ockované a kontrolni skupiné stejné.
Ocekéavané cetnosti jsou uvedeny v zavorkach v tabulce .

Tabulka 21.26: Tabulka absolutnich a relativnich ¢etnosti v % nemocnych
chripkou

’ Chripka H Ockovani ‘ Placebo ‘ Celkem ‘
Ano 52,17 (21,7) | 47,83 (21,7) | 100 (21,7)
Ne 187,83 (78,3) | 172,17 (78,3) | 360 (78,3)

| Celkem | 240 (100,0) | 220 (100,0) | 460 (100,0) |

Pokud mezi ockovanim a chfipkou neexistuje zadny vztah, potom by se
pozorované a ocekavané cetnosti vyskytu mély navzdjem blizit a pripadnd
odchylka by byla zptusobena pouze nahodou. Nejlepsi zpuisob, jak zjistit
rozdily mezi pozorovanymi a o¢ekévanymi cetnostmi vyskytu, je spocitat y?
statistiku, kde tentokrat s¢itdme pies vsechna policka v tabulce. x2 = 53,
pocet stupfit volnosti df = (m —1) - (n —1) = 1, x§ 001 (1) = 10,83 < x?,
tzn. ze pravdépodobnost, ze by tak velké pozorované procentudlni rozdily
ve vyskytu chiipky mohly vzniknout jen ndhodou, pokud by neexistovaly
zadné skutecné rozdily mezi ockovaci latkou a placebem, je mensi nez 0,1 %.
Proto mtzeme ucinit zavér, ze ockovaci latka je t¢innéjsi nez placebo.

21.7 Pokud neni mezi skupinami zadny rozdil, ziskdme ocekavané cetnosti,
které jsou v tabulce .
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Tabulka 21.27: Vysledky 1é¢by tuberkul6zy - ocekavané cetnosti (%)

Radiologické hodnoceni H Streptomycin ‘ Kontrolni H Celkem ‘

Vyznamné zlepSeni 28 (16,45) 4 (15,55) 32
Stiredni zlepseni 10 (11,82) 13 (11,18) 23
Beze zmén 2 (2,57) 3 (2,43) 5
Stfedni zhorseni 5 (8,74) 12 (8,26) 17
Vyznamné zhorseni 6 (6,17) 6 (5,83) 12
Smrt 4(925) | 14 (8,75) 18
Celkem | s | 52 [ 107 |

x? =26,96, df = (6 —1)(2—1) =5, pro 5 stupiiii volnosti je 1% kritic-
ka hodnota rovna kvantilu x7_4;(5) = 15,09. Hodnota vypoctené testové
statistiky x? = 26,96 zna¢né piekracuje kritickou hodnotu 15,09, a proto
miizeme ucinit zaveér, ze na hladiné vyznamnosti a = 0,01 existuje dosta-
tecny dikaz vztahu mezi 1é¢bou a rentgenovym vysledkem.

21.8 Vytvorime vsechny tabulky se stejnymi marginalnimi ¢etnostmi, jako
ma vychozi tabulka. U kazdé tabulky vypocteme logaritmickou interakci d
a pravdépodobnost P (viz tabulku @)

Tabulka 21.28: Diléi pravdépodobnosti

0 8 17 2 6 3 5

11 1 10 2 9 3 8 4

d=—o00 d=—3,55 d=—2,19 d=—120

P=0,000071 | P=0,003144 | P=0,036675 | P=0,165039

4 4 5 3 6 2 71

7 5 6 6 5 7 4 8

d=—0,33 d=0,51 d=143 d = 2,64

P=0,330078 | P=0,308073 | P=0,132031 | P=0,023577

Vychozi kontingencni tabulka ma absolutni hodnotu logaritmické inter-
akce rovnu 0,51, tudiz sé¢itame pravdépodobnosti téch tabulek, které maji
d v absolutni hodnoté vétsi nebo rovnu hodnoté 0,51. Soucet téchto prav-
dépodobnosti je 0,66861. Vzhledem k tomu, Ze tento soucet je vétsi nez
a = 0,05, nezamitame hypotézu o nezavislosti, tedy hodnoceni klimatu neni
zavislé na ucasti na teambuildingové akci.
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21.9 Obé ¢asti prijimaciho Tizeni budou stejné obtizné, jestlize pravdépo-
dobnosti p11 +p12 = p11 +p21, tedy p12 = po1. Protoze nio+mn9; =9 > 8§, lze

vyuzit McNemaruv test. Hy: pia = po1, Hi : p1o # po1. Testova statistika

)2
2= (693) =1, x2(0,95;1) = 3,84, 1 < 3,84, tedy nezamitame Hy, tj. na

hladiné vyznamnosti 0,05 se neprokazalo, ze by byly obé ¢asti prijimaciho
fizeni rizné obtizné.

21.10 Hy: p;j = pj; pro vsechny dvojice (1,7),4,j = 1,2,3,

i — i) (45— 27)2 —15)2 (110 —92)?
oy ) (21 (0157 (0927
= N5 + Njj 45427 9+ 15 110 4+ 92

pocet stupnu volnosti pro dany test je ¢ = 3(32_1) =3, x¥%(0,95;3) = 7,81.
Protoze 7,6 < 7,81, nelze na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitnout Hy, tedy

hodnoceni obou stravovacich mist je srovnatelné.

21.11 x? = 19,56, x2(0,05) = 12,59, protoze 19,56 > 12,59, zamitdme
hypotézu symetrie, tj. zamitdme, ze pravdépodobnost, ze ,otec ma barvu
oc¢i i, syn ma barvu od¢i j“, je jina nez pravdépodobnost, ze ,,otec ma barvu
o€l 7, syn mé barvu o¢i ¢

21.12 X2 = 4,64, df = P — 3 12(0,05) = 7,81, protoze 4,64 < 7,81,

nelze zamitnout Hy, tj. vliv narozeni ditéte na sexudlni Zivot manzeli nelze
na zvolené hladiné vyznamnosti prokazat.
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Zaver

Publikace, kterou jste jako ¢tendrii a zdjemci
o pravdépodobnost a statistiku pravé prosli, je ko-
lektivnim dilem pracovniki Katedry datovych véd
a informacnich systému na Zemeédélské a technolo-
gické fakulté a Katedry matematiky Pedagogické
fakulty Jihoceské univerzity v Ceskych Budéjovi-
cich. Snad se podarila naplnit jejich vize o uc¢ebni-
ci, kterda bude studenttim dobrym pomocnikem pti
studiu.

GRATVLVJI. PRAVE JSTE
DOKONCIL V4$0KoSKOLSKY
KVRE STATISTIKY

Hodnotu publikace lze spatifovat v zarazeni vice prikladt s podrobnym
feSenim a vice tloh k procviceni s prilozenymi vysledky, piipadné s pokyny
a navody k postupu reseni. Podstatnym doplikem jsou také odkazy na
funkce a nastroje MS Excel, které lze pfi feSenim tloh z pravdépodobnosti
a statistiky vyuzit. Jde totiz o nejdostupné;jsi software uzivany mezi studenty
a verejnosti.

Odborny vykladovy text je doplnén mnoha pozndmkami bézného jazyka,
které maji za tkol zpristupnit vSem C¢tenaiim vyznam a ukéazat konkrétni
pouziti probiraného uciva. Ucebnice svym obsahem zdaleka téma pravdépo-
dobnosti a statistiky nevycerpava, doporucujeme tedy ¢tenati déle studovat
z publikaci uvedenych v seznamu literatury.

Autori dékuji recenzentim za podnétné pripominky!
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Summary

The publication that you, as readers and those interested in probability and
statistics, have just read is a collective work of staff from the Department
of Data Science and Computing Systems at the Faculty of Agriculture and
Technology, and the Department of Mathematics at the Faculty of Educati-
on of the University of South Bohemia in Ceské Budé&jovice. Hopefully, it
was possible to fulfill their vision with a textbook that will be a good helper
for students during their studies.

The value of the publication can be seen in the inclusion of more examples
with detailed solutions and more problems to practice with attached results,
possibly with instructions and instructions for the solution procedure. Re-
ferences to MS Excel functions and tools, which can be used when solving
problems from probability and statistics, are also an essential addition. It
is the most accessible software used by students and the public.

The expert explanatory text is supplemented by many notes of com-
mon language, which have the task of making the meaning accessible to all
readers and showing the specific use of the subject matter discussed. The
content of the textbook does not cover the topic of probability and statistics,
so we recommend that the reader continue to study from the publications
listed in the bibliography.

The authors thank the reviewers for their stimulating comments!
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kontingené¢ni tabulka, 403

konvergence
nahodnych veli¢in, 220
podle pravdépodobnosti, 220
podle stiedu stupné 2, 220
skoro jisté, 220
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n-ty, 104
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jednovybérovy test
shody, 395
Kruskaltv-Wallisiv, 327, 332
Leventv, 328
McNemaruv, 410
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Funkce a nastroje MS Excel
pro pravdépodobnost
a statistiku

= @(éislo) vrati absolutni hodnotu vybrané-
ho ¢isla. Funkci lze vyuzit napriklad pri vypoctu
pramérné absolutni odchylky.

Analyza dat, nastroj na karté Data, ktery slou-
71 k testovani hypotéz. Tento nastroj neni na na-
strojové listé v MS Excel bézné zobrazen. Je-li po-
tfeba jej zobrazit, prejdeme do Soubor, Moznosti,
Doplnky, Spravovat doplinky Excelu — Prejit. Po-
té se zobrazi samostatné okno, ve kterém zvolime
moznost Analytické nastroje a potvrdime OK. Piikaz Analyza dat je pak
k dispozici ve skupiné Analyza na karté Data. Analyza dat vrati také hod-
notu Pearsonova a Spearmannova korelacniho koeficientu rg pro ziskana
poradi.

¢ Anova: jeden faktor: nastroj provede jednoduchou analyzu rozptylu
dat pro dva nebo vice vzorkd, analyza testuje hypotézu, ze kazdy
vzorek je odebrany ze stejného rozdéleni pravdépodobnosti. Pokud
existuji jenom dva vzorky, je mozné pouzit funkci = T.TEST|

e Anova: dva faktory s opakovanim: nastroj slouzi k testovani dat
sebranych dvakrit na stejném souboru a k ovéreni prislusnosti kazdé
dvojice k zakladnimu souboru. V opa¢ném pripadé se nevyloudci alter-
nativni hypotéza, podle které existuji dalsi vlivy, nez byly sledovany.

e Anova: dva faktory bez opakovani: jako u ndstroje Anova: dva
faktory s opakovanim, zde se vSak predpokladd, ze pro kazdou dvojici
existuje pouze jedno pozorovani.
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e Korelace: slouzi k vypoctu korela¢niho koeficientu mezi dvéma mé-
Fenymi proménnymi.

¢ Kovariance: umoziuje zjistit zavislost dvou mérenych proménnych.
Zavislost znamena, ze vysoké hodnoty jedné proménné odpovidaji vy-
sokym hodnotdm druhé proménné (kladnd kovariance), nebo ze nizké
hodnoty jedné proménné odpovidaji vysokym hodnotdm proménné
druhé (zaporna kovariance). Pokud jsou hodnoty obou proménnych
nezavislé, bude kovariance blizka nule.

¢ Popisna statistika: slouzi k urceni po¢tu hodnot souboru dat, k ur-
¢eni souctu, minimalni a maximalni hodnoty, aritmetického priméru,
medidnu, modu, smérodatné vybérové odchylky, vybérového rozptylu,
sikmosti a Spicatosti a rozdilu maxima a minima (varia¢ni sife).

¢ Regrese: provede linearni regresi tak, ze pomoci metody nejmensich
¢tvercti prolozi primku sadou pozorovani. Regrese umoznuje analyzo-
vat, jakym zptsobem ovliviiuji hodnoty jedné nebo vice nezavislych
proménnych hodnotu jedné zavislé proménné.

¢ Dvouvybérovy F-test pro rozptyl: nastroj provede F-test pro
dva vybéry a porovna jejich rozptyly na zvolené hladiné vyznamnosti.
Hodnota f blizici se 1 potvrzuje rovnost rozptyla zakladnich soubort.

¢« Dvouvybérovy parovy t-test na stfedni hodnotu: slouzi k tes-
tovani stfednich hodnot souboru v kazdém vybéru.

¢« Dvouvybérovy t-test s rovnosti rozptyli: provede Studentiv t¢-
test pro dva soubory za predpokladu, ze data pochézi z rozdéleni se
stejnymi rozptyly.

¢« Dvouvybérovy i-test s nerovnosti rozptyli: nastroj provede Stu-
denttv t-test pro dva soubory dat za predpokladu, ze dvé sady dat
pochézi z rozdéleni s riznymi rozptyly.

¢ Dvouvybérovy z-test na stredni hodnotu: test se pouziva k tes-
tovani nulové hypotézy, Ze neexistuje rozdil mezi dvéma strednimi
hodnotami.

= BINOM.DIST|(pocet uspéchii;pokusy;pravdépodobnost uspéchu;
PRAVDA /NEPRAVDA) vrati hodnotu distribu¢ni funkce Fx /pravdépo-
dobnostni funkce px binomického rozdéleni diskrétni ndhodné velic¢iny X.

= CEILING.MATH|(¢islo;vyznamnost;rezim) zaokrouhli ¢islo nahoru na nej-
blizsi celé ¢islo nebo na nejblizsi ndsobek vyznamnosti.

= CDNFIDENCE.NORM}(alpha;smérodatné odchylka;velikost) vrati interval spo-
lehlivosti pro stfedni hodnotu zdkladniho souboru pro normélni rozdéleni.
Pod ,velikosti“ se rozumi rozsah vybérového souboru.

= CORREL (maticel;matice2) vrati hodnotu Pearsonova korela¢niho koefi-
cientu r;.

= COVARIANCE|(maticel;matice2) vrati kovarianci, prumér soucini odchy-
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lek pro kazdou dvojici bodl dat ve dvou mnozinach dat.

= COVARIANCE.P|(maticel;matice2) vrati kovarianci zakladniho souboru,
pramér soucini odchylek pro kazdou dvojici bodi dat ve dvou mnozindch
dat.

= COVARIANCE.S|(maticel;matice2) vrati kovarianci vybéru, prameér souci-
nit odchylek pro kazdou dvojici datovych bodi ve dvou mnozinach dat.

= CDNFIDENCE.NORMJ(alpha;smérodatné odchylka;rozsah vybéru) vrati in-
terval spolehlivosti pro stfedni hodnotu zakladniho souboru pomoci normal-
niho rozdéleni.

= CONFIDENCE.T |(alpha;smérodatna odchylka;velikost) vrati interval spo-
lehlivosti pro stredni hodnotu zdkladniho souboru pro Studentovo ¢ rozdé-
leni. Pod ,velikosti“ se rozumi rozsah souboru.

= CRITBINOM|(pokusy;pravdépodobnost;alfa) vrati nejmensi hodnotu, pro
kterou mé souctové binomické rozdéleni hodnotu vétsi nebo rovnu hodnoté
kritéria. ,Pokusy“ se mysli pocet Bernoulliho pokust a ,,pravdépodobnosti
se mysli pravdépodobnost kazdého tispéchu.

= CETNOSTI |(datajhodnoty) vypocte pocet vyskytu hodnot v oblasti hod-
not a vrati vertikalni matici ¢isel, kterda ma o jeden radek vice nez soubor
hodnot. Funkce slouzi k tvorbé tabulky rozdéleni ¢etnosti a lze vyuzit i pii
urcovani intervalové cetnosti zadanim sloupce hornich hranic intervald.
P1i zpracovavani a analyze dat byva prvnim krokem usporadani dat podle
velikosti, bud od nejmensiho k nejvétsimu nebo obricené, to lze provést klik-
nutim pravého tlac¢itka na mysi na libovolnou buniku s daty usporadanymi
ve sloupci a zvolit Sefadit a Od nejmensiho k nejvétsimu, resp. Od nejvét-
$tho k nejmensimu. Jinou moznosti se stejnym vysledkem je zvolit moznost
Seradit na zalozce Data.

= DEVSQ|(Cislol;¢islo2; ... ) vréati soucet druhym mocnin odchylek zada-
nych hodnot od jejich sttedni hodnoty.

= @(éislo) vrati hodnotu mocniny Eulerovall &isla e (e =2,718).

= EXPON.DIST|(z;A;PRAVDA/NEPRAVDA) vrati hodnotu distribu¢ni funk-
ce Fx/hustoty pravdépodobnost fx exponencidlniho rozdéleni spojité na-
hodné veliciny X.

= F.DIST|(z;volnostl;volnost2;PRAVDA /NEPRAVDA) vréti levostrannou
hodnotu pravdépodobnosti F' rozdéleni ndhodné veli¢iny X.

= F.DIST.RT|(x;volnostl;volnost2;PRAVDA /NEPRAVDA) vrati pravostran-
nou hodnotu pravdépodobnosti F' rozdéleni nahodné veli¢iny X.

= F.INV|(pravdépodobnost;volnostl;volnost2) vrati hodnotu kvantilu dis-
tribu¢ni funkce Fx F' rozdéleni ndhodné veliciny X.

= F.TEST|(maticel;matice2) vrati vysledek F-testu jednostranné pravdé-

3Leonhard Paul Euler (1707-1783) §vycarskd matematik a fyzik.
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podobnosti rovnosti rozptylu dat v oblastech maticel a matice2 (argumen-
tem funkce neni testové kritérium, takze nelze posoudit miru shody).

FAKTORIAL |(¢islo) uréi hodnotu faktoridlu zvoleného ¢isla.

FURECAST.LINEAR](x;pole y;pole x) slouzi k vypocétu nebo odhadu bu-
douci hodnoty pomoci existujicich hodnot. Budouci hodnota je hodnota y
pro danou hodnotu z. Existujici hodnoty jsou zndmé jako hodnoty x a y
a budouci hodnota se predpovida pomoci linearni regrese. x oznacuje datovy
bod, u kterého chceme predpovédét hodnotu y, ,pole y“ je zavisla matice
nebo oblast dat, ,,pole x* je nezavisla matice nebo oblast dat.

= CAMMA.DIST|(x;alfa;betaskumulativni) vrati hodnotu Gamma rozdéleni.

= GAMMA.INV|(pravdépodobnost;alfa;beta) vrati hodnotu inverzni funkce
k distribu¢ni funkci kumulativniho rozdéleni Gamma.

= GEOMEAN|(Cislol;¢islo2; ... ) vrati geometricky primér mnoziny klad-
nych cisel.
Grafy a diagramy v MS Excel Ize vytvaret pomoci bohaté palety na-
stroji na karté Viozit v ¢asti Grafy.

= HARMEAN|(Cislol;¢islo2; ... ) vrati harmonicky prumér mnoziny zada-
nych cisel.

= HYPGEOM.DIST |(ispéch;celkem;zaklad tspéch;uspéch celkem;
PRAVDA /NEPRAVDA) vrati hodnotu distribuéni funkce Fx (pravdépo-
dobnostni funkce px) hypergeometrického rozdéleni diskrétni ndhodné ve-
liciny X.

= CHISQ.DIST|(z;volnost;PRAVDA /NEPRAVDA) vrati levostrannou hod-
notu pravdépodobnosti x? rozdéleni nahodné veli¢iny X .

= CHISQ.DIST.RT ‘(x;volnost;PRAVDA /NEPRAVDA) vréti pravostrannou
hodnotu pravdépodobnosti x? rozdéleni ndhodné veli¢iny X.

= CHISQ.TEST |(aktudlni;ocekdvané) vrati test nezavislosti, vrati hodnotu
rozdéleni x? pro dané testové kritérium a piislusné stupné volnosti.

= INTERCEPT |(pole y;pole x) vrati y-ovou soufadnici pruseciku s osou y
linearni regresni ¢ary prolozené zadanymi datovymi body.

= KOMBINACE|(pocet;kombinace) uréi hodnotu kombinaci k-té tiidy z n
prvki.
Kontingencni tabulka, nastroj lze vyuzit k tvorbé tabulek rozdéleni cet-
nosti. Tvorba kontingencéni tabulky se zahajuje v zdlozce Data vybérem
polozky Kontingencni tabulka.

= @(618101;61'8102;. ..) vrati hodnotu excesu mnoziny zadanych c¢isel
(spic¢atost). Funkce KURT pocita koeficient Spicatosti (ozna¢me a}) pod-
le jiného vzorce, nez je v definici :

* _ n(n+1) i T — T 4_ 3(n_1)2
a4_(n—1)(n—2)(n—3>;< sn> n—2m—3 9
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LARGE |(pole;k) vrati k-tou nejvetsi hodnotu z mnoziny zadanych ¢isel.
LINREGRESE (pole y;pole x;b;stat) vypoéitd pomoci metody nejmensich
¢tvercu statistické hodnoty pro primku y = mx + b, kterd nejlépe odpovida
uvedenym dattim, a vrati matici s parametry primky m, b.

= LINTREND|(pole y;pole x;nové x;b) vrati hodnoty linedrniho trendu od-
povidajictho znamym datovym bodim pomoci metody nejmensich ¢tverct.

= @(éislo) vrati prirozeny logaritmus zadaného ¢isla.

= L0G|(¢islo) vrati dekadicky logaritmus zvoleného ¢isla.

= L0z|(¢islojzéklad) vrati hodnotu logaritmu zvoleného ¢isla o zadaném
zékladu.

= LOGNORM.DIST |(x;stfedni hodnotajsmérodatnéd odchylka;
PRAVDA /NEPRAVDA) vréati hodnotu distribué¢ni funkce F'x /hustoty prav-
dépodobnosti fx logaritmicko-norméalniho rozdéleni spojité nahodné velici-
ny X.

= LOGNORM.INV|(pravdépodobnost; stfedni hodnota; smérodatnd odchyl-
ka) vrati inverzni funkci ke kumulativni distribu¢ni funkci logaritmicko-
-normalniho rozdéleni nahodné veliciny X, kde In X m4a normaélni rozdéleni
S parametry p a o2

= @(éislol;éisloQ; ... ) vrati maximélni hodnotu mnoziny zadanych ¢i-
sel.

= MEDIAN|(¢islol;¢islo2; ... ) vrati medidn (prostfedni hodnotu) mnoziny
zadanych cisel.

= @(éislol;éisloQ; ... ) vrati minimalni hodnotu mnoziny zadanych ¢i-
sel.

= MODE.MULT |(¢islol;¢islo2; ... ) vrati modus (nejéetnéjsi hodnotu) mno-
ziny zadanych cisel.

= MODE.SNGL|(¢islol;¢islo2; ... ) vrati modus (nejéetnéjsi hodnotu) mno-
ziny zadanych éisel.

= MULTINOMIAL|(¢islol;éislo2; ... ) uréi hodnotu permutaci s opakovanim.
Funkce slouzi k vypocétu variaci s opakovanim, kde jednotliva ¢isla jsou po-
Cty opakovani tychz prvki.

= NEGBINDM.DIST‘(poéet neuspéchu;pocet tspéchu;pravdépodobnost tspé-
chu;PRAVDA /NEPRAVDA) vrati hodnotu distribu¢ni funkce Fy /prav-
dépodobnostni funkce px negativné binomického rozdéleni diskrétni ndhod-
né veli¢iny X.

= NORM.DIST|(x;stfedni hodnota;smérodatnd odchylka;
PRAVDA /NEPRAVDA) vréti hodnotu distribuéni funkce Fx /hustoty prav-
dépodobnosti fx normalniho rozdéleni spojité ndhodné velic¢iny X.

= NORM.S.DIST|(z;PRAVDA/NEPRAVDA) vrati hodnotu distribuéni fun-
kce Fx /hustoty pravdépodobnosti fx standardizovaného normdlniho roz-
déleni spojité ndhodné veliciny X.
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= NORM.INV|(pravdépodobnost;stiedni;smérodatnd odchylka) vrati hodno-

tu kvantilové funkce F'y 1 kterd prislusi zadané pravdépodobnosti ndhodné
veli¢iny X, kterd ma normalni rozdéleni.

= NORM.S.INV|(pravdépodobnost) vrati hodnotu kvantilové funkce @)_(1,
ktera prislusi zadané pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X, kterd ma stan-
dardizované normdlni rozdéleni.

= ODMOCNINA|(¢islo) vrati druhou odmocninu ze zvolené hodnoty.

= PEARSON|(maticel;matice2) vrati hodnotu Pearsonova korelac¢niho koefi-
cientu 7.
PERCENTIL.EXC‘(matice;kvartil) vrati k-ty percentil ze souboru dat, k €
0;1).
PERCENTIL.INC‘(matice;kvartil) vrati k-ty percentil ze souboru dat, k €
0;1).
PERMUTACE |(pocet;permutace) ur¢i pocet variaci k-té t¥idy z n prvki ne-
bo pocet permutaci z n prvki.

= @(x) vrati hodnotu funkce hustoty pro standardni smérodatnou od-
chylku.

= POCET|(Cislol;¢islo2; ... ) vrati pocet prvka mnoziny zadanych cisel.

= POISSON.DIST|(x;stfedni;PRAVDA/NEPRAVDA) vréiti hodnotu distri-
buc¢ni funkce Fx /pravdépodobnostni funkce py Poissonova rozdéleni dis-
krétni ndhodné veli¢iny X.

= POWER|(Cislojexponent) umocni dané ¢islo na zvoleny exponent. Funkce
se uplatni pfi vypoctu variaci s opakovanim.

= PROB|(oblast hodnot a;dolni limit;horni limit) vréti pravdépodobnost,
ze hodnoty dané oblasti budou mezi dvéma limity. Pokud neni zadédn hor-
ni limit, vrati funkce pravdépodobnost, Ze hodnoty ve zvolené oblasti jsou
rovny dolnimu limitu.

= PRUMER (Cislol;¢islo2; ... ) vrati aritmeticky pramér.

= PRUMODCHYLKA (Gislol;¢islo2; ... ) vrati pramérnou absolutni odchylku
mnoziny zadanych Cisel.

= QUARTIL.INC|(matice;kvartil) = QUARTIL.EXC|(matice;kvartil)
vrati hodnotu kvartilu mnoziny dat vyjadienou hodnotami percentilu,
k €{0;1;2;3;4}, kde k = 0 je minimalni hodnota, £k = 1 je prvni (dolni)
kvartil (25% percentil), & = 2 je medidn (50% percentil), k = 3 je tfeti
(horni) kvartil (75% percentil) a k = 4 je maximalni hodnota.

= RANDBETWEEN |(dolni;horn{) vrati ndhodné celé ¢islo ze zadaného interva-
lu.

= RANK.AVG|(¢islojodkaz;poradi) vrati poradi ¢isla v seznamu ¢isel, tedy
jeho relativni velikost vzhledem k ostatnim hodnotdm v seznamu. Pokud
mé stejné poradi vice hodnot, bude vraceno primérné poradi. Treti argu-

€

—

€

—
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ment 1 znamend Tazeni vzestupné, 2 znamend poradi sestupné.

= @(éislol;éisloz ... ) vrati zeSikmeni rozdéleni mnoziny zadanych
hodnot. Funkce SKEW pocita koeficient sikmosti podle jiného vzorce, nez
je v definici : )

=y () @

i=1

= SKEW.P|(¢islol;¢islo2; ... ) vrati zeSikmeni rozdéleni hodnot zékladniho
souboru.

= SLOPE|(pole y;pole x) vrati smérnici linedrni regresni ¢ary prolozené za-
danymi datovymi body.

= SMALL|(pole;k) vrati k-tou nejmensi hodnotu z mnoziny zadanych hod-
not.

= SMODCH.P|(¢islol;¢islo2; ... ) vrati smérodatnou odchylku zdkladniho
souboru.

= SMODCH.V?BER.S](éislol;éislo2; ... ) vrati vybérovou smérodatnou od-
chylku mnoziny zadanych ¢isel. Smérodatnou odchylku je mozné vypocitat
také jako druhou odmocninu z vybérového rozptylu pomoci = ODMOCNINA|

= SUUCIN.SKALARNi](polel; ... ) vrati soucet soucinui odpovidajicich si dat.
Lze vyuzit k vypoctu stfedni hodnoty EX diskrétni nahodné veli¢iny.

= STANDARDIZE |(x;stfedni hodnota;smérodatnd odchylka) vrati normalizo-
vanou hodnotu z rozdéleni uréeného stiedni hodnotou a smérodatnou od-
chylkou.

= STEYX|(pole y;pole z) vréati standardni chybu pfi vypoctu linedrni regre-
se. Standardni chyba je uré¢ena mnozstvim chyb pii odhadu y pro jednotliva
x. Funkce |= STEYX|vyuziva k vypoctu standardni chyby odhadu y vzorec

n—2

kde x a y jsou nezavisla a zavisla cisla ze vstupnich matic a n je celkovy
rozsah souboru vsech dat.

= sUMA|(islol;gislo2; ... ) vrati soucet prvkii zadané éiselné mnoziny.

= T.DIST|(z;volnost;PRAVDA /NEPRAVDA) vréti hodnotu levostranné-
ho Studentova t-rozdéleni ndhodné veliciny X.

= T.DIST.2T|(x;volnost) vrati hodnotu oboustranného Studentova t-rozdé-
leni ndhodné veli¢iny X.

= T.DIST.RT|(x;volnost) vrati hodnotu pravostranného Studentova t-rozdé-
leni ndhodné veli¢iny X.
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= T.TEST(maticel;matice2;chvosty;typ) vrati vysledek ¢-testu pii testova-
ni rozdilnosti nebo shodnosti stfednich hodnot dat dvou vybérovych soubo-
ri. Argument ,,chvosty“ urcuje, zda se jedna o jednostranné ¢i dvoustranné
rozdéleni. Argument ,typ* urcuje typ testu.

= TRIMMEAN|(matice;procenta) vrati stfedni hodnotu vnitini ¢asti mnozi-
ny datovych hodnot, ktera vznikla vynechanim urcitého poc¢tu procent dat
z nejvyssich a nejnizsich hodnot souboru. Funkce je vhodné pro piipad usek-
nutého prameéru.

= VAR.P|(¢islol;¢islo2; ... ) vréati rozptyl zakladniho souboru.

= VAR.s|(Cislol;¢islo2; ... ) vrati vybérovy rozptyl mnoziny zadanych ¢&i-
sel.

= WEIBULL.DIST(z;alphasbeta;PRAVDA/NEPRAVDA) vrati hodnotu hus-
toty pravdépodobnosti, resp. distribu¢ni funkce Weibullova rozdéleni ndhod-
né veli¢iny X.

= 7.TEST|(matice;x;sigma) vrati jednostrannou p-hodnotu Z testu, kde
»sigma‘ znacéi smérodatnou odchylku datového souboru.



Statistické tabulky

Tabulka 21.29: Kritické hodnoty pro znaménkovy test

Pocet paru

Hladina vyznamnosti «

0,01 | 0,05 |

0,10

jam)

WlW W I IR R ROl O
R | | WWIND|IN || RRR|O|O|O

U O [ W W WINN NP~k O|O

Weni NIC 2AIMAVELSTHO,
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Tabulka 21.30: Kritické hodnoty k; a ko pro znaménkovy test,
PY <k)<§ PY>k)<5

a=0,05a=0,01 a=0,05a=0,01 a=0,05a=0,01
(N[ ks ke [ba [ ko | [N [ [ho [ R [Ra | [N [[Ka [ o [ s [ o |
6 0 6 - - 21 5 |16 | 4 | 17 36 || 11 | 25 | 9 | 27
7 0 7 - - 22 5 | 17| 4 | 18 37 || 12 | 25 | 10 | 27
8 0 8 0 8 23 6 | 17| 4 | 19 38 || 12 | 26 | 10 | 28
9 1 8 0 24 6 | 18| 5 | 19 39 || 12 | 27 | 11 | 28
10 1 9 0 | 10 25 7T 18] 5 |20 40 || 13 | 27 | 11 | 29
11 1 9 0 |11 26 7 119] 6 | 20 41 || 13 | 28 | 11 | 30
12 2 1101 |11 27 7T 120] 6 |21 42 || 14 | 28 | 12 | 30
13 2 |11 ] 1 |12 28 8 | 20| 6 | 22 43 || 14 1 29 | 12 | 31
14 2 |12 1 |13 29 8 | 21| 7 | 22 44 || 156 | 29 | 13 | 31
15 3 112 2 |13 30 9 |21 7 |23 45 || 15 | 30 | 13 | 32
16 3 113 2 |14 31 9 22| 7 |24 46 || 15 | 31 | 13 | 33
17 4 13| 2 | 15 32 9 | 23| 8 | 24 47 || 16 | 31 | 14 | 33
18 4 |14 | 3 |15 33| 10 | 23| 8 | 25 48 || 16 | 32 | 14 | 34
19 4 |15 | 3 | 16 34 || 10 | 24 | 9 | 25 49 || 17 | 32 | 15 | 34
20 5 | 15| 3 | 17 35 || 11 | 24| 9 | 26 50 || 17 | 33 | 15 | 35
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Tabulka 21.31: Kritické hodnoty w,, jednovybérového oboustranného a jed-

nostranného Wilcoxonova testu, P (min(S*,S7) < W, (o)) < «

Oboustranny test Jednostranny test
n |l a=005]a=001]a=005]a=001
5 - - 0 -
6 0 - 2
7 2 3 0
8 3 0 5 1
9 5 1 8 3
10 8 3 10 5
11 10 5 13 7
12 13 7 17 9
13 17 9 21 12
14 21 12 25 15
15 25 15 30 19
16 29 19 35 23
17 34 23 41 27
18 40 27 47 32
19 46 32 53 37
20 52 37 60 43
21 58 42 67 49
22 65 48 75 55
23 73 54 83 62
24 81 61 91 69
25 89 68 100 76
26 98 75 110 84
27 107 83 119 92
28 116 91 130 101
29 126 100 140 110
30 137 109 151 120
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Tabulka 21.32: Kritické hodnoty W(0,05) pro dvouvybérovy Wilcoxonuv
test,
P(min(Uy, Us) < W(0,05)) < 0,05

[m/n 2] 3 [ 4[5 6 [ 7 [s8 ]9 1w 1] 12 ] 13 [ 14 ] 15 16 [ 17 [ 18 |
4 - - 0

5 0 1 2

6 - 1 2 3 5

7 B 1 3 5 6 8

8 o] 2 4 6 8 10 | 13

9 o 2 4 7 [ 10 [ 12 | 15 | 17

10 o | 3 5 8 11 | 14 | 17 | 20 | 23

11 o] 3 6 9 13 | 16 | 19 | 23 | 26 | 30

12 1| 4 7 | 11 | 14 | 18 | 22 | 26 | 29 | 33 | 37

13 1| 4 8 12 | 16 | 20 | 24 | 28 | 33 | 37 | 41 45

14 1 5 9 13 | 17 | 22 | 26 | 31 | 36 | 40 | 45 50 55

15 1 5 10 | 14 | 19 | 24 | 20 | 34 | 39 | 44 | 49 54 59 64

16 1] 6 11 | 15 | 21 | 26 | 31 | 37 | 42 | 47 | 53 59 64 70 75

17 2 | 6 11 | 17 [ 22 [ 28 | 34 | 39 | 45 | 51 57 63 69 75 81 87

18 2 | 7 |12 | 18 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 55 | 61 67 74 80 86 93 99
19 2 | 7 | 13 | 19 | 25 | 382 | 38 | 45 | 52 | 58 | 65 72 78 85 92 99 106
20 2 | 8 14 | 20 | 27 | 34 | 41 | 48 | 55 | 62 | 69 76 83 90 98 105 | 112
21 3 | 8 15 | 22 | 29 | 36 | 43 | 50 | 58 | 65 | 73 80 88 96 103 | 111 | 119
22 3| 9 16 | 23 | 30 | 38 | 45 | 53 | 61 | 69 | 77 85 93 101 | 109 | 117 | 125
23 3| 9 17 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56 | 64 | 73 | 81 89 98 106 | 115 | 123 | 132
24 3 |10 | 17 | 25 | 33 | 42 | 50 | 59 | 67 | 76 | 85 94 102 | 111 | 120 | 129 | 138
25 3 | 10 | 18 | 27 | 35 | 44 | 53 | 62 | 71 | 80 | 89 98 107 | 117 | 126 | 135 | 145
26 a4 | 11 [ 19 [ 28 | 37 | 44 [ 53 [ 62 | 71 | 80 | 89 98 107 | 117 | 126 | 135 | 145
27 4 | 11 | 20 | 29 | 38 | 48 | 57 | 67 | 77 | 87 | 97 107 | 117 | 127 | 137 | 147 | 158
28 a4 |12 [ 21 [ 30 [ 40 | 50 [ 60 | 70 | 80 | 90 | 101 | 111 | 122 | 132 | 143 [ 154 | 164
29 4 | 13 | 22 | 32 | 42 | 52 | 62 | 73 | 83 | 94 | 105 | 116 | 127 | 138 | 149 | 160 | 171
30 5 | 13 | 23 | 383 | 43 | 54 | 65 | 76 | 87 | 98 | 109 | 120 | 131 | 143 | 154 | 166 | 177
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Tabulka 21.33: Kritické hodnoty W(0,01) pro dvouvybérovy Wilcoxonuv
test, P(min(Uy,Us) < W(0,05)) < 0,05

[m/n[[2]3] 4[5 [ 6 7] 8 ]9 11 [12]13] 14 [ 15 [ 16 [ 17 [ 18 |
5 -] - - 0
6 - 0 1 2
7 -] - 0 1 3 4
8 - 1 2 4 6 7
9 - o] 1 3 5 7 9 [ 11
10 - o] 2 4 6 9 11 | 13 | 16
11 - o] 2 5 7 [ 10 | 13| 16 | 18 | 21
12 T 3 6 9 12 | 15 | 18 | 21 | 24 | 27
13 - 1] s 7 [ 10 | 13| 17 | 20 | 24 [ 27 | 31 | 34
14 1] a 7 | 11 | 15 | 18 | 22 | 26 | 30 | 34 | 38 | 42
15 -2 s 8 12 | 16 | 20 | 24 | 29 | 33 | 37 | 42 | 46
16 - 2] s 9 13 | 18 | 22 | 27 | 31 | 36 | 41 | 45 | 50
17 - 2] 6 10 | 15 | 19 | 24 | 29 | 34 | 39 | 44 | 49 | 54 60
18 - 2] 6 11 | 16 | 21 | 26 | 31 | 37 | 42 | 47 | 53 | 58 64 70
19 0| 3| 7 | 12 | 17 | 22 | 28 | 383 | 39 | 45 | 51 | 57 | 63 69 74 81
20 o3| 8 13 | 18 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54 | 60 | 67 73 79 86 92
21 o] 3| 8 14 | 19 | 25 | 32 | 38 | 44 | 51 | 58 | 64 | 71 78 84 91 98
22 ol 4] 9 14 | 21 | 27 [ 34 | 40 | 47 | 54 | 61 | 68 | 75 82 89 96 | 104
23 o4 9 15 | 22 | 29 | 385 | 43 | 50 | 57 | 64 | 72 | 79 87 94 102 | 109
24 0|4 |10 16| 23] 30 |37 ] a5 [ 5260 | 68 75 | 83 91 99 | 107 | 115
25 0|5 | 10 | 17 | 24 | 32 | 389 | 47 | 55 | 63 | 71 | 79 | 87 96 104 | 112 | 121
26 o |5 | 11| 18| 25 [ 33 | 41 | 49 | 58 | 66 | 74 | 83 | 92 100 | 109 | 118 | 127
27 1 | 5 | 12| 19 | 27 | 385 | 43 | 52 | 60 | 69 | 78 | 87 | 96 105 | 114 | 123 | 132
28 1| 5] 12|20 [ 28|36 | 45 [ 54 | 63 | 72 | 81 | o1 | 100 | 109 | 119 | 128 | 138
29 1|6 | 13| 21 | 29 | 388 | 47 | 56 | 66 | 75 | 85 | 94 | 104 | 114 | 124 | 134 | 144
30 16| 13]22]3 |40 | 49 | 58 | 68 | 78 | 88 | 98 | 108 | 119 | 129 | 139 | 150

Tabulka 21.34: Kritické hodnoty gy, ,,(0,05) pro Tukeyovu metodu mnoho-
nasobného porovnani, X ~ ¢p ., P(X > ¢m,.(0,05)) = 0,05

[m/m [ 2 ] 3 [ 4 [ 5 [ 6 [ 7 [ 8 | 9 [ 10 [ 11 [ 12 [ 13 [ 14 |

1 18,0 | 27,0 | 32,8 | 37,1 | 40,4 | 43,1 | 45,4 | 47,4 | 49,1 | 50,6 | 52,0 | 53,2 | 54

6,08 | 8,33 | 980 | 10,9 | 11,7 | 12,4 | 13,0 | 13,5 | 14,0 | 14,4 | 14,7 | 151 | 15
3 4,50 | 5,91 | 6,82 | 7,50 | 8,04 | 8,48 | 8,85 | 9,18 | 9,46 | 9,72 | 9,95 | 10,2 | 10
4 3,93 | 5,04 | 576 | 6,29 | 6,71 | 7,05 | 7,35 | 7,60 | 7,83 | 8,03 | 8,21 | 8,37 | 85
5 3,64 | 4,60 | 522 | 567 | 6,03 | 6,33 | 6,58 | 6,80 | 6,99 | 7,17 | 7,32 | 7,47 | 7.6
6 3,46 | 4,34 | 4,90 | 5,30 | 5,63 | 5,90 | 6,12 | 6,32 | 6,49 | 6,65 | 6,79 | 6,92 | 7,0
7 3,34 | 4,16 | 4,68 | 5,06 | 5,36 | 5,61 | 582 | 6,00 | 6,16 | 6,30 | 6,43 | 6,55 | 6,6
8 3,26 | 4,04 | 453 | 4,89 | 5,17 | 5,40 | 5,60 | 5,77 | 5,92 | 6,05 | 6,18 | 6,29 | 6,3
9 3,20 | 3,95 | 4,41 | 4,76 | 5,02 | 5,24 | 5,43 | 559 | 5,74 | 587 | 5,98 | 6,09 | 6,1
10 3,15 | 3,88 | 4,33 | 4,65 | 4,91 | 5,12 | 5,30 | 5,46 | 5,60 | 5,72 | 583 | 5,93 | 6,0
11 3,11 | 3,82 | 4,26 | 4,57 | 4,82 | 5,03 | 5,20 | 5,35 | 5,49 | 5,61 | 5,71 | 5,81 | 5,9
12 3,08 | 3,77 | 4,20 | 4,51 | 4,75 | 4,95 | 5,12 | 527 | 5,39 | 5,561 | 5,61 | 5,71 | 538
13 3,06 | 3,73 | 4,15 | 4,45 | 4,69 | 4,88 | 5,05 | 5,19 | 5,32 | 5,43 | 553 | 563 | 5,7
14 3,03 | 3,70 | 4,11 | 4,41 | 4,64 | 4,83 | 4,99 | 5,13 | 5,25 | 5,36 | 5,46 | 5,55 | 56
15 3,01 | 3,67 | 4,08 | 4,37 | 4,59 | 4,78 | 4,94 | 5,08 | 5,20 | 5,31 | 5,40 | 5,49 | 5,5
16 3,00 | 3,65 | 4,05 | 4,33 | 4,56 | 4,74 | 4,90 | 5,03 | 5,15 | 5,26 | 5,35 | 5,44 | 55
17 2,98 | 3,63 | 4,02 | 4,30 | 4,562 | 4,70 | 4,86 | 4,99 | 5,11 | 5,21 | 5,31 | 5,39 | 54
18 2,97 | 3,61 | 4,00 | 4,28 | 4,49 | 4,67 | 4,82 | 4,96 | 5,07 | 5,17 | 5,27 | 5,35 | 54
19 2,96 | 3,59 | 3,98 | 4,25 | 4,47 | 4,65 | 4,79 | 4,92 | 5,04 | 5,14 | 5,23 | 531 | 5,3
20 2,95 | 3,58 | 3,96 | 4,23 | 4,45 | 4,62 | 4,77 | 4,90 | 5,01 | 5,11 | 5,20 | 5,28 | 53
24 2,92 | 3,53 | 3,90 | 4,17 | 4,37 | 4,54 | 4,68 | 4,81 | 4,92 | 5,01 | 5,10 | 5,18 | 5,2
30 2,89 | 3,49 | 3,85 | 4,10 | 4,30 | 4,46 | 4,60 | 4,72 | 4,82 | 4,92 | 5,00 | 5,08 | 5,1
40 2,86 | 3,44 | 3,79 | 4,04 | 4,23 | 4,39 | 4,52 | 4,63 | 4,73 | 4,82 | 4,90 | 4,98 | 5,0
60 2,83 | 3,40 | 3,74 | 3,98 | 4,16 | 4,31 | 4,44 | 4,55 | 4,65 | 4,73 | 4,81 | 4,88 | 4,9
120 2,80 | 3,36 | 3,68 | 3,92 | 4,10 | 4,24 | 4,36 | 4,47 | 4,56 | 4,64 | 4,71 | 4,78 | 4,8
o 2,77 | 3,31 | 3,63 | 3,86 | 4,03 | 4,17 | 4,29 | 4,39 | 4,47 | 455 | 4,62 | 4,68 | 4,7
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Tabulka 21.35: Kritické hodnoty gy, (0,01) pro Tukeyovu metodu mnoho-
nasobného porovnani, X ~ gy, P(X > ¢,,,(0,01)) = 0,01

[vw/m [ 2 [ 3 [ a4 [ 5 [ 6 [ 7 [ 8 [ 9o [ 10 [ 11 [ 12 [ 13 [ 14
1 90,0 | 135 | 164 | 186 | 202 | 216 | 227 | 237 | 246 | 253 | 260 | 266 | 272
2 14,0 | 19,0 | 22,3 | 24,7 | 26,6 | 28,2 | 29,5 | 30,7 | 31,7 | 32,6 | 33,4 | 34,1 | 34,8
3 8,26 | 10,6 | 12,2 | 13,3 | 14,2 | 150 | 15,6 | 16,2 | 16,7 | 17,1 | 17,5 | 17,9 | 18,2
4 6,51 | 812 | 9,17 | 9,96 | 10,6 | 11,1 | 11,5 | 11,9 | 12,3 | 12,6 | 12,8 | 13,1 | 13,3
5 5,70 | 6,97 | 7,80 | 8,42 | 891 | 9,32 | 9,67 | 9,97 | 10,2 | 10,5 | 10,7 | 10,9 | 11,1
6 5,24 | 6,33 | 7,03 | 7,56 | 7,97 | 832 | 861 | 887 | 9,10 | 9,30 | 9,49 | 9,65 | 9,81
7 4,95 | 5,92 | 6,54 | 7,01 | 7,37 | 7,68 | 7,94 | 817 | 837 | 855 | 871 | 886 | 9,00
8 4,74 | 5,63 | 6,20 | 6,63 | 6,96 | 7,24 | 7,47 | 7,68 | 7,87 | 8,03 | 818 | 831 | 8,44
9 4,60 | 5,43 | 5,96 | 6,35 | 6,66 | 6,91 | 7,13 | 7,32 | 7,49 | 7,65 | 7,78 | 7,91 | 8,03
10 4,48 | 5,27 | 5,77 | 6,14 | 6,43 | 6,67 | 6,87 | 7,05 | 7,21 | 7,36 | 7,48 | 7,60 | 7,71
11 4,39 | 5,14 | 5,62 | 5,97 | 6,25 | 6,48 | 6,67 | 6,84 | 6,99 | 7,13 | 7,25 | 7,36 | 7,46
12 4,32 | 5,04 | 5550 | 5,84 | 6,10 | 6,32 | 6,51 | 6,67 | 6,81 | 6,94 | 7,06 | 7,17 | 7,26
13 4,26 | 4,96 | 5,40 | 5,73 | 5,98 | 6,19 | 6,37 | 6,63 | 6,67 | 6,79 | 6,90 | 7,01 | 7,10
14 421 | 489 | 532 | 5,63 | 588 | 6,08 | 6,26 | 6,41 | 6,54 | 6,66 | 6,77 | 6,87 | 6,96
15 4,17 | 4,83 | 5,25 | 5,56 | 5,80 | 5,99 | 6,16 | 6,31 | 6,44 | 6,55 | 6,66 | 6,76 | 6,84
16 413 | 4,78 | 5,19 | 5,49 | 5,72 | 5,92 | 6,08 | 6,22 | 6,35 | 6,46 | 6,56 | 6,66 | 6,74
17 4,10 | 4,74 | 5,14 | 5,43 | 5,66 | 5,85 | 6,01 | 6,15 | 6,27 | 6,38 | 6,48 | 6,57 | 6,66
18 4,07 | 4,70 | 5,09 | 5,38 | 5,60 | 5,79 | 5,94 | 6,08 | 6,20 | 6,31 | 6,41 | 6,50 | 6,58
19 4,05 | 4,67 | 5,05 | 5,33 | 5,55 | 5,73 | 589 | 6,02 | 6,14 | 6,25 | 6,34 | 6,43 | 6,51
20 4,02 | 4,64 | 502 | 529 | 551 | 569 | 584 | 597 | 6,09 | 6,19 | 6,29 | 6,37 | 6,45
25 3,96 | 4,54 | 4,91 | 5,17 | 5,37 | 5,54 | 5,69 | 581 | 592 | 6,02 | 6,11 | 6,19 | 6,26
30 3,89 | 4,45 | 4,80 | 5,05 | 5,24 | 540 | 5554 | 565 | 576 | 585 | 593 | 6,01 | 6,08
40 3,82 | 4,37 | 4,70 | 4,93 | 5,11 | 5,27 | 5,39 | 5,50 | 5,60 | 5,69 | 577 | 584 | 5,90
60 3,76 | 4,28 | 4,60 | 4,82 | 4,99 | 5,13 | 5,25 | 5,36 | 5,45 | 5,553 | 5,60 | 567 | 5,73

120 3,70 | 4,20 | 4,50 | 4,71 | 4,87 | 5,01 | 5,12 | 5,21 | 5,30 | 5,38 | 5,44 | 5,51 | 5,56

o 3,64 | 4,12 | 4,40 | 4,60 | 4,76 | 4,88 | 4,99 | 5,08 | 5,16 | 5,23 | 529 | 535 | 5,40
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Tabulka 21.36: Kritické hodnoty pro Neményho metodu mnohonasobného
porovnavani poradi, o = 0,05

/] 3 [ 4 | 5 |6 | 7 [ 8 [ 9 [ 10|
1 33 | 47 | 61 | 75 | 90 | 105 | 12,0 | 13,5
2 88 | 12,6 | 16,5 | 20,5 | 24,7 | 28,9 | 33,1 | 374
3 0| 15,7 | 22,7 | 29,9 | 37,3 | 448 | 52,5 | 60,3 | 68,2
4 || 239 | 346 | 45,6 | 57,0 | 68,6 | 80,4 | 92,4 | 104,6
5 || 331 | 48,1 | 635 | 793 | 955 | 112,0 | 128,8 | 145,8
6 || 43,3 | 62,9 | 83,2 | 104,0 | 125,3 | 147,0 | 169,1 | 191,4
7 || 544 | 79,1 | 1046 | 130,8 | 157,6 | 184,9 | 212,8 | 240,9
8 || 66,3 | 964 | 127,6 | 159,6 | 192,4 | 225,7 | 259,7 | 294,1
9 || 78,9 | 114,8 | 152,0 | 190,2 | 229,3 | 269,1 | 309,6 | 350,6
10 || 92,3 | 134,3 | 177,8 | 222,6 | 268,4 | 315,0 | 362,4 | 410,5
11 | 106,3 | 154,8 | 205,0 | 256,6 | 309,4 | 363,2 | 417.9 | 473,3
12 || 120,9 | 176,2 | 233,4 | 292,2 | 352,4 | 413,6 | 476,0 | 539,1
13 || 136,2 | 198,5 | 263,0 | 329,3 | 397,1 | 466,2 | 536,5 | 6077
14 | 152,1 | 221,7 | 293,8 | 367,8 | 443,6 | 520,8 | 599.4 | 679,0
15 | 168,6 | 245,7 | 325,7 | 407,8 | 491,9 | 577.4 | 664,6 | 752,8
16 | 185,6 | 270,6 | 358,6 | 449,1 | 541,7 | 635,9 | 732,0 | 829,2
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Tabulka 21.37: Kritické hodnoty pro Neményho metodu mnohonasobného
porovnavani poradi, o = 0,01

/] 3 [ 4 | 5 |6 | 7 [ 8 [ 9 [ 10|
1 41 | 57 | 73 | 89 | 105 | 12,2 | 13,9 | 156
2 || 109 | 153 | 197 | 243 | 289 | 336 | 383 | 43,1
3 || 195 | 275 | 35,7 | 44,0 | 52,5 | 61,1 | 69,8 | 78,6
4 || 29,7 | 419 | 545 | 67,3 | 80,3 | 93,6 | 107,0 | 120,6
5 || 41,2 | 58,2 | 75,8 | 93,6 | 111,9 | 130,4 | 149,1 | 168,1
6 || 53,9 | 76,3 | 99,3 | 122,8 | 146,7 | 171,0 | 195,7 | 220,6
7 |l 67,6 | 958 | 124.8 | 154,4 | 184,6 | 2152 | 246,3 | 277.7
8 || 824 | 1168 | 152,2 | 188,4 | 2252 | 262,6 | 300,6 | 339,0
9 || 98,1 | 1392 | 1814 | 224,5 | 268,5 | 313,1 | 358,4 | 404,2
10 | 114,7 | 162,8 | 212,2 | 262,7 | 314,2 | 366,5 | 419,5 | 473,1
11 | 132,1 | 187,6 | 244,6 | 302,9 | 362,2 | 422.6 | 483,7 | 545.6
12 || 1504 | 213,5 | 278,5 | 344,9 | 412,5 | 481,2 | 551,0 | 621,4
13 || 169,4 | 240,6 | 313,8 | 388,7 | 464,9 | 542.4 | 621,0 | 700,5
14 | 189,1 | 268,7 | 350,5 | 434,2 | 519.4 | 606,0 | 693.8 | 782.,6
15 || 209,6 | 297,8 | 388,5 | 481,3 | 575,8 | 671,9 | 769,3 | 8677
16 | 230,7 | 327,9 | 427,9 | 530,1 | 634,2 | 740,0 | 847,3 | 955,7

Tabulka 21.38: Kritické hodnoty Friedmanova testu, a = 0,05

(/0] 3 [ a4 ] 5[ 6 [ 7 ] 8 | 9 [ 10 [ 1| 12|
6,000 | 7,4 | 853 | 9,86 | 11,24 | 12,57 | 13,88 | 15,19 | 16,48 | 17,76
4 6,500 | 7,8 | 88 | 10,24 | 11,63 | 12,99 | 14,34 | 15,67 | 16,98 | 18,3
5 6,400 | 7,8 | 8,99 | 10,43 | 11,84 | 13,23 | 14,59 | 15,93 | 17,27 | 18,6
6 7,000 | 7,6 | 9,08 | 10,54 | 11,97 | 13,38 | 14,76 | 16,12 | 17,4 | 1838
7
8
9

7143 | 7,8 | 9,11 | 10,62 | 12,07 | 13,48 | 14,87 | 16,23 | 17,6 | 18,9
6,250 | 7,65 | 9,19 | 10,68 | 12,14 | 13,56 | 14,95 | 16,32 | 17,7 | 19,0
6,222 | 7,66 | 9,22 | 10,73 | 12,19 | 13,61 | 15,02 | 16,40 | 17,7 | 19,1
10 || 6,200 | 7,67 | 9,25 | 10,76 | 12,23 | 13,66 | 15,07 | 16,44 | 17,8 | 19,2
11 || 6,545 | 7,68 | 9,27 | 10,79 | 12,27 | 13,70 | 15,11 | 16,48 | 17,9 | 19,2
12 || 6,167 | 7,70 | 9,20 | 10,81 | 12,29 | 13,73 | 15,15 | 16,53 | 17,9 | 19,3
13 || 6,000 | 7,70 | 9,30 | 10,83 | 12,32 | 13,76 | 15,17 | 16,56 | 17,9 | 19,3
14 || 6,143 | 7,71 | 9,32 | 10,85 | 12,34 | 13,78 | 15,19 | 16,58 | 17,9 | 19,3
15 || 6,400 | 7,72 | 9,33 | 10,87 | 12,35 | 13,80 | 15,20 | 16,6 | 18,0 | 19,3
16 599 | 7,73 | 9,34 | 10,88 | 12,37 | 13,81 | 15,23 | 16,6 | 18,0 | 19,3
20 599 | 7,74 | 9,37 | 10,92 | 12,41 | 13,8 | 153 | 16,7 | 18,0 | 19,4
00 599 | 7,82 | 9,49 | 11,07 | 12,59 | 14,07 | 15,51 | 16,92 | 18,31 | 19,68
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Tabulka 21.39: Kritické hodnoty Friedmanova testu, a = 0,01

/7] 3 [ a [ 5 [ 6 | 7 [ 8 [ 9 [ 10 ] 11 12|
3 - 9,000 | 10,13 [ 11,76 | 13,26 | 14,78 | 16,28 | 17,74 | 19,19 | 20,61
4 | 8000 | 9,600 | 11,20 | 12,59 | 14,19 | 15,75 | 17,28 | 18,77 | 20,24 | 21,7
5 || 8400 | 9,96 | 11,43 | 13,11 | 14,74 | 16,32 | 17,86 | 19,37 | 20,86 | 22,3
6 || 9,000 | 10,200 | 11,75 | 13,45 | 15,10 | 16,69 | 18,25 | 19,77 | 21,3 | 22,7
7 || 8,857 | 10,371 | 11,97 | 13,69 | 15,35 | 16,95 | 18,51 | 20,04 | 21,5 | 23,0
8 || 9,000 | 10,35 | 12,14 | 13,87 | 15,53 | 17,15 | 18,71 | 20,24 | 21,8 | 232
9 || 8,667 | 1044 [ 12,27 | 14,01 | 15,68 | 17,29 | 18,87 | 20,42 | 21,9 | 234
10 [ 9,600 | 10,53 | 12,38 | 14,12 | 15,79 | 17,41 | 19,00 | 20,53 | 22,0 | 23,5
11 || 9,455 | 10,60 | 12,46 | 14,21 | 15,89 | 17,52 | 19,10 | 20,64 | 22,1 | 23,6
12 [ 9,500 | 10,68 | 12,53 | 1428 | 15,96 | 17,59 | 19,19 | 20,73 | 22,2 | 23,7
13 [ 9,385 | 10,72 | 1258 | 14,34 | 16,03 | 17,67 | 19,25 | 20,80 | 22,3 | 238
14 [] 9,000 | 10,76 | 12,64 | 14,40 | 16,09 | 17,72 | 19,31 | 20,86 | 22,4 | 23,9
15 || 8933 | 10,80 | 12,68 | 14,44 | 16,14 | 17,78 | 19,35 | 20,9 | 224 | 23,9
16 || 879 | 1084 | 12,72 | 14,48 | 16,18 | 17,81 | 19,40 | 20,9 | 22,5 | 24,0
20 || 887 | 10,94 | 12,83 | 14,60 | 16,30 | 18,00 | 19,5 | 21,1 | 22,6 | 24,1
oo || 9,21 | 11,35 | 13,28 | 15,09 | 16,81 | 18,48 | 20,09 | 21,67 | 23,21 | 24,73

Tabulka 21.40: Kritické hodnoty pro mnohonasobné porovnani u Friedma-
nova testu, a = 0,05

(/0] 3 ] a5 6 [ 7] s8] 9] 10|
1 33 [ 47 | 61 | 75 | 90 | 10,5 | 12,0 | 13,5
2 47 | 66 | 86 | 10,7 | 12,7 | 14,8 | 17,0 | 19,2
3 57 | 81 | 10,6 | 13,1 | 156 | 18,2 | 20,8 | 23,5
4 6,6 | 94 | 12,2 | 15,1 | 18,0 | 21,0 | 24,0 | 27,1
5 74 | 105 | 13,6 | 16,9 | 20,1 | 23,5 | 26,9 | 30,3
6 81 | 11,5 | 14,9 | 185 | 22,1 | 25,7 | 29,4 | 33,2
7 88 | 12,4 | 16,1 | 19,9 | 23,9 | 27,8 | 31,8 | 35,8
8 94 | 13,3 | 17,3 | 21,3 | 25,5 | 29,7 | 34,0 | 38,3
9 99 | 14,1 | 18,3 | 22,6 | 27,0 | 31,5 | 36,0 | 40,6
10 || 105 | 14,8 | 19,3 | 23,8 | 28,5 | 33,2 | 38,0 | 42,8
11 || 11,0 | 15,6 | 20,2 | 25,0 | 29,9 | 34,8 | 39,8 | 44,9
12 || 11,5 | 16,2 | 21,1 | 26,1 | 31,2 | 36,4 | 41,6 | 46,9
13 |[ 11,0 | 16,9 | 22,0 | 27,2 | 32,5 | 37,9 | 43,3 | 48,8
14 || 12,4 | 17,5 | 22,8 | 28,2 | 33,7 | 39,3 | 45,0 | 50,7
15 || 12,8 | 18,2 | 23,6 | 29,2 | 34,9 | 40,7 | 46,5 | 52,5
16 || 13,3 | 18,8 | 24,4 | 30,2 | 36,0 | 42,0 | 48,1 | 54,2
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Tabulka 21.41: Kritické hodnoty pro mnohonasobné porovnani u Friedma-
nova testu, a = 0,01

[1/7]] 3 ] 4[5 [ 6 [ 7] s8] 9 10|
1 41 [ 57 [ 73 | 89 [ 105 ] 12,2 ] 13,9 | 156
2 58 | 80 | 10,3 | 12,6 | 14,9 | 17,3 | 19,7 | 22,1
3 71 | 98 | 12,6 | 154 | 18,3 | 21,2 | 24,1 | 27,0
4 82 | 11,4 | 14,6 | 17,8 | 21,1 | 244 | 27,8 | 31,2
5 92 [ 12,7 | 16,3 | 19,9 | 23,6 | 27,3 | 31,1 | 34,9
6 10,1 | 13,9 | 17,8 | 21,8 | 25,8 | 29,9 | 34,1 | 38,2
7 10,9 | 150 | 19,3 | 23,5 | 27,9 | 32,3 | 36,8 | 41,3
8 11,7 | 16,1 | 20,6 | 25,2 | 29,8 | 34,6 | 39,3 | 44,2
9 12,4 | 17,1 | 21,8 | 26,7 | 31,6 | 36,6 | 41,7 | 46,8
10 || 13,0 | 18,0 | 23,0 | 28,1 | 33,4 | 38,6 | 44,0 | 49,4
11 || 13,7 | 18,9 | 24,1 | 29,5 | 35,0 | 40,5 | 46,1 | 51,8
12 [ 14,3 | 19,7 | 25,2 | 30,8 | 36,5 | 42,3 | 48,2 | 54,1
13 || 149 | 205 | 26,2 | 32,1 | 38,0 | 44,0 | 50,1 | 56,3
14 || 154 | 21,3 | 27,2 | 33,3 | 39,5 | 45,7 | 52,0 | 58,4
15 || 16,0 | 22,0 | 28,2 | 34,5 | 40,8 | 47,3 | 53,9 | 60,5

—_
(=2

165 | 22,7 | 29,1 | 356 | 422 | 48,9 | 55,6 | 62,5
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Tabulka 21.42: Kritické hodnoty D, («) pro jednovybérovy Kolmogoroviv-

-Smirnovuv test

[n [ a=005]a=001] n [a=005] a=00L] n [ a=005]a=001]
1 [ ,97500 99500 | 31 | ,23788 1285 30 61 | ,17091 1205 06
2 | ,84189 92029 || 32 | 23424 128094 62 | ,16956 120343
3 | 70760 82000 || 33| 23076 27677 63 | ,16823 1201 84
4 | 62394 73424 || 34 | 22743 27279 64 | ,16693 120029
5 | 56328 66853 || 35 | 22425 126897 65 | ,16567 19877
6 | ,51926 61661 || 36 | ,22119 1265 32 66 | ,16443 119729
7 | 48342 57581 || 37 | 21826 126180 67 | ,16322 1195 84
8 | 45427 54179 || 38 | 21544 ,25843 68 | 16204 119442
9 | 43001 51332 || 39 | 21273 125205 69 | ,16088 119303
10 | 40925 48893 || 40 | 21012 125205 70 | 15975 119167
11 | ,39122 46770 || 41 | 20760 ,249 04 71 | 15864 ,190 34
12 | ,37543 44905 || 42 | 20517 124613 72 | 15755 ,18903
13 | ,36143 43247 || 43| 20283 124332 73 | 15649 18776
14 | ,34890 41762 || 44 | 20056 1240 60 74 | 15544 ,186 50
15 | 33760 40420 || 45 | 19837 123798 75 | 15442 1185 28
16 | ,32733 39201 || 46 | 19625 1235 44 76 | 15342 ,18408
17 | 31796 38086 || 47 | ,19420 123298 77 | 15244 ,18290
18 | 30936 37062 || 48 | 19221 123059 78 | 15147 ,18174
19 | 30143 36117 || 49 | 19028 122828 79 | 15052 ,18060
20 | ,29408 35241 || 50 | 18841 1226 04 80 | ,14960 ,17949
21 | 28724 34427 || 51 | ,18659 122386 81 | ,14868 ,17840
22 | 28087 33666 || 52 | 18482 122174 82 | 14779 17732
23 | 27490 32054 || 53 | 18311 21968 83 | ,14691 17627
24 | 26931 32286 || 54 | ,18144 21768 84 | ,14605 17523
25 | ,26404 31657 || 55 | 17981 21574 85 | 14520 17421
26 | ,25907 31064 || 56 | ,17823 21384 86 | ,14437 17321
27 | 25438 30502 || 57 | 17669 121199 87 | 14355 17223
28 | ,24993 29971 || 58 | 17519 21019 90 | 14117 ,16938
29 | 24571 29466 || 59 | 17373 ,208 44 95 | ,13746 ,16493
30 | ,24170 28987 || 60 | ,17231 20673 || 100 | ,13403 ,160 81
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Tabulka 21.43: Kritické hodnoty pro korelacni koeficient r

[ n[a=005]a=001] n[a=005]a=001] n [a=005]a=001
3] 09969 | 09999 [[ 14| 05324 [ 06614 || 25 [ 03961 | 0,5052
4 | 09500 | 09900 || 15| 0,5140 | 0,6411 | 30 | 03610 | 0,4629
5 | 08783 | 09587 |[ 16 | 04973 | 06226 || 35 | 03338 | 04296
6 | 08114 | 09172 || 17 | 04822 | 06055 || 40 | 03120 | 0,4026
7 | 07545 | 08745 || 18| 04683 | 05897 || 45 | 0,29040 | 0,3801
8 | 07067 | 08343 |[ 19| 04555 | 05751 || 50 | 0,2787 | 0,3610
9 | 06664 | 07977 || 20| 04438 | 05614 || 60 | 02542 | 0,330v1
10 | 0,6319 | 0,7646 || 21 | 04329 | 05487 || 70 | 02352 | 0,3060
11| 06021 | 0,7348 || 22| 04227 | 05368 || 80 | 02352 | 0,2864
12| 05760 | 0,7079 || 23| 04123 | 05256 || 90 | 02072 | 0,2702
13| 05529 | 06835 || 24 | 04044 | 05151 || 100 | 0,1966 | 0,2565

Tabulka 21.44: Kritické hodnoty pro Spearmaniiv korela¢ni koeficient

| 2=005]a=001] n[a=005][a=001] n[a=005]a=001]
0,9000 15[ 05179 [ 06536 [ 25 ] 03977 [ 05100

n

5 -

6 | 08286 | 09429 | 16| 05000 | 06324 | 26 | 03804 | 0,5002
7 | 07450 | 0,8929 || 17 | 0,4853 | 0,6152 | 27 | 0,3822 | 04915
8
9

0,6905 | 07571 || 18 | 04716 | 05975 || 28 | 03749 | 0,4828
0,6833 | 08167 || 19 | 04579 | 0,5825 || 29 | 0,3685 | 04744
10 | 06364 | 07818 |[ 20| 04451 | 05684 || 30 | 0,3620 | 0,4665
11| 06091 | 0,7545 || 21 | 04351 | 0,5545
12 | 05804 | 07273 | 22 | 04241 | 0,5426
13 | 05549 | 0,6978 || 23 | 04150 | 0,5306
14 | 05341 | 06747 |[ 24 | 04061 | 0,5200
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